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Analyse élémentaire

Série n

o

1 � Fon
tions de R dans R

Ex 1.1 � Déterminer le domaine de dé�nition de la fon
tion f : R −→ R dans 
ha
un des 
as

suivants :

1) f(x) :=

√

x+1

x3− x2+ x
;

2) f(x) :=

√

5x2+ x− 4

x2− 9
;

3) f(x) :=
√

|5x2+ 7x| − 6.

Ex 1.2 � Pour 
haque réel x, on désigne par E(x) sa partie entière (dé�nie 
omme l'unique

n ∈ Z véri�ant n 6 x < n+1).
Représenter les graphes des fon
tions f et g de [−2, 3] dans R dé�nies par

f(x) := E(x) et g(x) := x− E(x) .

Ex 1.3 � Dans 
ha
un des 
as suivants, dire si la fon
tion f est minorée, majorée ou bornée

en n'utilisant que des inégalités :

1) f : ]0,+∞[ −→ R est dé�nie par f(x) :=
x

1 + 1/x
;

2) f : [0,+∞[ −→ R est dé�nie par f(x) :=
√
1+ x− x ;

3) f : R −→ R est dé�nie par f(x) :=
3x

x2+1
.

Ex 1.4 � Cal
uler les limites suivantes :

lim
x→+∞

x5− x3+ 2x2+ 3

2x5+ 3x+1
, lim

x→−∞

√
x2+ 3x+ 2

x+ 3
, lim

x→+∞

3
√
x2−1

x−1
,

lim
x→+∞

(

√

x2+ x−1− x
)

, lim
x→0

√
1+ x−

√
1− x

x
, lim

x→1+

√
x−1

3
√
x−1

,

lim
x→1

(

1

1− x
− 3

1− x3

)

, lim
x→+∞

(√

x+

√

x+
√
x−

√
x

)

,

lim
x→+∞

(m−1)x3+ 4x+1

mx2+1
ave
 m ∈ R , lim

x→a

x2− (a +1)x+ a

x3− a3
ave
 a ∈ R .



Ex 1.5 � Étudier la 
ontinuité en 0 de la fon
tion f dans 
ha
un des 
as suivants :

1) f : R −→ R est dé�nie par f(x) := x/|x| pour x 6= 0 et f(0) := 0 ;

2) f : R −→ R est dé�nie par f(x) :=
3
√
x

1 + 1/x
pour x 6= 0 et f(0) := 0 ;

3) f : [0,+∞[ −→ R est dé�nie par f(x) := E(1/x3)
√
x pour x 6= 0 et f(0) := 0.

Ex 1.6 � Étudier la 
ontinuité des fon
tions f et g de R dans R dé�nies par

f(x) := x+
√

x− E(x) et g(x) := E(x) +
√

x− E(x) .

Ex 1.7 � Étant donné une fon
tion 
ontinue f : [0, 1] −→ R qui véri�e f(x) ∈ [0, 1] pour tout
x ∈ [0, 1], montrer qu'il existe a ∈ [0, 1] tel qu'on ait f(a) = a (faire un dessin).

Que se passe-t-il sans l'hypothèse de 
ontinuité ?

Ex 1.8 � (Le randonneur)

Un randonneur part du village de La Gurraz en Haute-Tarentaise pour se rendre au refuge

de Turia près du Mont Pourri. Après avoir passé la nuit au refuge, il redes
end au village le

lendemain en empruntant le même itinéraire que la veille à l'aller.

Montrer que si les heures de départ et d'arrivée sont identiques pour les deux jours, il existe au

moins un endroit du sentier où le randonneur est passé exa
tement à la même heure (faire un

dessin).

Ex 1.9 � Étant donné une fon
tion 
ontinue f : R −→ R véri�ant lim
x→+∞

f(x) = +∞ ainsi que

lim
x→−∞

f(x) = −∞, montrer que l'équation f(x) = 0 a au moins une solution dans R.

Appliquer 
e résultat aux fon
tions polynomiales ayant un degré impair.

Ex 1.10 � Dans 
ha
un des 
as suivants, étudier la dérivabilité en 0 de la fon
tion f : R −→ R

et donner f ′(0) s'il y a lieu :

1) f(x) := x|x| ;

2) f(x) := xE(1/x) pour x 6= 0 et f(0) := 1 ;

3) f(x) :=
|x3|

1+ |x2−1| ;

4) f(x) := x2
pour x < 0 et f(x) := xE

(

2x

1+ x2

)

pour x > 0.

Ex 1.11 � Déterminer la fon
tion dérivée f ′
dans 
ha
un des 
as suivants :

1) f : R −→ R est dé�nie par f(x) := (2x−1)3 ;

2) f : [2,+∞[ −→ R est dé�nie par f(x) :=

(

x+ 2

1− x

)4

;

3) f : [0,+∞[ −→ R est dé�nie par f(x) :=

√
1+ x

1+
√
x
.



Ex 1.12 � (Croissan
e d'un sapin)

En supposant que le tron
 d'un sapin peut être assimilé à un 
�ne 
ir
ulaire droit dont la

hauteur est égale à 50 fois le rayon du disque de base, à quelle vitesse augmente la masse d'un

sapin de hauteur égale à 10 m si 
e rayon 
roît de 1 
m/an et sa
hant que la densité du bois de

sapin est égale à 0, 8 ? (On donnera le résultat en kg/an).

Ex 1.13 � (L'automobiliste)

Cir
ulant sur une route pour laquelle l'allure est limitée à 110 km/h, une voiture a son indi
ateur

de vitesse qui a�
he 80 km/h au moment où elle passe devant la borne kilométrique 128 et

88 km/h devant la borne kilométrique 136 quatre minutes plus tard.

Montrer que l'automobiliste de 
ette voiture a été en infra
tion entre 
es deux bornes.

Ex 1.14 � Pour tout n ∈ N, déterminer les dérivées d'ordre n des fon
tions f et g de [2,+∞[
dans R dé�nies par

f(x) :=
1+ x√

x
et g(x) :=

1+ x

1− x
.

Ex 1.15 � Étudier les fon
tions f et g de R dans R dé�nies par

f(x) := x4− 6x et g(x) :=
x4

x2−1
,

puis tra
er leurs graphes.

Ex 1.16 � Dresser le tableau des variations de f : R −→ R dé�nie par f(x) :=
x3+10x

x2+1
et montrer que son graphe Γ admet une droite asymptote en +∞ par rapport à laquelle on

pré
isera la position de Γ (dessin).

Ex 1.17 � Dans 
ha
un des 
as suivants, déterminer si le graphe Γ de la fon
tion f de [2,+∞[
dans R admet une droite asymptote en +∞ et pré
iser la position de Γ par rapport à 
ette

droite :

1) f(x) := 2x+1−√
x ;

2) f(x) := x− 2 +
x+1

x−1
;

3) f(x) := 3x+ 2−
√
4x2− x.


