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Corrigé TD 7 : Degrés 2

Exercice 1. Degrés dans la composante géante

On se place dans G = G, avec p = ¢/n et ¢ > 1. Pour d > 1 on veut calculer
I'asymptotique du nombre Z; de sommets de degré d dans la composante géante (que I'on
note Cy). On pose f(n) — oo arbitrairement lentement.

1. On considere le sommet 1, et on veut calculer la probabilité qu’il soit a la fois de
degré d et hors de la composante géante. On dénote G’ le graphe induit par G sur
[2,n], et C] sa composante géante. On dénote Vg (x) le voisinage d'un sommet x
dans le graphe G, et Co(z) sa composante.

(a) Pour zy,...,z4 des sommets disjoints de G’, encadrer
P(Va(1) = {z1,...,74},|Ca(1)| < f(n)log(n)).
On considere 'inclusion d’événements suivante :

{Ve(V) = {a1,.... 2}, VL, [Cor(ai)| < L og(n) }

C {Ve(l) = {1, za}, [Ca(1)] < f(n)log(n))}
C {Ve(1) = {&1,...,za}, Vi, [Cor(zi)| < f(n)log(n).}

On obtient par indépendance
p(1 = p)" P (Y, [Car ()] < 2 10g(n))

<SPVe(l) = {21, -, za}, [Ca(1)] < f(n)log(n))
<p(1=p)" TP (Vi [Cor(wi)] < f(n)log(n)) .

(b) On estime les deux bornes grace au Théoreme 7 du cours.
P (¥ ICo ()] < 22 log(n)) > P (v, ¢ C1) - of)
et

P (Vis, [Cor(zi)] < f(n)log(n)) <P (Viiy,zi ¢ C7) + P(IC]] < f(n)log(n))
=P (VL z ¢ C}) +o(1).

Par ailleurs, les quantités considérées ne dépendent pas du choix de xq, ..., x4,
donc quand on somme, les o(1) sont uniformes, ce qui permet d’écrire
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(deg(1) = d, 1 ¢ Cy)
P(deg(1) = d,1 ¢ C1, [Ca(1)] < f(n) log(n)) + o(1)
/

(1) + Z P(Ve(l) = {x1,...,za},|Cc(1)| < f(n)log(n))

I
S

o) to)+e S x— S R, m¢C).

2<x1,...,xg<n distincts

()]

Par I'indication et le Théoréme 7 du cours, on a bien la convergence vers (x/c)?,
ou z(c) désigne la solution dans (0,1) de ze™*
2. On a alors

(¢) On a

— Y PWLmgC)=E

2<x1,...,xg<n distincts

= ce” “.

E[Zy) = n (P(deg(1l) = d) — P(deg(1) =d,1 ¢ 1))

e z\d et —ad
:n(e a+0(1)—<z> e a%—o(l))wne a

Exercice 2. Méthode des moments factoriels pour des variables entiéres

1. On considere
k+m (l’)
1)k ) g k)
<§< ) (r—k)!k!) to=h}

Si x < k, cette quantité vaut 0. Si = k, on obtient (—1)0% —1=0.Siz >k, on

calcule
S = S () () =S () ()
(B ()

qui est du signe de (—1)"™ d’apres lindication, et nul quand m > x — k. Donc la
quantité considérée est bien (faiblement) du signe de (—1)™

On déduit que pour X une variable aléatoire entiere positive,

S0 = (1) e 0

alterne autour de P(X = k).



2. On suppose maintenant que pour tout r > 1, E[(X,,),] = E[(X),] et que pour tout
k>0,E[(X),]/(r—k)! tend vers 0 quand r — oco. On fixe £ > 0 et on veut montrer
que P(X, = k) — P(X = k). Soit € > 0.

On commence par fixer m pair tel que M < €/2. Alors

(k+ lkl
0<SHX)—P(X =k) < SP(X) -SSP (X) < e/2.
0<P(X =k)—SW

(X) < S®(x)— 8™ (x) < e/2.

m

Mais alors, il existe ng tel que pour n > ng,
k k
S () = SWEX) < e/2 5 [Spi(Xa) = Sy (X)] < e/2.

Dot |P(X = k) — S¥(X,)| <€ et |P(X =k) — S¥ (X,,)| < e pour n > ny.
Alors en considérant a nouveau la série alternée (1), on obtient

P(X =k)—e< S™ (X)) <P(X, =k) < SH(X,) <P(X =k)+

d’ou le résultat.

3. Il suffit pour déduire le Théoreme 5 de vérifier que le k-ieme moment factoriel de
Po()) est A, et de vérifier que pour tout k, \" = o((r — k)!). C’est immédiat.

Exercice 3.

On a

d

B() " lin(d) — e | > ¢)

o) d g(n)—1
<SP(Y . [pald) - e"%| >¢/2) + Y P(lpa(d) — E[Xdl/n| = ¢/(4g(n)))
= ' d=0
g(n)—1 ol
£ 30 LB 0 — e 5] = ¢/ (g(n).

Pour borner le premier terme on utilise le fait qu’avec grande probabilité il n’y a aucun
terme de degré > g quand g(n) > log(n). Donc

PSS lind) = 51 2 ¢/2) = o) +B( 3 % > /2) = o)
d=g(n) d=g(n)

vu que g(n) — oo.
Par la propriété du cours, on montre que le deuxieme terme est majoré par

g(n)-1 O g (n)?
> P(Xg—e” —| > en/(4g(n))) < > —— = 0(g(n)’/n) = o(1)

€2n
d=0 d=0



des que g(n) < n'/3.
Pour le dernier terme, considérons

E[X,]/n— 6*0% - (Z) (¢/n)*(1 = ¢/n)""17" = ec;

d

= e’c% (% exp(c — (n—1—d)log(l —¢/n)) — 1) = e’C%O(d/n)

pour un certain O(-) uniforme en (d,n), obtenu par des développements limités. Alors si
par exemple g(n) = n'/4, le troisieme terme est nul & partir d’un certain n.



