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Exercice 1 Réordonnement
1. (a) ps., Yk(n) Se<=#ie[lin]: X;<a} > k<= XL 1ix,<a} > k.

(b) Remarquons que pour tout z € R, les variables aléatoires (1{x,<,}); sont des variables
aléatoires i.i.d. £! de loi de Bernoulli de parametre P(X; < x) = Fyx (). D’ott d’apres
la loi forte des grands nombres,

1 n
— > Lxi<ap oo Fx(z) ps.
iz

Soit t €]0; 1], soit € > 0,

1 .
E Z 1{XiSGX(t)+€}n:>ooFX(GX(t) + 8) = Fx(lnf{x . Fx<l'> > t} + 5) > P-s.

i=1

I'inégalité stricte venant de la stricte croissance de F'y sur R, et de la continuité a
droite de Fx. Ainsi presque sirement pour n assez grand, on a 33" ) 1x, <Gy (t)+e} >
tn, et la somme étant entiere ceci implique p.s. pour n assez grand, > =i | 1ix,<qy(t)—c} =
|tn]. D’apres la question (a), p.s. pour n assez grand on a L(t:;)j < Gx(t)+e¢, et donc
p.s. lim sup,, YLE;LL)J < Gx(t)+e€. Le réel € étant arbitraire, et en considérant une suite
dénombrable de £ tendant vers 0, on obtient

lim sup YL(tZ)J < Gx(t) ps.
n—oo
En considérant % >ie1 Lix,<ax(1)—e}, On montre par le méme raisonnement que lim inf,, YLE%Z)J >
Gx(t) p.s. d’ou la conclusion de la question.
Sit=0out =1, il suffit de remarque que de toute facon p.s., pour tout k € [1;n]
on a ¥, > Gx(0) et Y™ < Gx(1) et d’utiliser I'une ou l'autre des conclusions
précédentes sur la limsup ou la liminf de la suite.

2. (a) On a en utilisant la borne d’union puis le théoreme de transfert (la loi jointe de
(Xi,Xj) étant Leb[071] X Leb[071]>

P(Ji,j e [Lin]: Y, =Y =P( | {Xi=X;})

J
1<i<j<n

n(n—1

< ¥ oRx=x) =" >/ﬂ{21{x:y}dxdy:0,

1<i<j<n

le borélien {(x,y) € R?: x = y} étant de mesure nulle.

(b) On a
PV, V™) = (X, s Xop))

1 1
= P(Xp0) < - < Xotm) :/O 1o,z A2 . dxn:/o 1ip)cocoyy dzy . da,.



Pour justifier cette derniere égalité, on peut soit faire un changement de variable
Yi = To(i), soit utiliser Fubini dans I'ordre qui nous arrange, obtenir

1 1
/0 1{%(1)<...<%(n)} dz,...dz, = /0 1{%(1><.,.<%(n)} dxg(l) . dxg(n)

puis réétiqueter les variables muettes. Bref, la proba ne dépend pas de o.
Maintenant, les événements ((Yl(”), LYY = (Xoays o, Xom))oes, 6tant tous
disjoints & un événement de probabilité nulle pres (d’apres la question 2.(a)), et leur
réunion étant un événement presque sir, on a

1=P(J M"™,...,Y.") = (Xow),- s Xom))

UGGn

= S P, YY) = (X, Xow)):

0'6671,

Comme il y a n! termes dans la somme, tous égaux, on a que chacun vaut %

E[h(}/l(n)a cee 7Y(n))] = E[h(}/l(n): s 7Yn(n)) Z 1{XU(1)§~~SXU(n)}]

n

0’6671
= Z ]E[h(XU(l)7 s 7XU(H))1{X0(1)S---§Xa(n)}]
ceG,
1
= Z / h((ﬂa(l), . ,:L“U(n))1{0§x0(1)<...<x0<n)§1} d:L“l . d:L‘n,
0'66n 0

par théoreme de transfert. On obtient le résultat encore une fois par changement de
variable ou Fubini.

Soit k € [1;n], f une fonction borélienne positive, posons A : (y1, ..., yn) — f(yr)-
Alors on a d’apres Fubini,

1
E[f(")] = BB, YO = nl [0 oseepcny dya - dy,

=n! /R f(y)l{ogygl}(/HWl Toocy<<ypr<yy dyn - - dykﬂ) (/Rn*k Liy<yeir<o<yn<t} WWis1 - - dyn) dy.

Maintenant, par le changement de variable y; = y;/y et la question (b), on obtient

k—
/Rk_l Lo<y<<ye <y Ay dypr =y /Rk_1 Lo<y;<.<y, <y dyy ... dyjy

1
= ykil]P(Xl S RPN S X]gfl) - (k} — 1)|
De la méme maniére, on obtient par le changement de variable y; = (1 —1y;)/(1—y)

(1—y*
/Rk Yooty Werr - dyn = =0

En concaténant ces trois derniers résultats, on conclut que

yol -y
(k—D! (n—k)

E[f(4"] = n! [ f)Lpceyn! dy,

et donc Yk(n) admet la densité suivante (qui est celle de la loi Béta de parametres k
etn—Fk+1)

k—1 n—k
Y (1-y) ny k- n—
”!1{OSys1}(k O k) 1{0<y<1}k<k>yk 1=yt
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Exercice 2 FEstimation
2
L. P(jpo, —m| > ) < W = 7;'—;2 On voit que d(a,n) = o/ convient.

2. (a) Considérons d’abord le cas ot X est centrée. Par convexité d’exponentielle et comme
X € [a,b] presque slirement, on a p.s. I'inégalité suivante :

Aa
< e —e™,
b—a b—a

En prenant I'espérance puis en posant § = ;=% et u = A(b — a) on obtient

]E[GAX] < ¢ Ny b A — e (1-0u 4 (1 _0)69u < ot /8 — N (b-a)?/8

“b—a b—a
Quand X n’est plus centrée on applique a X — m (qui appartient a [a — m,b — m]
p.s.) et on a toujours E[e}X—m] < X (b-a)*/8,

On utilise ensuite 'inégalité de Chernoff. Soit A > 0,2 > 0.

Mptn—m) ], —A MX1-m)/ Y N (b—a)’
B((n—m) > ) < B[] = (B[X N 7/)0em < exp (St < a)
n

On optimise en A = 4xn/(b — a)? qui est bien positif car x > 0, ce qui donne
P((pn —m) > x) < exp(—227/(b — a)?).
C’est I'inégalité de Hoeffding. Le cas x < 0 est trivial car un événement est toujours

de probabilité plus petite que 1.
(b) En appliquant 'inégalité précédente a —X, on obtient

P((ptn — m) < —x) < exp(—227/(b — a)?).
Par union on a I'inégalité bilatere
B(|jin — m| 2 2) < P((j1n — m) < —) + B((n — m) > 2) < 2exp(—2na/(b — a)*).

log(2/a)

5 donne un intervalle de confiance au

On voit alors que d(a,n) = (b — a)
niveau o.
3. Pour des Bernoulli de parameétre inconnu on peut prendre o = 1/2 dans 1. et (b—a) =1
dans 2. On compare alors 0(a,n) = 2\/1@ adla,n) = \/%. Pour o = 0.05 on obtient
~ 2,2/y/n contre = 1.4/\/n. L'inégalité de Hoeffding est déja meilleure. Quand o — 0,
I’écart se creuse et l'inégalité de Hoeffding est infiniment meilleure.
4. (a)

(b) D’apres la question précédente,

#{i,1<i<ktaq u? >v}=#{i1<i<ktq u? <v,}=k/2

Si |v, —m| > =, alors soit v,, > m -+ et on a au moins k/2 indices i ot u > m+x,
soit v, < m — x et on a au moins k/2 indices i ot uY) < m — x. Dans les deux cas
on a au moins k/2 indices i tels que | —m| > .



(c) De la question suivante on déduit

P(|vy — m| > 2) < P, |1 —m| > 2} > k/2)
k
=P (Z L0z > k/2> .
=1

Posons M = E[1,6)_>,)- Introduisant M des deux cotés et divisant par k, on
obtient

]P)(‘Vn m‘ > <]P)< Zlm(z) —m|>z Mz 1/2—M>

B {exp(—Qk(l/Z — M)?) si(1/2— M) >0 (Hoeffding)

1 sinon (c’est une probal).
= exp(—2k(1/2 — M)3)

On peut maintenant utiliser Bienaymé-Tchébychev pour borner M = P(|u® —m| >

7) < V) _
2\ 2
P(|v,, —m| > z) < exp (—2 (1/2 - Zx2>+)

On en dedult
C'log(1l/a) n 2
_ Y < _ I — <
[P’(|l/n m| > o . <exp|—2k(1/2 Clog(1)a)), <«

Il faut donc choisir k et C tels que

n > log(1/a)
(1o o), =

Za:2

Comme n /¢ ~ k on voit que si k = log(1/«) le contenu de la parenthese est d’ordre
constant, ce qui nous donne une chance. Posons k = [Blog(1/«)]. On a

k (1/2 - ECIOQ(le))i > Blog(1/a) (; _ 5;{)1 > Blog(1/a) (; _ 2(?)2.

Ceci est bien > w pour par exemple B =9 et C' = 108.

5. Si on veut estimer un million de parameétres & la fois (possible quand on fait du ma-
chine learning), qu’on n’a pas d’hypothéses sur les variables en dehors de la variance
finie (possible quand on fait de la finance) et qu'on veut que tous soient bien estimés

simultanément, alors par union, il faut estimer chaque paramétre au niveau o = 5.1075.
On a alors des intervalles de largeur < o 2000 et 200000 observations suffisent a faire
ramener la largeur des intervalles a un dix1eme d’écart-type (possible quand on a du big
data). Pour I'estimateur usuel, trop sensible aux valeurs extrémes, il faudrait un milliard

d’observations.



