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L3 - Intégration et Probabilités

TD 9
Transformée de Fourier.

Exercice 1 Premiers exemples de transformées de Fourier

1. Calculer les transformées de Fourier des fonctions suivantes :
[ =1y et g:x—e “lg, (x),

ou les réels a, b et ¢ vérifient a < b et ¢ > 0.

2. Déduire de ces calculs les valeurs des intégrales suivantes :

. 2 1
/ sin” () dr et / dz.
R 22 R 1+ 22

3. En considérant cette fois-ci la fonction §(z) = e~l, calculer la transformée de Fourier

. 1
de la fonction a2

Exercice 2 Application de la formule sommatoire de Poisson
Pour x > 0, montrer I'égalité suivante,

1 m —27|n|x
Zx2+n2:*262|| =

nez =

T 1 _|_ 672771
xl— e 2me’
et en déduire la valeur de 3,5, 1/n?.

Exercice 3 FEspace de Schwartz
L’espace de Schwartz en dimension d est défini par

S = {f € O=(RY), Vk € N,Ya multi-indice, |z|* Do f(z) — 0},

|z| =00

ou D, f désigne la dérivée partielle de f par rapport au multi-indice oe. Montrer que I'espace
de Schwartz est stable par la transformée de Fourier, au sens ou

S={f,feS}tcs.

Puis, montrer que S=8.
Exercice 4 Equation de Laplace

1. Trouver une solution bornée de I’équation suivante sur {y > 0} (vous pouvez supposer
toute la régularité nécessaire sur h) :

Af = Oguf + Opyf =0
f(x,0) = h(z).

2. Quelle situation physique cette equation modélise-elle ?

3. Remplacer la condition au bord de Dirichlet par celle de Neumann {0,u(x,0) = h(z)}.
Quelle condition sur h apparait ? Donner une solution.



Exercice 5 Voisinage de zéro

Soit A € B(R) tel que A(A) > 0. On désigne par A — A 'ensemble {z —y | z,y € A}.
Montrer que A — A contient un voisinage de 0 en utilisant 'uniforme continuité de 'opérateur
de translation en 0.

Exercice 6 Algebres associatives uniféres ¢
L’espace L'(R) est une algébre pour la convolution. Il en est de méme pour I'espace des
mesures signées. Ces algebres sont-elles associatives 7 Admettent-elles une unité ?

Exercice 7 Transformée de Fourier d’une fonction radiale
Soit f € L'(R?) une fonction radiale, au sens ou il existe une fonction mesurable g de R

dans R telle que
veeRY,  f(z)=g(|z]),

ou |z| désigne la norme euclidienne de z. Montrer que sa transformée de Fourier f est également
radiale.



