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1. SOMME GAUSSIENNE
Le but est de démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 1. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes. St X +'Y suit
une loi normale, alors X et'Y suivent des lois normales.

On utilisera pour cela les deux résultats d’analyse complexe suivants. Le premier est & ad-
mettre, le second a démontrer.

Proposition 2 (admise). Soit f : C — C une fonction entiére qui ne s’annule pas. Alors il
existe une fonction entiére g : C — C telle que pour tout z € C, f(2) = exp(g(2)).

Théoréme 3. Soit f une fonction entiere et A, B > 0,k > 1 tels que |[Re(f(2))] < A+ B|z|F
pour tout z € C. Alors f est un polynome de degré au plus k.

Indication : On pourra commencer par rappeler la fonction caractéristique d’une gaussienne et
expliquer pourquoi elle est définie sur tout C. Ensuite on pourra montrer que ¢y est définie
sur C tout entier (et ne croit pas trop vite), en passant par l'inégalité

Vi >0, E[etXl] < 26 E[efE )] 4 2R [eHXHY)),

ot u est tel que P(Y > u) =P(Y <wu) =1/2.
Pour le théoréme 3 : que vaut f027r fre®)e=m0df pour n € Z7?

2. GRAPHE ALEATOIRE

Un graphe (V. E) est la donnée d'un ensemble fini V' et d'un ensemble d’arétes £ C (‘2/),

ou (%) = {{i,j},i # j € V}. Soit n > 1 et p € [0,1]. On construit le graphe aléatoire
G(n,p) = ([n], E,) ainsi : son ensemble de sommets est [n] = {1,...,n}, et son ensemble
d’arétes est B, = {{i,j},1 <i<j<n,X;; =1}, ot (X;;)i<i<j<n est un tableau triangulaire

i.i.d. de loi Bernoulli de paramétre p. Démontrer les propositions 4,6 et le théoréme 7 ci-dessous.

Proposition 4. Soit P une propriété de graphe croissante, c’est-a-dire pour tout V' fini, £, E' €
(‘2/), si E C E" et (V,E) vérifie P alors (V, E") vérifie P. Alors p — P(G(n,p) vérifie P) est

une fonction croissante.

Proposition 5 (Inégalités de Bonferroni, admises). Soit Fy, ... E, des événements. Pour j > 1
on a

2j n 2j+1
()R <P JE| <) (-)R, ot Fy =Y PI|[E].
k=1 i=1 k=1 Icln] Lier

|I|=k

Proposition 6. Soit ¢ € R et p, =logn/n+c/n. Alors P(G(n,p,) n’a pas de sommets isolés)
converge vers e~¢

Théoréme 7. On a

1 ; np, — 1 s
P(G(n,pn) Connexe) — SZ_ np ogmn +00
0 sinp, —logn — —oo

Indication : On pourra d’une part réutiliser la proposition précédente, et d’autre part considérer
Pespérance du nombre de coupes de G(n,p,) en deux parties non relices E[#{K C [n],|K]| <

n/2, K ¢ [n] \ K dans G(n,p,)}].
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