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EXERCICE 1. (Diagonalisation simultanée - corrigé)

1. La continuité est immédiate et I'existence d’un maximum est garantie par le fait que la sphére
unité (fermé borné) est compacte en dimension finie.

2. La fonction f est constante sur les demi-droites : f(Ax) = f(z) pour A > 0. Donc pour
x € R\ {0} on a f(e1) > f(z/||z||) = f(z). D’ou la maximalité.

3. On calcule pour z, h quelconques

2(z, h)

Df(x).h = 2(A.x,h) Bk

fofP (o A
(on a utilisé la symétrie de A). En testant en e; on obtient Df(e1).h = 2(A.e;,h) —
2<A61, €1><61, h)

4. La différentielle s’annulant en un minimum, on obtient (A.ej, h) = (Aey, e1){e1, h). On déduit
que, pour tout h € R™ t.q. {(e1,h) =0, on a (Ae, h) = 0. Ceci implique que e; est un vecteur
propre de valeur propre (Aej,e;), et que pour h € ei, A.h € 61

5. Par la A-stabilité de e{, on peut recommencer par induction sur ce sous-espace. Noter qu’on
obtient alors les valeurs propres dans ’ordre.

EXERCICE 2. (Inégalité de Glaeser - corrigé)
Soit x, h € E et t € R. On applique I'inégalité de Taylor-Lagrange a U'ordre 1 & f entre x et x + th.
On obtient

2 2
fla -+ th) — (£(@) +tDf(x).h)| < M ”g” .

De 1a4 on déduit 21
t
Fla) + 1D () h— Fla+h) > a0,

et donc

f(x) +th(:y).h+t2M”2h”2 > f(x+1th) >0

Comme t est arbitraire on a un polynéme de degré 2 qui reste positif. Son discriminant est donc
négatif :
M||h|?
(D (). < af () I

On en déduit |[Df(z).h| < /2 x)||h|| en passant & la racine.
EXERCICE 3. (Ezercice du cours - cormge)




1. Par multilinéarité, et en écrivant h =) . h;e;, on obtient

DPf(a)(h,....,h) = > hi...hi,DPf(a)(ei,. .. €5)

1<y ,nyip<n
0 0
1<y ,yip<n tp "

Pour chaque p-uple iy,...7, on peut lui associer a € N" avec o;j = #{k : i, = i}. On a
. ! !

alors |a| = p. Chaque « correspond a (P) = (al’.’."’an) = ota1 = &7 p-uples. De plus par

Schwartz (et la commutativité du produit), les termes correspondants dans la grosse somme

sont identiques et valent tous h*9% avec les notations choisies. On déduit alors, en regroupant,
que

Pl e
DPf(a)(h,....h)= Y h0° f(a).
a€eN", |al=p
2. On obtient alors que le p-iéme polynéme de Taylor est

P

S i@ = S %aaf(a).

|
im0 V" a€N", [a|<p

ou on a adopté la convention a! = a1!...a,!. Notons que pour n = 1 on n’est pas dépaysé.

EXERCICE 4. (Condition nécessaire d’analyticité - corrigé)
Soit f une application C'*° d’un intervalle ouvert I de centre xy dans un espace de Banach E. On
suppose que les dérivées d’ordre pair admettent une majoration de la forme : || £ (z)|| < M (2n)! k"
ot M > 0 et k> 0 sont des constantes indépendantes de n.

1. Soit 2¢ la largeur de l'intervalle I. Pour x € I, on peut trouver y € I & distance exactement
£/2 de x.Par 'inégalité de Taylor-Lagrange, on a alors

2
£ () = £ (@) = SFO D (@) < M 20+ 2k

On obtient alors en bidouillant
2
£ @) < 1P () = £V ()] + S (2n 4+ 2) K,

et alors ny;
£ ()| < = (2n) k" + i(2n + 2)IE"T2 < M'(2n 4 2!k
(3

pour une nouvelle constante M’ = 1000M (¢ + 1/¢)(k + k~1). Comme M’ > M on a alors
pour tout n pair ou impair :

|FE D ()] < M (n + 1)IE"
2. On applique encore Taylor-Lagrange pour montrer que pour x € I N B(xg,1/k), on a

ni1 (n+2)! B

|f(xz) — Taylor )

f@)| < M'(k||lz = xol|) o(1).

n,To

D’ot la convergence. On a méme convergence uniforme sur les compacts de I N B(xo, 1/k)).



EXERCICE 5. (Lemme d’Hadamard & l'ordre 2 - corrigé)
On a par Taylor reste intégral,

1 _ $\2 _ 2
F(x):/o dt(l 2 D?f(tz).(z,...,x) = / dt (- Zaa ul f(te)x;x;

21 :Elal'j

1 2 92
B (1—-t)* 0°F -
= ; </0 dt 5 Bacié?xjf(tx)> TiT;.

On voit alors quoi prendre pour les g;;. La continuité des g; est une simple continuité sous l'intégrale,
version compacte (pas besoin du théoréme de Lebesgue). La valeur en 0 est bien celle prescrite. Enfin

par Schwartz, g;; = g;i-



