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CORRIGE TD 7 : BAIRE & AUTRES

EXERCICE 1.

1. Pour z € X, {x} est fermé (les singletons sont toujours fermés dans un e.m. ou dans un
e.t. séparé), et d’intérieur vide puisque x n’est pas isolé. Donc X = U,cx{z} est une union
dénombrable de fermés d’intérieurs vides, donc d’intérieur vide. Absurde.

2. L’hypothése s’écrit Ve > 0, ,Vo € R* 3N € NVn > N|f(nz)| < e. Clest a dire Ve >
0,X = UnenApn, ot A, = {z € R} :Vn > N, |f(nz)| < e}. Mais A, est fermé. Donc par
contraposée du théoréme de Baire, un des A,, est d’intérieur non vide. C’est & dire qu’il existe
a<bet N €N tels que pour x € (a,b) et n > N, |f(nx)| <e.

Mais pour y > amax(N,1/(b —a) = K, on peut écrire y = nz avec n > N et x € (a,b).
(prendre n = |y/a]). On a bien Ve > 03K > 0 : Vy > K,|f(y)| < ¢ i.e. la convergence en
Iinfini.

EXERCICE 2.

1. L’ensemble sup{|f(u) — f(v)|;|u — z| < h,|v — x| < h} est décroissant quand h — 0. Donc
son supremum aussi l'est également. Donc la limite h — 0 est en fait un inf, bien défini
w(f,w) = inf{sup{|f(u) — (v)]s]u — 2] < by v~ 2| < B}, h € HY}.

2. C’est une réécriture de la définition de continuité.

3. L’idée est la suivante : par définition, x € C, si il existe h > 0 tel que sur B(z,h) on
ait une certaine propriété. Mais alors pour y € B(z,h/2), il existe h’ = h/2 tel que pour
B(y,h') C B(xz,h), donc la propriété est toujours vérifiée sur B(y, h’). Donc y est également
dans C, pour y € B(x,h/2). Montrant 'ouverture de C,,.

Enfin, dire que 'oscillation est nulle c’est équivalent & dire qu’elle est plus petite que tous les

1/n, dott C =(,50C1.

4. Si Q = NpenU,, avec U, ouvert dense de R, alors O = Ngeq Mnen (Un \ {q}), et Uy \ {q} est
toujours un ouvert dense de R. Donc ) est dense dans R par Baire, absurde.

5. La question 3 a montré que I’ensemble des points de continuité est une intersection d’ouvert
dense et la question 5 a montré que Q ne peut étre un tel ensemble.

EXERCICE 3.

1. On a deux méthodes pour montrer que 'application linéaire (F, ||.||sc) — (E, ||-|loc); f — [’
entre deux Banachs est continue :
— Le théoréme du graphe fermé : Si (fy, f)) — (f,g) dans (F,||.|lcc) X (E,||-]|cc), alors on
a en particulier convergence simple de f,, vers f et convergence uniforme de f}, vers g.
Un théoréme classiqueE] nous dit qu’alors on a convergence uniforme de f,, vers f C! de
dérivée g. D’ou g = f’ et donc le graphe de f +— f’ est fermé.

1. que l'on peut retrouver en intégrant, et qui est également montré plus tard pour un cadre plus générale dans la
partie calcul diff du cours par le théoréme des accroissements finis



— Par Banach-Steinhaus : la fonctionnelle dérivation T : F — E, Tf = f’ s’écrit comme
limite simple des fonctionnelles T), : F — E, (T,,f)(x) = n(f(z + 1/n) — f(x)). Celles
ci sont linéaires continues (F.||'[|c) — (E,||']|so). Donc T V'est également par Banach-
Steinhaus.

2. On a ||.|lec <||-|l1 par définition et ||.||; < (1 + k)||.||s0, OU k est la norme d’opérateur de la
dérivation, finie d’aprés la question précédente.

3. Pour que cette partie de C°([0, 1], R) soit relativement compacte en norme ||.|| il faut vérifier
les hypothéses du théoréme d’Ascoli. C’est le cas, les fonctions dans cette boule sont bornées
par 1 (d’ou la relative compacité point par point) et 1-Lipschitziennes (d’ou I'equicontinuité).

4. Cette boule est fermée pour la norme ||.||; et compacte pour la norme ||.||oc donc pour la
norme ||.||; par équivalence. Donc 'espace (F,||.||1) a sa boule unité fermée qui est compacte
donc est de dimension finie par Riesz.

EXERCICE 4. On met sur Fi, Fo, F' la norme de F, qui en fait des Banach puisqu’ils sont des sev
fermés dans le Banach E.

L’application somme Fy X F — F) 4+ Fy est linéaire, continue (||z + y|| < 2sup(||z]|, [|y|])) e
surjective, et va d’'un Banach dans un Banach. Donc par théoréme de Banach-Schauder, elle est
ouverte. Donc I'image de Bp, xr,(0,1) contient une petite boule Br,+r,(0,¢).

IIZH /

Soit z € Fy + F. On peut écrire z = 2 on 7 € Bp,1+1,(0,€). Donc 2’ s’écrit 2/ 4+ 1/ avec

BEE
ll=’]], ||| < 1. D’on, en remultipliant, lecrlture z=ux+y avec ||z|, |y < 2/¢||z].

EXERCICE 5.

1. Soit ¢ : J — R[z] muni de la topologie discréte, qui envoie z sur le polynéme qui coincide
avec f au voisinage de x. C’est bien uniquement défini car si deux polyndémes coincident sur
un voisinage, ils sont égaux. En plus, par définition ¢ est localement constante. Donc par
connexité de J elle est constante.

2. F, = (f™)~1(0) fermé par continuité de f(.

3. L’ensemble des points polynomiaux est ouvert par définition, vu que c’est ’ensemble des
points tels qu’il se passe blabla au voisinage du point. Donc son complémentaire Z est fermé.
Maintenant soit a point isolé de Z, cad il existe ¢ > 0 tel que tous les points de Ja—e¢, a[U]a, a+
e[ soient polynomiaux. Donc par la question 1, on a un polynéme P; qui coincide avec f sur
la —e,a] et Py sur |a,a+€[. P; et Py ont des dérivées en a, qui coincident avec celles de f
par C*°té de P, P> et f. Donc P; et P, partagent un développement de Taylor en a, donc
sont égaux (P; = P, = P). f coincide avec P sur |a — ¢,a[U]a,a + €[, donc en a également
par continuité, et a est polynomial, absurde.

4. Par hypothése principale de 'exo UF,, = I. Donc |J Z,, = Z. On voudrait appliquer Baire
dans l'espace Z qui n’est pas complet. Il est fermé dans I qui est un intervalle ouvert. Donc
on va travailler dans Z. Mais Z \ Z contient au plus deux points qui sont les extrémités de
1. On a donc

7 = U Zn U (éventuellement) {inf I} U {sup I}
n
On a une dénombrable union de fermés qui n’est pas d’intérieur vide, donc en contraposant le
théoréme de Baire dans Z (qui est complet puisque fermé de R), I'un des fermés est d’intérieur
non vide dans Z. Ca ne peut étre un des deux singletons, donc un des Z,, est d’intérieur non
vide dans Z, ce qui dit bien qu'il existe U intervalle ouvert tq §) # Z NU C Z,,.



5. Pour x € ZNU, on a par définition f(”o)(:c) = 0. Comme Z NU n’est pas un intervalle, on
ne peut pas dire immédiatement que les dérivées supérieures sont également nulles. Mais par
induction si on a montré que f(") =0sur ZNU, alors pour x € ZNU, comme Z n’a pas de
points isolés, on peut trouver deux suites (xg)k, (yx )k, dans Z N U, qui convergent vers z, et

telles que x1, # Y. On a alors fFD(z) = limy, W%W = lim; 0 = 0.

6. Pour z € (I — Z)NU. On regarde la composante connexe (forcément ouverte) Ja, b[ de x dans
Vouvert (I — Z)NU. Sinia nibn’appartiennent & Z N U, alors soit |a,b[=U, et ZNU est
en fait vide, absurde, soit on a [a,b] ou ]a, b] inclus danc (I — Z) N U, niant la définition de
la, b[, absurde. Donc soit a soit b est dans Z N U. Pour la suite disons que c’est a, la preuve
est la méme.

Par la question 1, f coincide avec un polynéme P sur ]a, b[. Mais P (a) = F(")(a) par C*>°té
de Pet F. Et vu que a € ZNU C Zy,,, alors F™(a) = 0 pour tout n > ng. Donc P est de
degré < nyg.

7. Ceci montre qu’en fait f("0) = 0 sur U \ Z, et on avait déja f0) = 0 sur U N Z. Donc en
fait f("0) = 0 sur U et f est un polynoéme sur U, absurde puisque Z N U # . Donc Z était
vide. On conclut en réappliquant la question 1 & I.

EXERCICE 6.

1. Dans cette question on améliore un peu la contrapposée du lemme qui implique Banach
Steinhaus (certains auteurs disent d’ailleurs que c¢’est ¢a Banach-Steinhaus). On suppose que
T; n’est pas bornée dans L.(F, F'). On peut écrire.

{z € X,sup [[Ty(@)]} = +oo} = M Ule e X ITu(@)l| > m}
e meNneN

Par continuité de T),, {x € X : [|[T,,(x)|| > m} est ouvert, donc I'union est ouverte.
Prouvons maintenant que | J,,cn{z € X : || T ()| > m} est dense. Sinon, on aurait a € E,r >
0 tels que pour tous = € B(a,r),n > 1, ||T,,(x)|| < m. Mais alors on contrdle uniformément
les T), sur une méme petite boule! on peut alors montrer que 7,, est bornée dans L.(E, F).
Plus précisément si [y =1, y = 2(a +ry) — 1a

1 1
1Tl =11 Tula +ry) = ~Tala)]| < ==
Donc la norme des T,, est bornée par la constante 27’”, absurde.
Donc {z € X, sup;c; ||Ti(x)|| = +oo} est bien une intersection d’ouverts denses, et si ’espace

est de Baire, est donc dense.

2. On écrit

n 1 21 ke ; 1 ot n s
Sn()(t) = Z 27r/0 f(s)e ks dseiht — %/0 f(s) Z cik(t=s) gg.
k=—n k——n
1 2

= — f(s)Dp(t — s).

2770

c’est-a-dire que la n-éme somme partielle de la série de Fourier est la convolution avec le
n-éme noyau de Dirichlet (ultra classique). Mais maintenant on peut prendre des f continus



périodiques qui approximment de mieux en mieux sgn(D,,) (oui oui, D,, est bien réel, c’est
en fait une somme de cosinus) tout en gardant || f|| < 1. Ca permet de montrer que

S, L e
sup IO > Dt — )lds = 5 [ 1Dals)lds
P e~ 2m fy Prllomsllds=gp J1 1D

3. On considére pour tout n 'application linéaire continue 7T}, : Cor — R : f — S, (tp). On a alors
que la norme d’opérateur de T,, est au moins fo% |D,,(s)|ds pour tout n. Mais fozw | Dy, (s)|ds
tend vers l’inﬁniﬂ Donc par la question 1E|, il existe un G5 dense de fonctions f ot (T, (f))n =
(Sn(to))n diverge.

2. Cette intégrale diverge a vitesse ctelog(n). On peut obtenir ¢a assez rapidement de 1’égalité D, (s) = sin((n +
1/2)t)/sin(t/2), en découpant en morceaux. Tapez "Dirichlet kernel" sur google.

3. On a besoin de la complétude de Car pour ca, qui se voit facilement par le fait qu’on peut identifier C2r au
sous-espace (fermé) de C°([0, 27]) des fonctions f qui vérifient f(0) = f(27)



