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STABILITE POLYNOMIALE 
DES CORPS DIFFERENTIELS 

NATACHA PORTIER 

Abstract. A notion of complexity for an arbitrary structure was defined in the book of Poizat Les petits 

cailloux (1995): we can define P and NP problems over a differential field K. Using the Witness Theorem 

of Blum et al., we prove the P-stability of the theory of differential fields: a P problem over a differential 

field K is still P when restricts to a sub-differential field k of K. As a consequence, if P = NP over some 

differentially closed field K, then P = NP over any differentially closed field and over any algebraically 

closed field. 

?1. Introduction et definitions. Les classes de complexity P et NP sont definies 
dans le cas classique pour des ensembles de mots binaires, c'est-a'-dire des mots sur 
l'alphabet {0,1}. Une autre approche est celle de la complexity algebrique: nous 
comptons le nombre d'operations necessaires 'a un calcul. Le cas ou les mots sont 
des suites finies d'elements d'un anneau est trait par Blum, Shub et Smale ([3]), et 
generalise pour des suites finies d'elements d'un module d'une theorie quelconque 
par Poizat dans [5] et [10]. 

Si le module est un corps, les operations sont les operations arithmetiques 
(+,-,.), les tests de la forme x = 0 ?, et eventuellement x > 0 ? dans le cas 
d'un corps ordonne comme R. Les fonctions calculees sont des polynomes con- 
ditionnes par des tests: ce sont des fonctions definies par cas, chaque cas etant 
determine par une formule libre, c'est-a'-dire par une combinaison booleenne de 
tests sur des polynomes, et telles que la fonction soit un polynome dans chaque 
cas. Une telle fonction y de x est definie par une suite finie de formules sans quan- 
teurs , (Xi) et une suite de polynomes f, (x) telle que V1<1<,(0i(x) A Y = y i(X)) 
Un ensemble de suites finies d'elements d'un ensemble M est appele problem sur 
M. Dans [10], Poizat utilise les circuits pour definir la complexity des problems. 
Ceux-ci permettent de ne calculer qu'une seule fois une fonction utilisee plusieurs 
fois: c'est ce que nous faisons en pratique. Si le module est un corps diff6rentiel, la 
derivation d est une operation supplementaire, et les fonctions calculees sont des 
polynomes diff6rentiels conditionnes par des tests. 

Un problem P sur un corps diff6rentiel K est defini par une certaine suite de 
circuit C, (x, a), a parametres a dans K, alors qu'un problem NP est defini par une 
suite de circuits dont on quantifie existentiellement certaines entrees. La question 
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P = NP devient un problem d'elimination algorithmique des quanteurs. Si k 
est une sous-structure de K, si TI est un problem P sur K, nous pouvons nous 
demander si sa restriction flk aux mots sur k est P sur k. Si cela est vrai pour tous 
les problems et pour tous les modeles k et K d'une theorie T, cette theorie est 
appelee P-stable par Chapuis et Koiran ([4]). Pour que le problem r1k soit P, la 
suite de circuits qui le definit doit utiliser des parametres uniquement de k. Si nous 
nous placons dans une theorie co-stable, comme la theorie des corps algebriquement 
clos ou la theorie des corps diff6rentiellement clos, nous savons qu'une telle suite 
utilisant uniquement des parametres de k existe. I1 nous faut encore trouver une 
maniere polyn omiale d'obtenir cette suite 'a partir de celle qui definit IT. C'est 
une version algorithmique et meme polynomiale de la definissabilite des types sans 
quanteurs. Pour les corps de caracteristique 0, la P-stabilite est montree par Blum, 
Cucker, Shub et Smale dans [2]. Nous le montrons ici pour les corps diff6rentiels 
de caracteristique 0. Cela nous conduit 'a comparer la question P = NP dans les 
corps algebriquement clos et dans les corps differentiellement clos. 

Dans la premiere partie, nous donnons les proprietes des corps differentiels qui 
nous sont tiles, puis nous definissons les circuits et les classes de complexity. Dans 
la deuxieme partie, nous donnons une preuve de la P-stabilite de la theorie des 
corps de caracteristique 0 qui utilise la definition des classes de complexity par les 
circuits, puis nous montrons la P-stabilite de la theorie des corps diff6rentiels de 
caracteristique 0 ainsi que certaines consequences de ce theoreme. 

1.1. Les corps differentiels. Les definitions et proprietes des corps differentiels 
peuvent etre trouves dans les livres de Kolchin ([6]) et Poizat ([9]), et dans l'article 
de Wood ([12]). 

Un anneau diff6rentiel est un anneau commutatif (K, 0, 1, ?, -, x) muni d'une 
derivation d, c'est-a-dire d'une operation interne de K dans K qui verifie, pour tout 
couple (x, y) d'elements de K: d (x + y) =dx + dy et d (xy) = xdy + ydx. Si 
K est un corps, K est appele corps diff6rentiel. Dans la suite, nous considerons 
uniquement des corps et des corps differentiels de caracteristique nulle. Les elements 
de derivee nulle de K sont appelees constantes. Ils torment un sous-corps de 
K. C'est un ensemble definissable au sens de la theorie des corps differentiels. 
Remarquons que tout corps peut etre muni d'une structure de corps differentiel: il 
suffit de prendre la derivee nulle partout. Pour noter les derivees successives, nous 
ecrirons selon les cas d'x ou x 

Definissons l'anneau differentiel des polynomes diff6rentiels en une variable 
K[X]d. C'est l'anneau K[X, X(1), .. , x(n),. . . ] des polynomes 'a coefficients dans 
K et 'a une infinite denombrable de variables X(hl). La derivee prolonge celle 
de K. Elle est definie de maniere unique par les relations: dX(n) = X(-+1) 
Nous definissons de maniere analogue le corps diff6rentiel K(X), des fractions 
rationnelles differentielles et ceux des polynomes differentiels en plusieurs varia- 
bles. A chaque polynome differentiel P(X) est associee naturellement une fonction 
polynome diff6rentielle. L'image d'un element a de. K par la fonction associee 'a 
X(") est a("'). 

Un sous-ensemble I d'un anneau diff6rentiel est appele ideal differentiel premier 
si c'est un ideal premier stable par derivation. Si c est un element du sur-corps 
diff6rentiel K du corps diff6rentiel k, le sous-ensemble I, de k[X]d constitute des 



STABILITE POLYNOMIALE DES CORPS DIFFERENTIELS 805 

polynomes diff6rentiels qui annulent c est un ideal diff6rentiel premier de k[X]d. 
Soit P un polynome differentiel en une variable X. Nous appelons ideal diff6rentiel 
engendre par P, note (P)d, l'ideal de l'anneau des polynomes differentiels K[X]d 
engendre par P et ses derivees successives. 

L'ordre d'un polynome differentiel non nul P(X) est le plus grand indice i tel que 
X(i) apparaisse avec un degree au moins un dans P(X). Si r est l'ordre de P(X), 
son degree est son degree partiel en X(r). Si son ordre est r et son degree est v, son 
niveau est le couple (r, v). Les niveaux sont ordonnes par l'ordre lexicographique 
sur les couples d'entiers. Par convention, le polynome nul est de niveau strictement 
inf6rieur 'a tous les autres polynomes diff6rentiels. 

Si K est un corps diff6rentiel de caracteristique nulle, si k est un sous corps 
differentiel de K, un element c de K sera dit diffrentiellement transcendent, ou d- 
transcendant sur k s'il n'annule aucun polynome diff6rentiel non nul 'a coefficients 
dans k. Dans le cas contraire, c est appele diffrentiellement algebrique , ou d- 
algebrique sur k. Dans ce cas, un polynome diff6rentiel M de niveau minimal et 
irreductible qui annule c est appele polynome minimal de c. Si M est d'ordre r, 
alors c, c.(1) . . . (r-1) sont algebriquement independents sur k. 

Si M est un polynome diff6rentiel non nul d'ordre r et de degree v, la separante 
S de M est le polynome diff6rentiel OM/OX(r) , de niveau strictement inferieur au 
niveau de M. Le coefficient initial A de M est le coefficient dominant de M vu 
comme un polynome en X('). C'est un polynome diff6rentiel d'ordre strictement 
inf6rieur 'a r. Nous avons la propriete suivante: pour tout polynome diff6rentiel P, 
il existe des entiers i et j, des polynomes diff6rentiels Q d'ordre au plus r et R de 
niveau strictement inferieur a (r, v) tels que S'P est congru a Q modulo (M)d et 
A/ Q est congru a R modulo (M). En particulier, il existe un polyn ome diff6rentiel 
Si de niveau strictement inf6rieur 'a (r, v) et un entier 1 tels que A' Si est congru 'a Si 
modulo (M). Cette propriety nous permet de caracteriser I,. Soit c un element du 
corps differentiel K d-algebrique sur le sous-corps differentiel k, M un polynome 
minimal de c sur k, de separante S et de coefficient initial A. Alors, l'ensemble I, 
des polynomes de k[X]d qui annulent c est legal a l'ensemble des polynomes P de 
k[X]d tels qu'il existe des entiers i et j et S'AJ1P appartient 'a (M). Si Si'AP est 
congru modulo (M) au polynome diff6rentiel R de niveau strictement inf6rieur 'a 
M, pour tester si P est nul en c, il suffit de tester si R identiquement nul, i.e. si 
les v coefficients de R sont identiquement nuls. C'est pourquoi nous utilisons la 
representation d'un polynome differentiel P quelconque modulo I, par 2(v + 1) 
polynomes differentiels d'ordre au plus (r - 1): A1, A', les v coefficients de R et les v 
coefficients de Si vus comme des polynomes en X(r) de degree au plus (v - 1). Ainsi, 
si nous connaissons les polynomes diff6rentiels qui representent X(r)v ... X(r)2v2 

modulo (M)d, nous pouvons sommer et multiplier des polynomes diff6rentiels PI 
et P2 modulo I, en effectuant un nombre fixe de multiplications et d'additions des 
polynomes diff6rentiels qui representent P1, P2 et X(')v ... X(' )2 2. D'autre part, la 
derivation de M nous permet de trouver les representants de X("+') modulo (M)d. 
En derivant plusieurs fois M, nous calculons par recurrence les derivees successives 
de X('). Le nombre d'operations que nous devons effectuer sur les representants 
depend polynomialement du nombre de derivees que nous voulons obtenir. 
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Il existe un analogue de la cloture algebrique pour les corps: c'est la cloture 
differentielle pour les corps diff6rentiels. Robinson ([11]) a defini la theorie des 
corps differentiellement clos de caracteristique 0 comme la modele-completion de 
la theorie des corps diff6rentiels de caracteristique 0. Dans [1], Lenore Blum en 
donne une axioinatisation. Un corps K est diffrentiellement clos si pour tous 
polynomes differentiels P et Q tels que Q soit d'ordre strictement inf6rieur 'a P, il 
existe un element x de K qui annule P mais pas Q. De plus, tout corps K possede 
une cloture diff6rentielle, i.e. un sur-corps K differentiellement clos tel que pour 
tout sur-corps diff6rentiellement clos L de K, K soit isomorphe 'a un sous-corps de 
L. 

1.2. Les circuits. Les circuits permettent de definir des ensembles. Les ensembles 
definissables par des circuits sont exactement les ensembles definissables par des 
formules sans quanteurs. L'interet des circuits est de se presenter sous une forme 
plus concise que les formules. Dans la pratique, quand nous voulons evaluer une 
formule, nous commencons par calculer tous les termes qui y apparaissent. Quand 
un terme se trouve 'a differents endroits, nous ne le calculons qu'une fois. Les circuits 
formalisent cette technique naturelle de calcul. Dans le circuit qui correspond 'a la 
formule, le terme peut n'apparaftre qu'une fois, mais etre utilise plusieurs fois. 

Un circuit est un graphe fini, oriented, et sans cycle oriented. Les sommets sont 
appeles portes, et les aretes sont appelees fleches. Les portes qui ne recoivent pas de 
fleches sont les entrees, et les portes qui n'en emettent pas sont des sorties. Les portes 
sont etiquetees. Un circuit arithmetique sur le corps K est un circuit dont les entrees 
sont etiquetees par un element de K, appele parametre, ou par une variable, et dont 
les autres portes recoivent deux fleches et sont etiquetees par une des operations du 
corps x, /, + ou -. Un circuit sur la structure K est un circuit arithmetique sur 
K qui, en outre, peut avoir des portes qui ne recoivent qu'une seule fleche et sont 
etiquetees par le test <<x = 0 ??. Un circuit diffrentiel sur un corps diff6rentiel K 
est un circuit arithmetique sur K dont certaines portes ne recoivent qu'une fleche 
et sont etiquetees par d. Un circuit sur la structure (K, d) est un circuit diff6rentiel 
sur K qui peut de plus avoir des portes de test. 

Dans le cas general defini par Poizat ([5, 9]), si nous ne nous restreignons pas 
comme ici 'a des structures de corps ou de corps diff6rentiels, nous avons besoin de 
portes de selection. Ce sont des portes qui recoivent trois fleches et qui permettent 
un calcul par cas: si x est nul le calcul donne y, si x vaut 1 le calcul donne z, et 
sinon peut importe. Si nous avons 'a notre disposition les operations arithmetiques, 
une telle porte peut etre simulee par le polynome (1 - x)y + xz. C'est pour cela 
qu'ici, nous n'utilisons pas de porte de selection. 

Si un circuit a n entrees etiquetees par les variables x = (xI. xn), le circuit 
est note C (x). Le calcul sur un n-uple d'elements de K s'effectue alors de maniere 
naturelle, de proche en proche. Aux variables d'entree sont affects les elements 
de K. Une porte etiquette par une operation effectue cette operation. Une porte 
etiquette par une test emet 1 si la valeur qu'elle recoit est nulle, et 0 sinon. Un circuit 
de decision est un circuit qui n'a qu'une sortie, laquelle est etiquette par un test. S'il 
a n entrees, il decide un ensemble E de n-uples s'il calcule 1 pour un n-uple de cet 
ensemble et 0 sinon. La taille d'un circuit est son nombre de portes, et sa profondeur 
est la longueur du plus long chemin qui relie une entree 'a une sortie. Deux circuits 
sont par definition equivalents si, pour toute entree, les deux calculs sont egaux. 
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Remarquons ensuite que tout circuit sur la structure K est equivalent 'a un circuit 
de taille comparable qui n'utilise pas la division. En effet, toutes les portes d'un 
circuit arithmetique calculent des fractions rationnelles des entrees. Nous pouvons 
dedoubler chaque porte p en un couple de portes (P1, P2) qui calculera respective- 
ment le numerateur et le denominateur, et simuler les operations arithmetiques sans 
plus utiliser la division. Par exemple, si la porte r est etiquette par une division et 
recoit des fleches des portes p et q alors, dans le nouveau circuit, la porte ri est 
etiquette par une multiplication et recoit des fleches des portes P1 et q2, et la porte 
r2 est etiquetee par une multiplication et recoit des fleches des portes P2 et qj. Pour 
les portes de test, il suffit de tester si le numerateur est nul. Cette technique reste 
valable dans le cas des circuits sur sur la structure (K, d). Le circuit obtenu a au 
plus six fois plus de portes que le circuit de depart. Par la suite, il n'y aura plus de 
porte de division dans les circuits. 

Les sorties d'un circuit arithmetique sur un corps calculent des polynomes dont 
les variables sont les variables d'entree du circuit, et dont les coefficients sont 
des polynomes 'a coefficients entiers des parametres d'entree. Soit C un circuit 
arithmetique, 'a une seule variable d'entree x, sur un corps K infini. Soit P(x) 
le polynome calcule par une de ses sorties. Ce polynome est-il identiquement 
nul? Nous pouvons le savoir facilement si nous connaissons son developpement: 
le polynome est identiquement nul si et seulement si tous les coefficients de son 
developpement sont nuls. Or nous ne connaissons du polynome qu'un circuit qui 
le calcule. Nous pouvons certes en deduire la forme developpee. Mais alors que le 
circuit est de taille , la forme developpee peut faire apparaitre un nombre exponen- 
tiel en z de monomes. C'est le cas par exemple pour (1 + x)2", qui peut se calculer 
par un circuit de taille (n + 4), mais qui compte (2n + 1) monomes dans sa forme 
developpee. Or, en general, nous voulons garder des objets de taille minimale, et 
donc si possible polynomiale. Developper les polynomes n'est donc pas une bonne 
methode. Une facon rapide de faire nous sera donnee par le theoreme des temoins 
de [2]. 

1.3. Les classes de complexity. Si K est un corps diff6rentiel, un problem IT 
est PK/poly (resp. Pd/poly) s'il existe une suite de circuits de decision sur la 
structure {0, 1} (resp. sur la structure ({0, I},d)), c'est-a-dire sans parametre, 
(Cn (x1. 1 Xn, Yi Yin))n>O, dont la taille est bornee polynomialement en n, 
et des elements 5 = (c1, Ci) de K tels que pour toute suite a = (ai,... , an) 
d'elements de K, a appartienne 'a I si et seulement si Cn (a, c) calcule 1. Le problem 
II est PK (resp. PK) si, de plus, la suite de circuits sans parametres est calculable 
par un algorithme standard en temps polynomial en n. 

Un problem II est NPK/poly (resp. NP1$/poly, NPK, NPK) s'il existe un 
problem I qui est PK/poly (resp. Pd/poly, PK, Pd ), et un polynome q, tels 
qu'une suite (xI,... , x) d'elements de K soit dans HI si et seulement s'il existe 
une suite 5 (Y1 . Yq(n)) d'elements de K telle que la suite (x, y) appartienne 'a 
z. 

Si C est une classe de complexity, C/poly est sa version non-uniforme. 
Nous voyons ici que le problem P = NP? est un problem d'elimination rapide 

des quanteurs. En particulier, le problem n'a aucun sens dans une structure qui 
n'elimine pas les quanteurs. 



808 NATACHA PORTIER 

?2. L'elimination des parametres. 
2.1. L'elimination des parametres dans les corps. Commencons par enoncer le 

theoreme des temoins de Blum, Cucker, Shub et Smale ([2]), generalise pour un 
corps K quelconque de caracteristique nulle. 

TH1MORPME 1 (theoreme des temoins). Soit F(x, t) = F(x,..., x, ti, ts) un 
polyn6me produit par un circuit arithmetique d'entrees 1, x1, . . ., x,, ti, . . . tS et de 
taille -. Soit N > 24(/+s)T2+4. Pour tout uple a = (aa1, a,.) d'elements du corps K 
de caracteristique nulle, notus dffinissons Fa (t) = F (a, t). Alors F5 est lepolyno'me nul 
sietseulementsipour toutw appartenanta {2, a1 . .., }, Fa, (wN, wN . wNs) 

0. 

D1MONSTRATION DU TH1LORtME 1. Ce theoreme est un ensemble d'enonces uni- 
versels du premier ordre de la theorie des corps. Le cas oui K est la cloture algebrique 
de Q est trait dans [2]. Puisque la theorie des corps algebriquement clos de car- 
acteristique nulle est complete, ce theoreme est vrai pour tout corps algebriquement 
clos. De plus, tout corps possede une extension algebriquement close. Donc le 
theoreme est vrai pour tout corps de caracteristique nulle. -A 

Nous pouvons maintenant enoncer le theoreme d'6elimination dans les corps de 
Blum, Cucker, Shub et Smale ([2]): 

THl1ORtME 2 (P-stabilite de la theorie des corps de caracteristique nulle). Soit K 
un corps de caracte'ristique nulle, et k un sous-corps de K. Soit II un probleme PK. 
Alors la restriction de I a' k est Pk. Le the'oreme est egalement vrai pour le cas 
non-uniforme. 

Dans [2], les classes de complexity sont definies a l'aide d'une generalisation des 
machines de Turing, alors qu'ici elles le sont 'a l'aide de circuits. Nous adaptons 
donc la demonstration aux circuits. 

LEMME 1 (elimination des parametres dans un circuit). Soit K un corps de cara- 
cte'ristique nulle, k un sotts-corps de K eta = (a,... am) un uple deparame'tres de K. 
Alors ilexistedesparametres (bl,... b,.) dek telsquesiA(xl. x, , Yl ..n) est 
un circuit de decision sur la structure {0, 1 }, ilexiste un circuit B (X1, * * X, ZI, * * * l Zr) 
sur la structure {0, 1} tel que A(x, a) et B(x, b) sont equivalents pour des entrees de 
k. De plus, B peut-etre obtenu par un algorithms en temps polyn6mialement borne' 
par la taille de A. 

D1MONSTRATION. Il suffit de considered K = k(a) = k(aj)... (am). De plus, si 
pour m = 1 et K = k(a), et independemment de A, nous pouvons eliminer en 
temps polynomial les parametres de k(a) en ajoutant des parametres de k, alors, 
par recurrence, nous aurons prouve le theoreme pour tout m. 

En effet, supposons que a n'appartient pas 'a k. Si e est un parametre de k(a), 
alors e est une fraction rationnelle de a 'a coefficients dans k. Nous remplacons 
donc l'entree e par la sortie d'un circuit qui calcule cette fraction, et qui a pour 
entrees a ainsi que des parametres de k. Nous obtenons une suite de circuits qui 
n'a plus e comme parametre, et qui utilise la division. D'apres la remarque faite 
lors de la definition des circuits, nous avons aussi une suite de circuits equivalents 
qui n'utilise pas la division. Nous pouvons donc eliminer tous les parametres de 
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k(a) en multipliant la taille du circuit par six. I1 ne nous reste maintenant plus qu'a 
eliminer a. 

Lorsque nous voulons connaitre la valeur de la sortie de A (x, a) sur une entree 
donnee, nous devons tester si certains polynomes calculus au fur et 'a mesure par 
le circuit sont nuls en (x, a). Ces polynomes peuvent etre considers comme des 
polynomes en a dont les coefficients sont des polynomes 'a coefficients entiers de xi. 

Si a est transcendent sur k, un polynome P 'a coefficients dans k est nul en a 
si et seulement s'il est identiquement nul. Le theoreme des temoins nous donne 
alors une methode pour tester la nullite de ce polynome sans utiliser a. Nous 
l'appliquons avec s = 1, z est la taille de A, x1 ... xr sont les entrees de A autres 
que y et N = 24(r+1)2 +4. Nous commencons par former le circuit qui calcule 
2N : c'est un circuit arithmetique, qui a une entree etiquette par le parametre 2, 
et (4(r + 1 )z2 + 4) portes etiquetees par des multiplications. La premiere recoit 
ses deux fleches de l'entree, dont elle calcule le carre. La deuxieme recoit ses deux 
fleches de la premiere, et ainsi de suite jusqu'a' la derniere, qui calcule donc 2N 

Nous formons de la meme maniere les circuits qui calculent {xi , . . . }, XI'. Nous 
obtenons un circuit total de taille (r + 1) (4(r + 1 )z2 + 5), donc polynomiale en -r. Or 
P est identiquement nul si et seulement s'il s'annule sur {2N, xN,'.. ., xN}. Nous 
remplacons dans le circuit A l'entree y par la sortie du circuit qui calcule 2N. Nous 
obtenons un circuit qui teste si P s'annule en 2 N. Avec r copies de A, nous testons 
de meme si P s'annule en . <x}N... ,xN}. Avec r portes supplementaires, nous 
multiplions ces (r + 1) tests, et nous obtenons un test equivalent au test P(a) = 0 
sans utiliser le parametre a dans le circuit. Nous remplacons ensuite les fleches 
issues des portes qui testent la nullite de P en a dans les (r + 1) copies de A par des 
fleches issues de la porte qui calcule le produit. Nous faisons cela pour toutes les 
portes de test du circuit A. Nous obtenons finalement de maniere algorithmique et 
en temps polynomial un circuit equivalent et qui n'utilise que des parametres de k. 
Sa taille est bornee par un polynome en z4. 

Si a est algebrique sur k, un polynome P est nul en a si et seulement s'il est multiple 
du polynome minimal M de a, ou encore si et seulement si le reste de la division 
euclidienne de P par M est le polynome identiquement nul. Si ce reste est donned 
comme la suite de ses coefficients, qui sont des polynomes 'a coefficients entiers dont 
les variables sont les entrees autres que y, tester la nullite de P en a revient 'a tester 
si tous ces coefficients sont nuls. De plus, le nombre de ces coefficients est borne 
par le degree t de M. Dans le circuit A, nous allons remplacer chaque porte qui 
nest pas un test, et qui donc calcule un polyno~me Q, par un t-uple de portes, qui 
calcule les coefficients du reste de la division euclidienne de Q par M. Les additions 
deviennent des additions terme 'a terme des t-uples, et pour la multiplication, nous 
n'avons besoin que de connaitre les t-uples qui representent yt ... y2t2 et donc 
de nouveaux parametres de k. Les tests sont remplaces par t tests suivis de la 
multiplication des resultats. La taille du nouveau circuit est bornee lineairement 
par z, et il est clair que nous avons bien decrit ici un. algorithme polynomial. -A 

DPMONSTRATION DU TH#ORtME 2. Si 171 est un problem PK/POlY (resp. PK), 

il existe une suite de circuits de decision (A,(xl. IXn, Yi. Yn))n>i sur la 
structure {0, 1}, de tailles polynomiales en n (resp. produits par un algorithme 
travaillant en temps polynomial en n) et des elements a = (a1, . . ., am) de K tels 
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que pour toute suite x = (x . x,) d'elements de K, x appartient 'a I si et 
seulement si A, (3, a) calcule 1. 

En appliquant le lemme precedent 'a chaque circuit A, nous obtenons de maniere 
polynomiale une suite de circuits equivalents sur k et n'utilisant que des parametres 
de k, et nous avons donc montre le resultat. - 

2.2. L'elimination des parametres dans les corps differentiels. A partir de mainte- 
nant, K est un corps diff6rentiel de caracteristique nulle, et k est un sous-corps 
diff6rentiel de K. 

TH1MORtME 3 (P-stabilite de la theorie des corps differentiels de caracteristique 
nulle). La restriction 'a k d'un problem Pd est Pd. Le resultat vaut egalement pour 
la classe non-uniforme P/poly. 

Si HI est un problem Pd, il existe une suite de circuits de decision sur la structure 
(K, d) qui resout le problem HI. Cette suite de circuits utilise des parametres de K. 
Ce sont ces parametres que nous voulons eliminer, de maniere 'a obtenir une suite 
de circuits sur la structure (k, d) qui decide de la restriction de I 'a k. 

Un circuit sur la structure (K, d) effectue, outre les operations possibles dans les 
corps, des derivations. Dans un premier temps, nous allons transformer le circuit 
de maniere 'a ce que les derivations soient les toutes premieres operations effectuees 
sur les entrees, les operations suivantes etant celles autorisees dans les corps. Un 
circuit mis sous cette forme est appele un circuit reduit. Nous pourrons alors dans 
un deuxieme temps eliminer les parametres de K, en nous ramenant au cas des 
corps. 

Pour driver plusieurs fois, nous utiliserons les puissances symboliques. Pour 
cela, nous avons besoin des coefficients binomiaux. 

LEMME 2 (calcul du triangle de Pascal). ni existe un circuit T.. arithme'tique de 
taille au plus [2 + m(m - 1)/2], ayant pour seule entree le parametre 1, calcula- 
ble par un algorithms standard en temps polynomial, dont les portes calculent les C] 
pour j compris entre 1 et m, et i compris entre 0 et j. 

DEMONSTRATION DU LEMME 2. Le circuit cherche reproduit les calculs du triangle 
de Pascal, grace 'a l'egalite: Ci++1 = CJ + CiJ1. Le circuit T1 est constitute 
uniquement de deux entrees, etiquetees 1, qui sont aussi des sorties. A partir du 
circuit Tn de taille (2 + m (m - 1)/2), nous construisons le circuit T(tn+l) en ajoutant 
m portes: la premiere somme 1 et la premiere sortie de Tz, la deuxieme somme la 
premiere et la deuxieme sortie de Tm, et ainsi de suite jusqu'a? la derniere qui somme 
la derniere sortie de Tn1 et 1. Le circuit T(,n+1) est de taille [2 + m(m - 1)/2 + m], 

i.e. [2+ m(m + 1)/2]. 

REMARQUE. Comme le triangle de Pascal est symetrique, il suffit de calculer les 
C2{n pour i compris entre 1 et n, et les C2n+l pour i compris entre 1 et n. Nous 
aurions donc pu trouver un circuit un peu plus petit. 

LEMME 3 (reduction d'un circuit). Tout circuit sur la structure (K, d), A(x) de 
taille z et de profondeur h, est equivalent a' un circuit B (x) sur la structure (K, d), 
reduit, de taille au plus 4zc3 et de profondeur au plus 2h l0g2 h (pour z et h assez 
grands). De plus, B (x) peut etre obtenu a' partir de A (x) par un algorithms standard 
en temps polynomial en -c. 
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D1MONSTRATION DU LEMME 3. Definissons la d-hauteur s (p) d'une porte p d'un 
circuit C par le nombre maximal de portes de derivations sur un chemin allant de 
p exclue 'a une sortie s du circuit incluse. Si p est une porte d'un circuit C, le circuit 
au dessus de p est le sous circuit de C qui permet de faire le calcul en p, i.e. c'est le 
sous-circuit de C qui contient p et tel que si la porte q en fait partie, alors toutes les 
portes qui emettent une fleche vers q en font partie egalement. 

Soit s le nombre de portes de derivation de A(x). Nous ajoutons sous chaque 
porte p du circuit qui n'est pas une derivation s portes de derivations successives. 
Ce faisant, nous ajoutons de nouvelles sorties. La taille du circuit est au plus 
multiplied par (6s + 1), et le nouveau nombre de derivees est au plus csz. Nous allons 
transformer ce circuit pas 'a pas, par le bas, en supprimant les portes de derivation de 
d-hauteur nulle qui ne sont pas situees directement sous les entrees, et en ajoutant 
des portes d'addition et de multiplication, mais en laissant inchanges les circuits au 
dessus des autres portes de derivations, ce qui nous permettra de garder un nombre 
de portes polynomial. Nous commencons par adjoindre le circuit Tb du Lemme 2, 
qui a [2 + cs(6S - 1)/2] portes et est de hauteur (6s - 1). 

Considerons une porte de derivation p de d-hauteur nulle qui n'est pas une sortie. 
Elle est la derniere d'une suite de portes po, . . ., Pm = p reliees par des fleches, 
ou po n'est pas une porte de derivation, p1p, . ,, sont des portes de derivations 
successives de po et m est au plus legal 'a 6. Si po est une porte d'entree, il n'y a rien 
a faire. Si po est un test, alors le resultat est soit 0 soit 1, donc des constantes, et 
nous remplacons toutes ses derivees par le parametre 0. Si po est une addition, une 
soustraction ou une multiplication, alors elle recoit des fleches de deux portes q et 
r. Sous chacune de ces portes, il y a ( portes de derivations successives: q, , qb 
et ri,... , rb. Si po est une addition (resp. une soustraction), alors pour i compris 
entre 1 et m, nous remplacons Pi par une porte d'addition (resp. de soustraction) 
qui somme qi et ri. La profondeur du circuit n'augmente pas. 

q r q r 

d d 

? ~~~~d d 

c yd + 

Figure. Calcul de d2(q + r) = d2q + d2r 

Si po est une multiplication, alors pour i compris entre 1 et m, nous devons former 
le circuit qui calcule 

d'(po) = d'(qr) Cii di(q) d1i (r) S C' qi ri_-_ 
p=0 j=o 
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Ce circuit a pour entrees les qj, les rj et des portes du circuit qui calcule le triangle 
de Pascal. 11 a en outre 2i portes de multiplication et i portes d'addition. La 
profondeur du circuit augmente d'au plus (ln(i + 1) + 1). 

P q p q 

t d d 10 0 d d 

d d 

od~~~~~~~~~~o 

C2 /2 xC 2 
x ~~~x x 

Figure. Calcul de d2(qr) rd2q + 2dqdr + qd2r 

Dans tous les cas, nous pouvons supprimer les portes p1,... , Pm, et donc dimi- 
nuer le nombre total de portes de derivation du circuit. Pour chaque porte de 
derivation du circuit d'origine, et pour chaque porte de calcul que nous devons 
<<remonter>>, nous croons au plus 36s portes et la profondeur augmente d'au plus 
(1 + ln(6S + 1)). Or s est major a la fois par z et par h. Donc le circuit obtenu 
est de taille au plus [2 + r(r - 1)/2 + zc(zr + 1) + 3-c3] et de profondeur au plus 
2h log2 h. 

Lorsque toutes les portes de d-hauteur nulle sont des entrees, nous pouvons les 
supprimer, de maniere a ce qu'il ne reste plus qu'une sortie: celle du circuit initial. 
De cette maniere, nous obtenons le circuit B (x, y) par un algorithme standard en 
temps polynomial en -c. -1 

Maintenant que nous savons mettre un circuit sous forme reduite, nous eliminons 
les parametres. 

LEMME 4 (elimination des parametres d'un circuit sur la structure (K, d)). 
Si (a,, . . ., a,1) sont des parametres de K, il existe des parametres (b1) ...b,.) de 

k tels que tout circuit de decision A (x, a) sur la structure (K, d) est equivalent pour 
les entrees de k a un circuit de decision B (x, b) sur la structure (k, d). De plus, B 
peut-etre obtenu par un algorithms en temps polynomialement borne par la taille de 
A. 

D1MONSTRATION. Nous pouvons considerer le cas oui K est le corps diffirentiel 
engendre par k et a, i.e. K = k(ai)d. De meme que dans le cas des corps, nous 
allons montrer que si K = k(a)d, nous pouvons eliminer les parametres de k(a)d 



STABILITE POLYNOMIALE DES CORPS DIFFERENTIELS 813 

en ajoutant des parametres de k, independemment du circuit considered. Nous 
supposons donc que a = (a, a1, . . ., a,,,), oui a1, . a,,, sont des elements de k(a)d. 

Appliquons le Lemme 3 de reduction au circuit A: nous obtenons un circuit 
reduit C (xl,... ,XY,y, y , Y y, ), calculable par un algorithms standard en temps 
polynomial et equivalent 'a A. Nous supposons que sous chaque entree de B, il y a 
au plus , derivations successives. 

Si a1n n'appartient pas 'a k mais appartient 'a k (a)d, alors a,, est legal a une fraction 
rationnelle differentielle de a 'a coefficients dans k. Nous remplacons l'entree Yin 
par un circuit 'a parametres dans k qui calcule a,, et qui utilise la division. Nous 
faisons de meme pour a,,-1, . . ., a1. Puis nous dedoublons les portes pour ne plus 
utiliser la division. Nous obtenons le nouveau circuit par un algorithme standard 
lineaire, mais le circuit obtenu n'est plus reduit: il faut lui appliquer le lemme de 
reduction 'a nouveau avant d'eliminer a. 

Si a est d-transcendant sur k, nous pouvons l'eliminer sans ajouter de parametre 
de k, en utilisant l'elimination d'un parametre transcendent pour un corps. En sup- 
primant les fleches entre les entrees et leurs derivees successives, nous croons de nou- 
velles entrees. Nous obtenons un circuit au sens des corps, C (x1, . . ., Xn(,+ 1) YO, 

yj), calculable par un algorithms standard en temps polynomial, et tel que tout 
uple x de K appartient 'a I si et seulement si C(x, x() x, a, a( a(.)) 
calcule 1. Les parametres a, a (1), . . ., a(') sont algebriquement independents sur k. 
Nous pouvons donc appliquer l'elimination des parametres transcendants dans le 
cas des corps et les eliminer un 'a un. Ensuite, il suffit de restaurer les fleches de 
derivations successives entre les entrees. 

Si a est d-algebrique sur k, soit M(X) son polynome diff6rentiel minimal sur k. 
I1 est de niveau (r, v). Ses coefficients sont des parametres de k. A priori, il y a 3 
portes de derivations successives sous l'entree y. Nous ne laissons que les (r - 1) 
premieres, et nous supprimons les autres. Nous allons calculer modulo Ia dans le 
circuit. 

Pour cela, nous rempla(;ons toutes les portes p de C par un 2(v + 1)-uple de 
portes qui calculent les 2(v + 1) polynomes diff6rentiels de niveau strictemnent 
inferieur 'a (r, v) qui representent le polynome diff6rentiel calcule en p modulo 
Ia. Nous ajoutons les circuits qui calculent y(r)V ... y(r')2v-2 ainsi que y(r+?) modulo 
Ia. Puis nous effectuons les calculs comme ceci est explique dans le paragraph 
sur les corps diff6rentiels. Nous commencons par calculer les derivees de y jusqu'a' 
l'ordre 8, puis nous simulons la suite des calculs. Comment faire lorsque nous 
avons une porte de test? Imaginons que nous voulons tester si le polynome P(a) 
calcule par la porte p de l'ancien circuit est nul. Nous savons que la reponse est 
oui si et seulement si R est le polynome nul. Or parmi les 2(v + 1) portes qui 
remplacent p, v portes calculent les coefficients de R, vu comme un polyno~me en 
y(r), qui sont des polynomes diff6rentiels d'ordre au plus (r - 1). Il suffit donc, 
pour tester si R est nul, de tester si les v coefficients sont nuls, et de multiplier les 
resultats. 

D'autre part, comme M est d'ordre r, les elements (a, a (1), . . . , a (1)) sont 
algebriquement independents sur k. Pour eliminer a, il suffit de proceder comme 
dans le cas oui a est d-transcendant sur k. -1 
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DEMONSTRATION DU THtORtME 3. Soit fl un problem P' /poly (resp. Pdg). 

Alors il existe une suite de circuits sur la structure ({0, 1 },d), (An ( xI., Xn Yi5 . * 

Ym))n>i, de tailles polynomiales (resp. que nous pouvons obtenir par un al- 
gorithme standard polynomial), et un uple a- (al, ... am) d'elements de K, 
tels que xi (xI,... 5xn) appartient a fl si et seulement si An(i, ) calcule 1. 
Nous appliquons le lemme precedent 'a la suite de circuits, et nous obtenons par 
un algorithms polynomial une suite de circuits de decision sur la structure (k, d) 
equivalents. - 

2.3. Le problem P = NP? pour les corps differentiels. D'apres [2], la question 
P = NP? a la meme reponse dans tous les corps algebriquement clos de caracte- 
ristique nulle. Le theoreme est egalement vrai pour les corps diff6rentiellement clos 
de caracteristique nulle. 

PROPOSITION 4. La question P = NP? a la me1me reponse dans tous les corps 
differentiellement clos de caracteristique nulle. In en est de me1me pour la question 
P/poly = NP/poly?. 

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 4. Comme deux corps differentiels quel- 
conques ont une extension commune, il suffit de montrer que la reponse est la 
meme pour deux corps differentiellement tels que: k C K. 

Montrons tout d'abord que si pd = NPd, alors pd - NPd Soit fl un problem 
NPd . il existe un polynome p, un entier q, des elements 5 = (C1 ... c cq) de 
k, une suite de circuits (Cn (y, 5 ... . Yp(n), XlI ... . Xn, ZI .. .Zq))n>l sur la structure 
({0, 1 },d), obtenue en temps polynomial par un algorithms standard, tels que, pour 
tout uple t- (t, . ... , tn) d'elements de k, t- appartienne 'a fl si et seulement s'il existe 
un uple b (b 1 ... . bp (n)) d'elements de k, tels que k satisfasse Cn(b, t-, d). Soit 

HK l'ensemble des uples t = (tI ... . tn) d'elements de K tels qu'il existe un uple 
b (b1, ... . bp(n)) d'elements de K, et K satisfait Cn(b, T-, 5). Par definition, HK 

est NPK, donc PK. Or fl est la restriction de IK a k. Donc, d'apres be theoreme 3, 

nous pouvons eliminer les parametres de K. Nous avons montre que = NPd. 

La reciproque decoule directement d'un resultat de Michaux ([8]). Soit SA TK le 
problem de la satisfaisabilite des formules 'a parametres dans K. C'est l'ensemble 
des mots ma j sur K tels que mh est un mot booleen codant une formule du language 
des corps differentiel q(x$, jy) et K satisfait 31q(xi, a-). Or P = NP dans un modele 
donned si et seulement si SAT est P (cf. [10]). Supposons que pd = NPd et que 
SA Tk est Ptd. 

Le resultat d'un calcul d'un circuit de decision ne depend que des valeurs des tests 
du circuit. Pour un calcul du circuit C (x, 5) sur l'entree x, il existe une formule 
q,(x, 5) de la theorie des corps diff6rentiels telle que k satisfait q,(y-, 5) si et seulement 
si les resultats des tests du circuit sont les memes sur l'entree yj et sur l'entree x. En 
considerant tous les calculs qui acceptent 1'entree, c'est-at-dire dont le test final vaut 
1, nous obtenons une formule T(x, 5) telle que C(x, 5) calcule 1 si et seulement si 
T (xI, 5) est vraie. Si C est le circuit qui decide de SA Tk pour les entrees de taille 
n avec les parametres c, alors pour tout mh code booleen d'une formule q(x$, y3), k 
satisfait Va-(3yq$(y, a-) - 'PT(th, b)). Donc K satisfait aussi cette formule, et le 
circuit C decide des entrees de tailie n de SA TK avec les parametres b. Ceci nous 
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montre que le problem SA TK est Pd et que NPK = PK. La demonstration est la 
meme dans le cas non-uniforme. - 

PROPOSITION 5. Si P = NP pour les corps differentiellement clos de caracteristique 
nulle K, alors P = NP pour les corps algebriquement clos de caracteristique nulle. 
Ceci est encore vrai pour la relation entre classes non-uniformes P/poly = NP/poly. 

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 5. Soit k un corps algebriquement clos de 
caracteristique nulle, et soit fl un problem NPk. I1 existe un polynome p, un entier 
q, des elements c = (c1, . . ., cq) de k, une suite de circuits (Cn (y1 . * * Yp(n)' XI. * * 5 

Xn, ZI . . . Zq))n>l sur la structure {0, 1}, obtenue en temps polynomial par un 
algorithms standard, tels que, pour tout uple t- (t1... tn) d'elements de k, it 
appartienne 'a f si et seulement s'il existe un uple b (b, . . . bp(n)) d'elements de 
k, tels que k satisfasse Cn (b, t, d ). 

Nous munissons k de la structure de corps differentiel en prenant une derivee nulle 
sur k. Soit K la cloture diff6rentielle de k. Cette cloture existe, et est differentiel- 
lement algebrique sur k ([7]). Soit HK l'ensemble des uples T = (t1. . , tn) 

d'elements de K tels qu'il existe un uple b (b,. bp(1)) d'elements de K, et 
K satisfait Cn (b, t-, c-). Par definition, K est NPK, donc NPK. Nous en deduisons, 
d'apres l'hypothese, que HK est PK. Or fl est la restriction de IK a k. Donc, d'apres 
le theoreme 3, nous pouvons eliminer les parametres de K. De plus, comme tous 
les elements de k sont de derivee nulle, nous pouvons remplacer toutes les portes de 
derivation du circuit par 0. Donc fl est Pk. Nous avons montre que Pk = NPk, et 
donc que P = NP pour tous les corps algebriquement clos de caracteristique nulle. 
La demonstration du cas non-uniforme est exactement la meme. -1 

REMARQUE. Si fl est un problem Pd sur le corps differentiel K, mais si fl est 
egalement defini par une suite de circuits de decision sur la structure k, oui k est 
le corps des constantes de K, utilisant un nombre fini de parametres pour toute la 
suite, alors fl est PK. Cela signifie que la derivee ne nous aide pas a resoudre plus 
rapidement le problem. Nous ne savons pas si cela est encore valable en utilisant 
des parametres non constants. 
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