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TIIE JOURNAL OF SYMBOLIC LOGIC 

Volume 65. Number 4. Dec. 2000 

LE PROBLEME DES GRANDES PUISSANCES ET CELUI DES 
GRANDES RACINES 

NATACHA PORTIER 

Resulme. Soit f Line fonction de N dans N qui ne soit pas calculable en temps polynomial. et a tin 

6lrnent d'un corps diff6rentiel K de caractdristique imlle. Nous appelons probleme des grades puissances 

l'ensemble des tiples x- = (x1, . .., x,,) de K tels que x I = a et probleme des grades racines l'ensemble 

des tiples .i- de K tells que x- a. Ce sont detix examples de probi mes que lutilisation de Ia derive 

ne permet pas de resoudre pltis rapidernent. Nous montrons qtie le problme des grades racines nest pas 

polynomial au sens des corps diffdrentiels. rmdmne Si nous autorisons utn nombre polynomial de paramlldtres. 

et que le problrme des grandes ptiissances nest pas polynomial aIU sens des corps diff6rentiels. marine 

at niveati non uniforme. Les demonstrations utilisent la stability polynomiale de la thlorie des corps de 

caractdristique nulle, montr6e par L. Blum, F. CuLcker. M. Shtub et S. Sale. ainsi qUe le lei-ni-ne de rddtuctioll 

qui permet de ramenner tin polyn6m-ne diff6rentiel des variables :X A tin polyn6m-ne des variables X- et de letirs 

derlivees. 

Abstract. Let f be a function from N to N that can not be computed in polynomial time, and let a 

be an element of a differential field K of characteristic 0. The problem of large powers is the set of ttuples 

- = (XI . -Yx,,) of K so that x = a , and the problem of large roots is the set of ttiples .x- of K so 

that a = . These are two examples of problems that the use of derivation does not allow to solve 

quicker. We show that the problem of large roots is not polynomial for the differential field K. even if 

we tise a polynomial ntimber of parameters. and that the problem of large powers is not prolynomial for 

the differential field K, even for non-uniform complexity. The proofs use the polynomial stability (i.e.. 

the elimination of parameters) of field of characteristic 0. shown by L. Blumr. F. Cucker. M. ShLb and S. 

Smale, and the redUction lermma, that transforms a differential polynomial in variables - into a polynomial 

in variables x- and their derivatives. 

Soit K un corps commutatif de caracteristique nulle. I1 existe des questions 
auxquelles nous pouvons repondre a l'aide de peu d'operations. Par exemple, si 
ao, .... a,, et b sont des elements de K, nous pouvons savoir si b est racine du 
polynome ao + a1X + - + aX" grace a l'algorithme de Horner avec n additions. 
autant de multiplications, et un test d'egalite 'a 0. Nous representons ces calculs 
par un grape, que nous appelons circuit. Les operations que nous autorisons sur 
un corps sont la soustraction, l'addition, la multiplication, et le test d'egalite 'a 0. 
Nous pouvons alors chercher quel est le nombre minimal d'operations 'a effectuer 
pour resoudre une question donnee. Si nous enrichissons notre corps d'une derivee, 
nous avons une operation supplementaire. La complexity des calculs reste-t-elle la 
meme ? Nous etudions deux exemples, celui des grandes puissances et celui des 
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grandes racines, pour lesquels la derivee n'accelere pas les calculs. Le module de 
calcul est celui qui apparait dans le livre de B. Poizat [5]? et qui utilise les suites de 
circuits. 

DE1FINITION 1. Un circuit stir le corps K est un graphe oriented sans cycle oriented. 
Les sommets sont appeles portes, et les aretes fleches. Ce n'est pas necessairement 
un arbre: une porte peut emettre plusieurs fleches. Les portes qui ne recoivent pas 
de fleches sont les entrees. Elles sont etiquetees par un element de K ou par une 
variable. Les autres portes sont etiquetees par une operation arithmetique, +, x ou 
- et recoivent deux fleches, ou par un test "-OT?" et n'en recoivent qu'une. I1 n'y 
a qu'une seule porte qui n'emette pas de fleche: c'est la sortie, et elle est etiquetee 
par un test. 

Voici par exemple un circuit qui teste si le polynome ao + aI X + a-X2 + a3X3 
s'annule en b 

ao a, a2 a3 b 

-0? 
Nous notons par C(aI ... , a,, xi ... , x,,) un circuit qui a n + r entrees dont les r 
premieres sont etiquetees par les elements ai, . . , a, de K et les n suivantes par des 
variables. Le calcul sur une entree (b1, . . ., b,,) s'effectue de la facon suivante: a 
l'entree etiquette par xi nous associons l'element bi, pour i compris entre 1 et n. 
Puis nous associons 'a chaque porte de C un element de K, en procedant de proche 
en proche. Si nous avons associe aux portes p, et P2 les elements a et ,, et si p est 
une porte d'addition qui recoit ses fleches de p, et P2, nous lui associons la somme 
de a et de f dans K. Nous procedons de meme pour les portes de multiplication et 
de soustraction. Une porte de test calcule 1 si le resultat du calcul qui lui est envoy 
est 0, et 0 sinon. Nous effectuons les calculs en commencant par les entrees et en 
terminant par la sortie. Plus precisement, les fleches du circuit induisent un ordre 
partiel sur les portes: les entrees sont les plus petites, et la sortie est la plus grande. 
Les calculs peuvent se faire par niveau: le premier niveau est l'ensemble des portes 
qui recoivent une fleche d'une entree, le deuxieme niveau est l'ensemble des portes 
qui recoivent au moins une fleche d'une porte du premier niveau, et ainsi de suite 
jusqu'au dernier niveau qui est constitute uniquement de la porte de sortie. Les 
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calculs des portes sont realises niveau apres niveau, en commencant par le premier 
et dans n'importe quel ordre a l'interieur d'un niveau. Une autre facon de faire est 
de complete l'ordre partiel existant sur les portes en un ordre total, et de faire les 
calculs dans cet ordre. Par la suite, nous ne nous preoccupons plus de l'ordre dans 
lequel les calculs sont effectues. 

Comme la derniere porte est un test, le circuit calcule 0 ou 1. I1 accepte l'entree s'il 
calcule 1, et il la refuse dans le cas contraire. A un circuit C (x, a) sur un corps nous 
associons une formule q$(x, a) du premier ordre sans quantificateur du langage des 
corps a parametres dans K telle que pour tout n-uple b d'elements de K, C (a, b) 
calcule 1 si et seulement si K t- q (a, b). Cette formule peut se construire de la 
maniere suivante: 'a un n-uple b accepted par le circuit nous pouvons associer les 
reponses des tests effectues par le circuit. I1 existe des polynomes P1 (x, a). 
P,.(x, a) et des elements e1, ... ,. de { 41 tels que PI (b, j)el0, . P. (b, a)e,.O. 
En posant q$ (x, a) = (PI (x, a)el O A .A P. (x, j)e,.O), nous avons K aq - (b,a). 
Si le circuit a T portes de tests, il y a 2' reponses possibles, et donc un nombre fini 
de formules q$ (x, a-). Leur disjonction est la formule cherchee. Reciproquement, 
a toute formule sans quantificateur nous pouvons associer un circuit. Les termes 
sont calculus 'a partir des entrees avec des operations arithmetiques, les formules 
atomiques sont des termes suivi d'un test. Les operations booleennes peuvent etre 
realisees par des operations du corps: si x et y sont des booleens, alors -ix = 1 - x 
et x A y = xy. En general, les circuits sont plus concis que les formules: un terme 
qui intervient plusieurs fois dans une formule n'a besoin d'etre calcule qu'une seule 
fois dans un circuit. Par exemple, tester si xA2= 1 demande un circuit avec n + 2 
portes alors que la formule atomique x2= 1 est de taille 2'" + 2. 

Dans un circuit, les portes de calculs qui sont etiquetees par une operation 
arithmetique calculent des polynomes a coefficients entiers des entrees conditionnes 
par des tests polynomiaux 'a coefficients entiers des entrees. Appelons taille T d'un 
circuit son nombre de portes. Une recurrence immediate montre alors que tous 
les polynomes considers sont de degree au plus 2', et que les coefficients sont des 
entiers de valeur absolue inf6rieure a 2- . Nous en deduisons un lemme sur la forme 
des sous-ensembles de K accepts par un circuit: 

LEMME 1. Si C est un circuit de taille T sur le corps K avec une seule variable 
d'entree x, alors l'ensemble des elements accepts par C ou son complementaire est 
fini de cardinal au plus -c2T. 

DIMONSTRATION DU LEMME. Le circuit C utilise des parametres a de K. Soit a 
un element transcendent sur K situ' dans une extension de K. Supposons que a 
appartienne au sous-ensemble S de K (a) accepted par C. Sur l'entree a, le circuit C 
effectue des tests de la forme "P(a) = 0?", et repond non, sauf si P est le polynome 
nul. Le circuit effectue au plus T tests, et les polynomes sont de degres inf6rieurs a 
2". Si tous les polynomes calculus sont identiquement nuls, alors pour toute entree 
x les calculs sont les memes, et l'ensemble S est K(a) tout entier. Dans le cas 
contraire, si un element x de K (a) n'appartient pas a S, c'est que les reponses aux 
tests de C ne sont pas les memes pour x et pour ag, qui annule au moins un de ces 
polynomes non nuls. Le complementaire de S est donc de cardinal au plus Z2T. Le 
raisonnement est le meme si nous supposons que C refuse a. - 
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Considerons maintenant un ensemble X de suites de longueur n d'7ele'ments de 
K. Etant donnee une suite x = (xj .... , x,1), peut-on decider si x appartient 'a X 'a 
1'aide d'un circuit sur le corps K ? Cela revient 'a demander si X est definissable par 
une formule sans quantificateurs 'a parametres dans K. 

DIFINITIONS 2. Soit X un ensemble de suites finies de longueurs quelconques 
d'elements de K. L'ensemble X est appele problem. I1 est DK(A), c'est-a'-dire 
definissable, au sens des corps, a parametres dans un sous-ensemble A de K, s'il 
existe une suite de formule (pn,(xi .. ,, na))n>l du premier ordre du langage des 

corps a parametres (a,,) dans A, telle qu'un n-uple b d'elements de K appartient 'a 
X si et seulement si K t= 01, (b, an). 

Pour etudier la complexity des problems, nous devons utiliser des formules sans 
quantificateurs et limiter leur taille. Pour cela, nous utilisons les circuits. 

DIFINITIONS 3. Un problem X est PK/poly s'il existe un polyn6me p et une 
suite de circuits au sens des corps (C, (xl .... ., x,1, an&)),i1 a parametres (a,,) dans 
K, tels que pour tout n la taille de C,, soit bornee par p(n) et pour tout n-uple b de 
K, b appartienne 'a X si et seulement si C,1 (b, an ) calcule 1. En particulier, a,, peut 
contenir la description d'un circuit. Le problem X est PK si de plus, les parametres 
a sont les memes pour toute la suite: pour tout n entier, a,, = a. Cette classe 
est appelee non-uniforme car on n'indique pas comment les circuits sont obtenus: 
ils sont donnes a priori. Un circuit C,1 (x, V) sans parametre est un graphe et peut 
etre code par une suite de booleens. I1 peut donc etre produit par un algorithms 
standard, c'est a dire qui travaille sur les booleens, par exemple par une machine de 
Turing. Un problem est PK s'il est PK et s'il existe un polynome q et une machine 
de Turing qui sur l'entree n produit la sortie C,1 (x, y)) en temps au plus q(n). 

L. Blum, F. Cucker, M. Shub et S. Smale ont montre ([1]) la stability polynomiale. 
ou P-stabilite, de la theorie des corps de caracteristique nulle: 

PROPOSITION 1 (P-stabilite de la theorie des corps). 
Soit k un sotts-corps de caracteristique nulle de K. Alors, la restriction a k d'un 

problem PK est P~k 
Le theoreme est encore valable dans le cas non-uniforme. Cela signifie en parti- 

culier qu'on peut tester 1'appartenance d'un uple de k 'a un problem PK en utilisant 
uniquement des parametres de k. La demonstration s'appuie sur le lemme des 
temoins, qui utilise la notion de hauteur d'un nombre algebrique et d'un polyn6me, 
et que nous allons utiliser dans la demonstration de la proposition 5. 

Nous pouvons enrichir notre structure de corps d'une derivee: c'est une fonction 
d de K dans K qui verifie pour tout couple (x, y) d'elements de K: d (x + y) = 
dx +-dy et d(xy) = xdy +ydx. Nous obtenons un corps diff6rentiel K. Les circuits 
au sens des corps diff6rentiels sont definis comme les circuits au sens des corps, mais 
certaines portes peuvent etre etiquetees par d : elles ne recoivent qu'une fleche et 
calculent la derivee. Nous pouvons definir de la meme facon que pour les corps 
les classes P"/poly, P" et PK. La theorie des corps diff6rentiels de caracteristique 
nulle est P-stable, au niveau uniforme comme au niveau non-uniforme ([6]). La 
demonstration de cette propriety s'appuie sur le lemme de reduction, qui permet de 
ramener dans certaines circonstances un circuit sur un corps diff6rentiel a un circuit 
sur un corps, et qui nous sera utile par la suite. 
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DtFIN-ITION 4. Un circuit sur un corps diff6rentiel est re'duit Si toutes les portes 
de derivation recoivent leur fleche d'une autre porte de derivation ou d'une entree, 
ou autrement dit Si le calcul dans le circuit peut commencer par les derivations et 
continuer par les operations arithmetiques et les tests. 

LEMME 2 (Lemme de reduction, [6]). Tout circuit A(x) de taille - sur le corps 
differential K est equivalent a' un circuit reduit B(x) sur le corps differentiel K, 
de taille au plus 4r3 (pour r suffisamment grand). De plus, B(x) peut etre obtenu a 
partir de A (x) par un algorithms standard en temps polynomrial en -. 

La derivee permet-elle d'augmenter le pouvoir algorithmique et de resoudre plus 
vite un problem ? Y-a-t'il des problems qui soient PK mais pas PK ? I1 est clair 
qu'en general, il existe des problems Pd qui ne sont meme pas definissables sans 
la derivee. En effet si la derivee n'est pas identiquement nulle sur K l'ensemble des 
constantes, i.e. des elements de derivee nulle, est un sous-corps de K et n'est donc 
pas definissable au sens des corps. Limitons nous donc aux problems qui sont 
definissables au sens des corps; pour ceux-ci, la question est ouverte. Si les seuls 
parametres utilises sont des parametres constants, c'est a dire de derivee nulle, alors 
la derivee ne permet pas d'accelerer les problems. 

PROPOSITION 2. Si K est un corps differentiel algebriquement clos, si k est un sous- 
corps algebriquement clos de son corps des constantes, alors 

PK nDK(k)= PKn DK(k) 

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION. Soit II un problem PK4, defini par la suite 
de circuits (A,, (i, ))n>l. Supposons que HI soit defini par la suite de formules 
du premier ordre du langage des corps (/n (xI,..., , ,c)),2?1 oui les in sont des 
parametres de k. La restriction frI de H 'a k est Pk grace a la P-stabilite de la theorie 
des corps de caracteristique nulle. I1 existe une suite de circuits (B (Xi, jY))n>l qui 
peut etre obtenue par un algorithme standard travaillant en temps polynomial et un 
uple b de constantes tels que (B,2(x, b)),7>1 decide de 171k. Le corps k verifie pour 
tout entier n la formule du langage des corps: Vx(5,(, c,-) +-- B,1(, b)). Comme 
k et K sont des corps algebriquement clos, K satisfait aussi ces formules, et donc 
II est PK grace aux circuits (B,(x, b))n>l .A 

Si nous ne connaissons pas de problem accelere par la derivee, nous en connais- 
sons par contre qui ne le sont pas: ils ne sont pas decidables en temps polynomial 
avec la derivee, meme si nous autorisons un nombre polynomial de parametres. 
Commencons par definir les problems. 

Une fonction croit doucement si elle verifie les conditions du lemme suivant: 

LEMME 3. Soit f unefonction de l'ensemble des entiers dans lui-merme. II existe un 
polynome q tel que lafonction f soit majoree en +oo par 2q si et seulement s'il existe 
un polynome p et une suite de circuits (A, (x)),> 1 au sens des corps sans parametre 
tels que A, (x) soit de taille au plus p(n) et calcule x f'(s1). 

DEMONSTRATION DU LEMME. Si une telle suite (A, (x)) existe, alors pour tout n 
nous avons f (n) < 2P(n)* Reciproquement, s'il existe un polyn6me q tel que 2q 

majore f en +oo, alors pour n fixed suffisamment grand nous pouvons decomposer 
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f (n) en base deux de cette maniere: 
q1(n)-1 

f(n) f 2i, 
i=o 

oti les f i sont des booleens. Avec un circuit de taille q(n), nous pouvons calculer 
les x2 pour i compris entre 0 et q(n) - 1. Et avec au plus q(n) - 1 portes de 
multiplication, nous calculons 

q(n)-1 
X-f (1I) = Xfi2' 

i=o 

Supposons que f soit une fonction de l'ensemble des entiers dans lui-meme 
ne verifiant pas les hypotheses du lemme. Nous pourrions par exemple choisir 
f (n) = 22, ce qui est beaucoup plus fort car alors f majore en +00 toutes les 
fonctions 2q oui q est un polyn6me. Soit a un element d'un corps K. 

DEFINITION 5. Le probleme des grandes racines de l'element a est 1Pensemble 
GRf , des uples de la forme (x1,...,x,,), oui n est un entier strictement positif., 
x 1f ('I) = a et X2, x,, sont des elements de K. Le problem des grandes puissances 
de l'l"ement a est l'ensemble GPf(! des uples de la former (af(') ...x,). oil n 
est un entier strictement positif et x2, .. ., xn des elements de K . 

THPORPME 3. Si K est un corps differentiel algebriquement clos, GR1. , n'est pas 
PK ni meme PI/poly 

DtMONSTRATION DU THtORPME. Soit 

X= {x K:dx= 
I da 

Pour tout entier n, il existe un paramertre b,1 de K tel que pour tout x de X 
x(-) = bx. L'ensemble X nest pas vide car il contient les solutions de xf a. 
D'autre part, le corps des constantes est infini, et X est stable par multiplication par 
une constant. I1 est donc infini. 

Supposons que GRf(, soit PI/poly. I1 existe un polyn6me p et une suite de 
circuits de decision au sens des corps differentiels (C, (x.,.... xIc ,)),l?, ou les 
cn sont des elements de K, tel que C,1 soit de taille au plus p(n) et (x1, X,1) 
appartienne 'a GRfa si et seulement si C-n(x1.x,,5) calcule 1. En fixant 
(x2 . x,), par exemple 'a (0, . . ., 0), nous obtenons une suite de circuits 'a une 
seule variable xi. Nous pouvons appliquer le lemme de reduction 'a ces circuits. 
Nous obtenons un polyn6me q et une suite de circuits reduits au sens des corps 
diff6rentiels (A, (xi, c-u))u> 1I avec An de taille au plus q(n). Nous ajoutons aux 
parametres Cn toutes leurs derivees jusqu'a l'ordre q(n), ainsi que les parametres 
bl = (b,..., b(n) et nous remplacons dans le circuit An l'eventuelle porte qui 

calcule x(') par une porte qui calcule bnXI. Nous obtenons un polyn6me r et une 
suite de circuits au sens des corps (En (XI, Ju,))n>I avec En de taille au plus r(n), et 

f(n) telle que pour tout element x1 de X, xf( = a si et seulement si E, (x1, e,) calcule 

1. Pour tout entier n, l'ensemble des xl de X qui verifient x _ a est de cardinal 
f (n). Or d'apres le lemme 1, l'ensemble des x1 qui satisfont E,, est soit cofini, ce 
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qui implique ici infini, soit de cardinal au plus r(n)2'(hl). Pour n assez grand, f (n) 
est strictement superieur a r(n)2'(n). Donc HI n'est pas Pd /poly. - 

La demonstration est encore valable si le corps nWest pas algebriquement clos, 
mais contient un bon nombre de racines de a: si g(n) est le nombre de solutions 
de l'equation xf(') = a dans K, il faut que g ne soit majoree par aucun polyn6me. 
Dans le cas contraire. le problem est PK/poly et donc P"/poly: il suffit d'ajouter 
les racines f (n)-ieme de a comme parametres du n-ieme circuit. 

Etudions maintenant le probleme des grandes puissances. C'est un problem 
PK/PO1Y: il est immediate de tester si x - af (n) si la constant af(ii) est fournie au 
circuit. Si a est nul ou legal 'a 1, GPf,,, est trivialement PK. 

LEMME 4. Si a est une racine de /'unite d'ordre p strictement superieur a 1, soit 
r(n) le reste de la division euclidienne de f (n) par p, et R /'ensemble des n-uples 
(r(n), 0,..0 ) pour tout entier strictement positif n. Alors GPf(,, est PK si et 
seulement si R /'est. Ceci est encore valable pour les classes P , PK et PK. 

DEMONSTRATION DU LEMME. Supposons que GPf,(, soit PK. Il existe une suite 
de circuits (An(i, )) produite par un algorithms standard travaillant en temps 
polynomial et des parametres ai tels que xI = aJf(n) si et seulement si A, (J, &) 
calcule 1. Pour un tel x, nous avons xi = ar( ). Pour decider si Yi = r(n), nous 
procedons de la maniere suivante: nous commencons par tester si Yi est un entier 
compris entre 0 et p - 1. Sinon, il ne peut etre legal a r (n). Puis, nous calculons a3", 
et nous le comparons a a- f(n) grace au circuit An. S'ils sont egaux, alors YI = r(n). 

Reciproquement, si R est PK, il existe une suite de circuits (A, (x, y-)) produite 
par un algorithms standard travaillant en temps polynomial et des parametres ai tels 
que xI = r(n) si et seulement si An (x, a-) calcule 1. En calculant A, (0, 0, a, 
. . ., An (p-1,0. 0, O. Oa), nous testons si r (n) = 0 . . .r (n) = p - 1, et nous en 
deduisons r(n). Il est ensuite facile de calculer a" (1) puis de tester si xI = a'(P). Ceci 
nous prouve que GP ,a est PK* 

La demonstration est identique pour les autres classes de complexity. A 

REMARQUE. S'il existe une suite de circuits au sens des corps de taille polynomiale, 
dont les sorties ne sont plus necessairement des portes de test, et calculent f, nous 
pouvons en deduire une suite qui calcule r (n), et donc GPf., est IPK Si de plus la 
suite qui calcule f est produite par un algorithms standard en temps polynomial, 
alors GPf a est PK* 

PROPOSITION 4. Si a n'est ni 0 ni une racine de l'unite, GP/(/ n'estpas PK, ni me~me 
IPd K 

Etudions le cas oii a est algebrique sur Q sans etre ni 0 ni une racine de l'unite: 

LEMME 5. Si K est /'ensemble des nombres algebriques Q et si a n'est ni 0 ni tine 
racine de l'unite, alors GPf , n'est pas PK, ni merme PK* 

Pour le montrer, nous avons besoin d'une fonction de K dans R, appelee hauteur, 

utilisee dans [1] pour montrer le lemme des temoins, et qui verifie les proprietes (P) 

suivantes: 

- H(1) H(O) = 1, H(2) = 2, et pour tout w, H(w) > 1 et H(-w) 
H(w) H(1/w) 
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- pour tous v et w, H(v + w) < 2H(v)H(w), et par recurrence pour tout uple 
(vo . v,,), H (En Vi) < 2n H 70 H (vi) 

- pour tout w et tout entier n, H(w") H(w) ", et pour tous v et w, H (vw) < 
H(v)H(w) 

- pour tous v et w, H(v + w) > I 
H(v) -2 H(w) 

- pour tout v et pour tout w non nul, H(vw) > H(v) 

Nous noterons par H la hauteur classique sur Q, definie par exemple dans le livre 
de S. Lang ([3]). Sur N, H est confondue avec la valeur absolue classique. Si b est 
un element de Q sous forme irreductible, alors HQ() = max(lal, JbJ). Si a est un 
element de Q, il est racine d'un polynome M 'a coefficients entiers premiers entre 
eux et irreductible dans Z[X]. Si ad est son coefficient dominant et A ensemble de 
ses racines, alors H(a) = Iad I Ha iC Amax(1, Jai 1) c'est la mesure de Mahler de M 

(cf. [2]). 
Pour montrer le lemme 5, nous utilisons les definitions et le lemme suivant, qui 

se montre facilement 'a partir des proprietes (P) ([1]) 

DEFINITIONs 6 ([1]). Si u = (u1, un) est un uple d'elements de Q, alors sa 
hauteur H(u-) est le maximum des hauteurs H(ui), pour i compris entre 1 et n. Si 
P est un polyn6me sur Q, en une ou plusieurs variables, alors sa hauteur H(P) est 
le produit des hauteurs de ses coefficients. 

LEMME 6. Soit P un polynome a une variable et a coefficients dans Q, de degree d. 
Soit x un element de Q qui verifie: H(x) > 2 dH(P). Alors x est racine de P si et 
seulement si P est le polynome nul. 

Nous pouvons maintenant enoncer un resultat de majoration de la hauteur d'un 
polyn6me: 

LEMME 7. Soit P tin polynome en une variable x produit par tin circuit au sens des 
corps de taille rc ayant pour entree x ainsi que les parametres b = (b ., b,r) de Q. 
Alors: 

H(P) < 2(2T+1)2r2 log9 H (b) 

DtMONSTRATION DU LEMME 7. Le polyn6me P est de degree au plus 2T, et les coef- 
ficients de P peuvent s'ecrire sous la forme: 

c= E na.,,...bo,.b '..br, 

O<0a .....a <2T 

ou les naa .. sont des entiers strictement inf6rieurs en valeur absolue 'a 2-, et 
a1 ? + **+ ?a < 2". Nous avons alors: 

H(c) < 2(2T+1)1 JI J H(n, . , )H(bIl ).. H(br) 
0 < aI- a..st < 2 

et donc 

H(c) < 2(2+ I) -(22 TH (b )2 ) (2l + l ) - + /(92 H 

en majorant grossierement, nous obtenons 

(2T+ 1)9log, H(b) 
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Pour montrer que seules les racines de l'unite et 0 sont de hauteur 1, nous utilisons 
un theoreme de Kronecker ([4]): 

THPORPME 5 (Kronecker, 1895). Si toutes les racines d'un polynome a' coefficients 
entiers sont de module 1, alors ce sont des racines de l'unite. 

Nous en deduisons le 

COROLLAIRE 1. Si x est un element de Q, alors H(x) = 1 si et settlement si x est 0 
ou tine racine de l'unite. 

DtMONSTRATION DU COROLLAIRE. Si la hauteur de x est 1, alors le coefficient 
dominant de son polyn6me minimal 'a coefficients entiers premiers entre eux M est 
de module 1, et toutes ses racines sont de module au plus 1. Donc le coefficient 
constant de M est de module au plus 1. Comme il est entier, il est legal 'a 0, 1 ou -1. 
S'il est nul, alors M(X) = X et x = 0. Sinon, il est de module 1 et donc toutes les 
racines de M sont de module 1. D'apres le theoreme de Kronecker, ceci entraine 
que x est une racine de l'unite. -A 

Nous pouvons maintenant montrer le lemme 5: Supposons que le problem 
GPta soit PK. Alors, il existe des parametres b (b ., b,.), un polyn6me p et 
une suite de circuits au sens des corps (Cn (x1, . x,, ,Yi . y)),1>I tels que pour 
tout entier strictement positif n, le circuit C,1 (x, b) soit de taille au plus p(n) et 
calcule 1 si et seulement si x1 = af(n). Si nous fixons les entrees X2, X, du 
circuit C, 'a (0, . . ., 0), nous obtenons un circuit de meme taille et qui reconnait le 
meme ensemble. Nous supposons donc que les entrees du circuit C,7 sont x1 et b. 

Lors du calcul sur l'entree a-f(), le circuit effectue au moins un test de la forme 
P,, (xi, b) = 0?, oui P,, est un polyn6me non nul en x1 et a coefficients entiers, et 
Pn (a f(n), L) = 0. En effet, si ce n'etait pas le cas, le circuit reconnaitrait un ensemble 
infini. Le polyn6me Pn est de degree total au plus d, = 2P(n). Notons Q,,(xl) le 
polyn6me P,, pour lequel les dernieres variables sont fixees a b. Par hypothese, Q,, 
nest pas identiquement nul. D'apres la proposition 7, nous avons: 

H (Q,) < 2(2P) +1)~2r log2 H(b) 

Or la hauteur de af(n) est H(a)f(ii), c'est-a-dire 2f ( log1(H(2c)). Et pour un entier n 
suffisamment grand: 

21f (11) 10g2 (H (a1 )) > 22'(2(2/()+) 2Ig2 H1() > 2(11) H 

et donc, alors que af(') est racine du polyn6me non nul Qn: 
H(a- ()1)) > 2d,,H(Q11) 

ce qui contredit le lemme 6. 1 

LEMME 8. Si a est transcendent stir Q, alors GPta, n'est ni PK ni PK. 

D1MONSTRATION DU LEMME. Si GP,,(J est PK, alors il est IPQ(,) (IP-stabilite de la 

theorie des corps). Soit p un polyn6me et (A(xI,-..,x,2, a)),>li une suite de 
circuits au sens des corps de taille bornee par p qui decide de GP(,, / . Fixons les 
variables (x2, . . X,1) a (0, . . ., 0). 

Le circuit An effectue des tests de la forme "P(xl, a) = 0?". Le polyn6me P est a 
coefficients dans Q. Il est de degree total au plus 2P("). S'il est de degree r superieur ou 
legal a 2 en x1? alors le terme dominant de P(af(`), a) vu comme un polynome en a 
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est de degree au moins rf (n), et le terme suivant de degree au plus (r - 1)f (n) + 2P('1) . 
Et pour n suffisamment grand, f (n) > 2P()' et donc rf (n) > (r - 1)f (n) + 2P(l). 
Comme a est transcendent sur Q, le terme dominant ne peut etre annul' par les 
autres termes du polyn6me, et l'expression P(a f (n), a) est nulle si et seulement si le 
polynome P(xi, a) est identiquement nul. Dans ce cas, il s'annule pour toute entree 
x1, ce qui signifie que le test peut etre remplace par la constant 1. Si le circuit 
n'effectue aucun test, l'ensemble reconnu est soit vide, soit Q(a) tout entier. 

Le circuit A,7 effectue donc sur l'entree af(n) des tests polynomiaux de la forme 
"P(xi, a) = 0?", avec P(a f(n), a) :4 0 (au moins 1). Le polyn6me P (xi, a) n'est 
pas identiquement nul en xi. Et donc, pour la meme raison que precedemment, 
P(2af(1(), a) + 0. Les calculs de A,7 sur les entrees af(7) et 2af (') sont rigoureuse- 
ment identiques, ce qui est impossible. -1 

Si K est un corps differentiel, nous pouvons maintenant nous demander si GP/(, 
est IPk . Pour cela, il faut necessairement que sa restriction 'a son corps des constantes 
k soit Pk. Or la restriction de GP/(, a k est lui-meme si a est une constant, et 
l'ensemble vide sinon. Donc: 

COROLLAIRE 2. Si a n'est ni 0 ni une racine de l'unite mais est une constant, alors 
GPf(, nest ni IPK ni 1pdf(. 

I1 nous reste a traiter le cas oui a n'est pas une constant. Un element algebrique 
a sur Q est de derivee nulle. En effet, si M(X) est son polynome minimal, de derive 
N (X) de degree strictement inferieur, alors dM (a) = dadN (a) = 0 et donc da = 0. 
D'autre part, un element a est diff6rentiellement algebrique, ou d-algebrique, sur un 
sous-corps k de K s'il annule un polyn6me differentiel non nul a coefficients dans 
k. Dans le cas contraire, a est diff6rentiellement transcendent, ou cl-transcendant, 
sur k. 

LEMME 9. Si a est d-transcendant ou d-algebrique sur Q et non constant, GP/f, 
n'est pas Ik. 

DEMONSTRATION DU LEMME. Notons Q(a)d le corps differentiel engendre par a. 
Si GPftc est Ipd, alors il est 1pQd car la theorie des corps differentiel de caracte- 
ristique nulle est IP-stable. I1 existe donc un polyn6me p et une suite de circuits au sens 
des corps differentiels (Cn (Xi, . . . x,x, a))n>I tels que pour tout entier strictement 
positif n, le circuit C,7 (x, a) soit de taille au plus p (n) et calcule 1 si et seulement si 
xl = a f(n). Nous fixons x2, . . .x, x, a (0, . . 0): les entrees du circuit C,, sont xl et 
a. 

Si x = af(n), alors dx = f (n) x, et pour tout entier r, il existe un polyn6me 
diff6rentiel P.. a coefficients entiers tel que d'x P.. (? ")x. Le polyn6me diff6rentiel 
P,.+i est donned par la relation de recurrence P,.+ (X) = da P,.(X) + dP,.(X) et 
P1 (X) = f (n)X. 

Nous commencons par ajouter le parametre f (n) au circuit Cn. Puis nous 
reduisons les circuits. Nous remplacons le calcul des derivees successives de 
x1 par celui des Pr.. Nous reduisons 'a nouveau. Nous obtenons des circuits 
An (xi, a, f (n)) de tailles polynomiales et bornees par le polynome q dans lesquels 
les seules derivations sont les derivations successives du parametre a, et qui decide 
de x1 = a- f(n) pour les entrees xi de l'ensemble infini X = { x / dx = f (n) x }. 
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Supposons que a soit d-transcendant sur Q. Le circuit A,, effectue des tests 
de la forme "P(xi, a, da,..., d'(')a, f (n)) 0?". oui P est un polyn6me 'a coef- 
ficients dans Q de degree total au plus 2q(,) Pour les memes raisons que dans la 
demonstration du lemme 8, P s'annule en a f(') si et seulement s'il est identiquement 
nul en x1. Nous en deduisons que le circuit A,, accepte 2a f (), ce qui est impossible. 

Supposons maintenant que a soit d-algebrique sur Q. Soit r l'ordre de son 
polynome differentiel minimal, qui est a coefficients dans Q. I1 existe une suite 
de circuits au sens des corps (Bn(xl, a . . . , a (r), f (n))) de taille polynomiale et 
equivalent a la suite (A, (xi, a, f (n))) pour les entrees xi appartenant 'a X. En 
effet, formons le circuit diff6rentiel qui calcule a ('+1) avec come entres a,...,a () 

Puis mettons q (n) derivees successives sous a("+'). Reduisons le circuit obtenu. Le 
calcul de a (r +2) n'utilise que les derivees d'ordre inferieur a r + 1. Nous remplacons 
donc celles des derivees successives des entrees qui calculent a' +2) par la porte qui 
le calcule en utilisant seulement les r + 1 premieres derivees, c'est 'a dire que les 
fleches qui partaient de celles-la partent maintenant de celle-ci. Par recurrence, 
nous supprimons toutes les portes de derivees. Nous obtenons un circuit E,, qui 
a pour entrees (a,...,a(')) et qui calcule les derivees de a jusqu'a l'ordre q(n). 
Nous ajoutons le circuit E,, au circuit A,, et remplacons les derivees successives de a 
d'ordre superieur a r dans le circuit A,, par les portes du circuit En qui les calculent 
Nous obtenons un circuit B,2 qui n'a pas de porte de derivation. Or nous avons 
Q(a)d = Q(a,..., a(")). En utilisant la P-stabilite des corps, nous obtenons une 
suite de circuits (Fn(xI, a, f (n))) equivalent 'a (A, (xi, a, f (n))) pour les entrees 
xi appartenant 'a Y = X n Q(a), qui est un ensemble infini. Le parametre a est 
transcendent sur Q. Comme 2a f(n) Y y, nous pouvons conclure comme au lemme 
8. -A 
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