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Abstract

Agrawal and Biswas (1992) define a notion stronger than NP-completeness. With every lan-
guage X in NP is associated a polynomial-time verifiable binary relation ¥, called a resolution,
so that ¥ is in X if and only if there exists y, which size is a polynomial function of the size
of X, and (%, ) is in Y. Such an j is called a solution of X for X. If Y and Y’ are resolutions
associated with X and X’, a solution-preserving reduction of Y to ¥’ is a reduction of X to
X', so that the solutions of any instance for X can be quickly recovered from the solutions
of the image of the instance under the reduction. A resolution Y is called universal if there
exists a solution-preserving reduction from every resolution to Y. Then, Manindra Agrawal and
Somenath Biswas give a theorem that help us to show that a resolution is universal, without
searching for reduction. We generalize this definition and this theorem for languages over an
arbitrary structure, and in particular over the reals, as it was defined by Blum et al. (1989). We
then study examples with neural networks. © 1998 —Elsevier Science B.V. All rights reserved
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1. Introduction

Nous connaissons de nombreux problémes NP-complets dans le cas classique [3].
La fagon habituelle de montrer qu’un probléme est NP-complet est de le réduire a
un autre probléme NP-complet connu. Mais cela ne nous apprend rien sur sa struc-
ture. Pour y remédier et essayer de mieux comprendre la structure des problémes NP-
complets, Manindra Agrawal et Somenath Biswas ont introduit la notion d’universalité,
qui est plus forte que la NP-complétude, bien qu’elle ne s’applique pas exactement aux
mémes objets. Un théoréme permet alors de montrer de maniere structurelle la pro-
priété d’universalité, et donc la NP-complétude. Nous allons généraliser ce théoréme
pour d’autres structures que la structure classique de calcul sur les booléens. Nous
nous plagons dans le cadre de calcul défini pour une structure quelconque, comme il
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apparait dans [4] et dans [5]. Nous pouvons alors donner des exemples d’applications
de ce théoréme. En dernier lieu, nous pouvons nous demander si tous les problémes
NP-complets ont la propriété d’universalité. La réponse est non, et nous donnons un
exemple.

2. Notations et définitions

2.1. Le probléme SFR

Nous nous plagons dans le cadre défini au chapitre IV de [5]. Nous considérons
une structure M. Son langage L(M), que nous prendrons fini, contient les symboles
de constantes 0 et 1, des symboles de fonctions f d’arité as, dont ’identité, et des
symboles de relations » d’arité a,, dont I’égalité.

Dans [5], B. Poizat définit les formules rudimentaires comme la conjonction de
formules qui peuvent étre de quatre sortes:

1. les formules & paramétre a, élément de M :x=a

2. les formules faisant intervenir une fonction f du langage L(M), et un uple x de
variables de longueur gy : y = f(X)

3. les formules faisant intervenir une relation » du langage L(M), et un uple x de
variables de longueur a, : r(X)V(y=0) et —=r(¥)V(y=1). Dans le cas ou y est une
variable booléenne, la conjonction de ces deux formules est équivalente a r(x) <
(y=1). Cela signifie que y est la valeur de vérité de r(x).

4. les formules booléennes: (x=0)V(x=1) et (x=£)V(y=¢)V(z=¢") oli ¢, & et
¢ valent 0 ou 1.

Il fait observer que le probléme de la satisfaisabilité des formules rudimentaires est

NP-complet, au sens de M. Il remarque aussi que dans le cas des calculs classiques,

ol la structure est réduite aux booléens {0,1}, ce probléme est pratiquement identique

au probleme SAT3 de Cook.

Nous allons ici utiliser une variante plus restreinte de ce probléme. Nous appellerons
formule rudimentaire de base les formules des trois premiéres sortes, ¢’est-a-dire faisant
intervenir un paramétre, une fonction ou une relation de la structure, ainsi que les
équations booléennes (x=0)V (x=1) et (x=1)V (y=1) Vv (z=1). Nous obtenons
un nouveau probléme que nous noterons SFR: le probléme de satisfaisabilité des con-
jonctions de formules rudimentaires de base. Ce probléme est également NP-complet.
En effet, puisque I’égalité fait partie des relations, nous pouvons exprimer la négation
booléenne x =y par la satisfaisabilit¢ du systéme qui fait intervenir une variable z
supplémentaire:

[(x=0)VE=DIAN(y=0)V(y=DIAz=0]A[x # y)V(z=1)].

Cela nous permet, de remplacer les formules booléennes (x=¢) V (y=¢)V (z=¢")
ou &¢ et &’ valent 0 ou 1 par des formules du type (x=1)V(y=1)V(z=1).
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2.2. Les résolutions universelles

Soit M™ 1’ensemble des suites finies d’éléments de M. Définissons une opération de
projection: soit X un uple d’éléments de M, de longueur »n. Un masque pour X est un
uple o d’entiers naturels strictement positifs tous distincts, rangés en ordre croissant,
et dont le dernier est au plus »n (nous pouvons le représenter par un mot binaire, donc
par un élément de M™). La projection de % a travers « est le uple formé des éléments
de ¥ dont I’indice figure dans «. I.’ordre est conservé. Cela se note:

a=ii...h,avec 0<ii <ih < - <i,<n et X=X1X2...Xy,
P 2 P

oc(i):xi,xiz ...x,»p.

Pour un ensemble S de uples de longueur (n + p) et un ensemble 7 de uples de
longueur p, nous dirons que 1’ensemble 7 est égal a la projection de S a travers le
masque o s’il est égal a ’ensemble des projections des éléments de S a travers o. Dans
[1], les auteurs remarquent que: (B(a))(S)=T équivaut a ’existence d’un ensemble
Sy tel que a(S)=S; et B(S1)=T. En effet, projeter a travers deux masques successifs
revient a les superposer: (y(8))a)=y(B(a)).

Si % est un uple, |X| désigne sa longueur. Si R est un sous-ensemble de M* x M*,
(x,s) € R est noté xRs.

Une résolution est un sous-ensemble R de M™* x M™*, décidable en temps polyndmial,
et pour lequel il existe un polyndme p tel que si xRs, alors nécessairement s est de
longueur au plus p(Jx|). L’ensemble des s tels que xRs est appelé I’ensemble des
solutions de x, et noté solz(x). Une résolution R est dite admissible si, pour toute
entrée x, tous les uples de solp(x) ont la méme longueur. Cette longueur est notée
longsolz(x). Toute résolution se transformant aisément en résolution admissible, nous
ne considererons désormais que ces derniéres. A toute résolution admissible R, est
associé un ensemble NP : Lp = {x tel que (Is)xRs}. Réciproquement, a tout ensemble A,
supposé NP, nous pouvons associer une résolution admissible “naturelle”. Par exemple,
si le probleme NP se présente sous la forme de systémes d’équations a résoudre, sa
résolution naturelle est celle qui a un systéme associe des solutions; longsolg(x) est
alors le nombre d’inconnues du systéme.

Soient Q et R deux résolutions. Une fonction f de M* dans M™* x {0;1}* est une
réduction de Q a R, qui préserve les solutions si elle est calculable en temps polynomial
et satisfait aux conditions suivantes:

L. f(x)=(fi(x), f2(x))=(z,2) avec xe M*,ze M* et |a|= longsol 5(x),

2. a(solr(z)) = solp(x).

Remarquons que f; est une réduction du probleme Ly au probléme Lg. En effet, un
uple x appartient a Ly si et seulement si son ensemble de solutions solg(x) n’est pas
vide, c’est-a-dire si et seulement si ’ensemble de solutions solz(z) n’est pas vide, ce
qui équivaut bien a dire que z appartient a Lg.

Une résolution R est universelle si, pour toute résolution Q, il existe une réduction
de Q a R, qui préserve les solutions. Dans ce cas, et d’aprés la remarque précédente,
Ly est NP-complet.
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2.3. Un critére d’'universalité

Plagons-nous dans une structure M. Soit R une résolution admissible. Nous al-
lons définir des conditions nécessaires et suffisantes pour que R soit universelle. Ces
conditions sont faites pour que la résolution “naturelle” associée au probléme SFR
satisfasse le critére de maniére évidente.

Le premier groupe de conditions (1) définit des “blocs”, qui nous permettent de
trouver les solutions des différents types de formules rudimentaires de base:

(1.1) Pour chaque élément a de M, il existe un élément de M*, noté bloc,, et un
masque o, de longueur 1 tels que:

a (solr(blocy))={a}.

Cela nous donne toutes les solutions de x=a.

Nous voulons de plus que la fonction ¢, qui & a associe bloc, et u,, soit calculable,
et que son temps de calcul soit majoré, indépendamment de a.

(1.2) Pour chaque fonction f du langage L(M ) de M, et en particulier pour I’identité,
il existe un élément bloc, de M*, et un masque a de longueur as + 1 tels que:

ar(solr(blocy))={x1x2...%4y tel que y= f(x1x2...%,)}.
Cela nous donne toutes les solutions de y = f(X). Remarquons que si o,y = 7,03, alors:
a1 (solp(blociy))=M.

(1.3) Pour chaque relation r de L(M), il existe deux éléments bloc, et bloc—, de
M*, et deux masques «, et o, de longueur a, + 1 tels que:

ar(solg(bloc,)) = {x1x2...x,y tel que x1x3...x, €Er et yeM}UM*.0
o—r(solg(bloc-,))={x1x2...x, y tel que x1x5...x, &ret ye M} UM“.1.

Avec les solutions de bloc,, nous avons toutes les solutions de »(x)V(y=0) et bloc_,
nous donne toutes les solutions de —r(x)V (y=1).
(1.4) 1l existe un élément bloc de M™, et un masque « de longueur 3 tels que:

a(solg(bloc)) = {0,1}® — {(0;0;0)}.

Cela nous donne toutes les solutions booléennes de (x=1)V (y=1)V (z=1).
Remarquons que si a est le triplet d’entiers (o, 2,a3), alors:

ay(solr(bloc)) = {0; 1}.

Les conditions (2) et (3) définissent des fonctions qui nous permettent de décrire
I’ensemble des solutions lorsque nous avons affaire a la conjonction de plusieurs for-
mules. La fonction de jonction nous permet de faire la conjonction de deux formules,
en ayant pris soin de renommer les variables de maniére a ce qu’une méme variable
n’apparaissent pas dans les deux formules de départ. Il suffit alors de concaténer les
variables. Avec la fonction de couplage, nous faisons en sorte qu’une variable qui a
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été renommée conserve cependant la méme valeur: en fait, nous imposons des égalités
entre des couples de variables.

(2) 11 existe une fonction join, de (M*)* dans M™ x {0,1}*, calculable en temps
polynomial, qui vérifie: pour tous éléments x;,xy,...,x, de M*, il existe un élément z
de M™ et un masque o de longueur 3_ _, longsolp(xy) tels qu’en projetant les solutions
de z a travers «, nous obtenons la concaténation des solutions des x;. Cela s’écrit:

join(xy,...,x,) =(z,2) et a(solp(z))={s1...s, tel que Vk<n, s; € solp(x;)}.

(3) 11 existe une fonction cp/ calculable en temps polynomial telle que pour tout
élément x de M™, et pour tous les entiers ij,...,inj1,..., Jn compris entre 1 et
longsolg(x), il existe un élément z de M™ et un masque o de longueur longsol(x) tels
que les solutions de z projetées a travers o donnent les solutions de x pour lesquelles
les variables x;, et x; prennent les mémes valeurs:

epl(x, (i .-y 80), (155 Jn)) = (2, 0)
et
a(solr(z)) = {s € solz(x) tel que Vm<n, s;, =s,,}.

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme qui généralise le théoréme 4.4 de [1],
et qui nous permet de montrer de maniére structurelle quun probléme est NP-complet:

Théoréme. Une résolution R est universelle si et seulement si elle vérifie les conditions

(1) a@3).

Nous allons associer au probléme SFR une résolution, et vérifier qu’elle est uni-
verselle. Puis en s’appuyant sur ce résultat, nous montrerons le théoréme.

Définition. Soit .S une conjonction de formules rudimentaires de base 4 n inconnues.
S utilise les parametres a)...a; de M, qui apparaissent dans les formules de base du
premier type. Dans 1’écriture de la formule, nous remplagons a; par I’entier booléen
i+ 1. La formule obtenue est représentée de maniére classique par un mot booléen m.
La conjonction S est finalement représentée par le mot u=ay...azm. La résolution
Rgrr est définie par: pour tous les éléments 7;...r, de M, pour tout mot u sur M,
URgpgr) ... ¥, Si et seulement si u est le code d’une formule S 4 n variables libres et
71 ...¥, est solution de S.

Lemme. Rgrr est universelle.

Démonstration. La preuve est analogue a celle du théoréme 6.3 de [5], montrant que
SFR est NP-complet.

Soit R une résolution au sens de la structure M. Cherchons une réduction de R a
Rsrr, qui préserve les solutions. Soit # un élément fixé de M™, n=longsol #(1). Nous
voulons déterminer r,...r, tels que uRr(...r,. La résolution R étant decidable en
temps polyndmial, nous pouvons former le circuit qui décide, pour une entrée r|...r,
de taille n, si uRry...r, est vérifié. Nous étiquetons chaque porte de ce circuit par
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une variable. Les portes d’entrées qui ne sont pas des constantes sont étiquetées par
X1 ...%,. A chaque porte du circuit est effectué soit un test r(x), soit un calcul y= f(x),
ou y est la variable qui étiquette la porte. Nous pouvons donc associer a chaque porte
une conjonction de formules rudimentaires de base qui exprime le travail fait. La
variable de sortie doit étre posée égale a 1. Nous prenons la conjonction de toutes ces
formules, et nous obtenons une formule & p variables. Elle est codée par v. Considérons
le masque a«=1,2,...,n: nous ne gardons que les variables des portes d’entrée. La
fonction qui a u associe le couple (v, a) est une réduction de R & Rgpp, qui préservent les
solutions. (1

Lemme. Rgrr satisfait les conditions (1) a (3).

Démonstration. Les éléments relatifs 4 Rgrg sont notés avec I’indice 1. Tous les
masques sont triviaux (nous conservons toutes les variables). C’est pourquoi nous
omettons de les donner dans cette démonstration.

(1.1) bloc,,1 est le code de la formule x; =a.

(1.2) blocy, est le code de la formule x,, 1| = f(X).

(1.3) bloc,y est le code de 1a formule: r(¥) V (x,, +1=0). bloc_,; est le code de la
formule: —r(X)V (x4 +1=1) (1.4) bloc, est le code de la formule:

[(x1=0)V(xi=D]A[2=0) V(o= DIA[(x3=0)V (x3=1)]
A =1)Vx=1)Vxs=1)].

(2) Soient s1,...,s, les codes des formules rudimentaires S, ...,S,. Nous renommons
les variables de maniére a ce que les variables de S; soient numérotées de 1 a i, celles
de $> soient numérotées de i; + 1 a i, et ainsi de suite, jusqu’aux variables de S,, qui
sont numérotées de i,_; + 1 a i,. En faisant la conjonction de toutes les formules, nous
obtenons une nouvelle formule S, de code s, et qui a pour variables xj,...,x;,.

(3) Soit s le code de la formule rudimentaire S a p inconnues, et des entiers
ilyeeesdnsj1,-- -, jn compris entre 1 et Jongsol,(x). Une nouveile formule S’ est obtenue
en faisant la conjonction de S et des formules: x; =x; ...x;,=x;,. Elle est codée
par s’. O

Démonstration DU THEOREME. Les éléments relatifs a R sont notés avec l’indice R.

(1) Si R est universelle, alors R vérifie les conditions (1) a (3).

Soit f une réduction de Rgrr & R, et g une réduction de R & Rgrp, qui préservent les
solutions. Posons f(bloc;)=(z,a), ol o est un masque qui, appliqué aux solutions de
z pour R, donne les solutions de bloc| pour Rsgr, ¢’est-a-dire {0,1}* — {(0,0,0)}. 1l
nous suffit de prendre blocg =z, et ag = a( = oy (2) car «; est trivial). Nous définissons
de méme tous les blocs pour R. Comme ¢, est calculable, et a un temps de calcul
majoré indépendamment de a, et puisque f est calculable en temps polyndémial, alors
¢r est calculable, de temps de calcul majoré indépendamment de a.

Les constructions de cply et joinp demandent 1’utilisation des deux réductions f et
g. Cherchons, par exemple, a construire joing. Soient xi,...,x, des instances pour R.
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Soient: g(x;)=(y;, ;) pour i compris entre 1 et n, (y,9)=joini(y1,...,¥n), (x,0)=
f(»). Posons: S(i)= Z;-=1 longsol pp(y;) et B=ay,ap +S(1),..., %, +S(n — 1).

Les solutions pour R de x, projetées a travers les masques successifs d, y puis f,
sont les concaténées des solutions pour R des x;, pour k variant de 1 a n. Il nous suffit
donc de prendre A= fB(y(8)) et nous avons: joing(xy,...,x,)=(x,4). Nous pouvons
construire de maniére analogue cplp.

(2) Si R vérifie les conditions (1) a (3), alors R est universelle.

Pour montrer que R est universelle, il suffit de trouver une réduction f de Rgrr a R,
qui préserve les solutions.

Soit S une conjonction de m équations rudimentaires de base. Elle a n variables
libres. Nous cherchons un mot et un masque f tels que les solutions de u, relativement
a la résolution R, et projetées a travers 5, soient exactement les solutions de la formule
S. Pour cela, nous savons que nous pouvons considérer les formules de base une par
une, puis renommer les variables, coupler et joindre. Il suffit de faire quelques calculs
d’indices, omis ici.

Nous savons qu’il existe un masque « tel que la projection des solutions de blocyy g
a travers o soit M tout entier. Donc nous allons prendre autant de blociy g qu’il y a de
variables différentes, c’est-a-dire n. Puis, pour chaque formule x; =a, nous prenons un
bloc, g: sa solution, qui projetée a travers «, g est a, de longueur 1, sera couplée avec la
solution du bloc;y p qui est en i*™ position, et qui représente la variable x;. De méme,
respectivement pour chaque formule de base y= f(x), r(x)V(y=1), -rG)V(y=1)
et (x=1)V(y=1)V(z=1), nous prenons un blocs g, un bloc, g, un bloc_, z et un
blocg. La longueur de la projection de la solution d’un bloc, a travers le masque associé,
est Je nombre de variables de la formule de base correspondant. Nous couplons donc,
pour chaque variable, sa valeur dans cette solution avec sa valeur dans la solution du
blociq r associ€ a cette variable. Pour chaque formule de base (x =0)V (x=1), nous
prenons un blocg. En effet, nous savons qu’il existe un masque o de longueur 1 tel que
la projection des solutions de blocg a travers oy soit 0,1. Nous avons donc (m+n)
“blocs”, que nous pouvons calculer dans un temps qui ne dépend que linéairement
de (m+n). Par I’application successive des fonctions joing et cplg, nous déterminons
I’élément u. Il est de longueur polynomiale. C’est ’image de S par la réduction f
cherchée. R est donc une résolution universelle. [

Remarques

1. Ce théoréme est une généralisation du théoréme 4.4 de [1]. Dans cet article, les
auteurs considérent des calculs classiques qui, dans nos conventions, deviennent des
calculs dans la structure réduite aux booléens 0 et 1. Le critére (1) est réduit a (1.4),
c’est-a-dire a I’existence de bloc et de «, la définition de join est inchangée et dans
la définition de cpl, la condition s;, =s;, est remplacée par s;, #s5;,. Pourquoi n’avons
nous pas la méme définition de cp!? Parce que, dans le cas de [1], nous n’avons pas le
bloc de la fonction —. 1l faut écrire: x # y. Et pour pouvoir coupler par I’égalité deux
variables x et y, il suffit alors d’introduire une nouvelle variable z et d’écrire: x #z et
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z# y. Les variables booléennes ne pouvant prendre que les valeurs 0 et 1, nous avons
bien x=y. Dans le cas général, nous ne pouvons pas garder la définition de [1], car
P’ensemble de base de la structure M peut avoir un nombre infini d’éléments.

2. Dans certains cas, tous les “blocs” ne sont pas utiles, car ils peuvent étre obtenus
a partir d’autres “blocs” et a ’aide des fonctions de jonction et de couplage join et
¢pl. C’est en particulier le cas des corps ordonnés. Par exemple, la formule x =y est
équivalente a la conjonction des formules x=y+z et z=0. Nous n’avons donc pas
besoin de bloc_, non plus que de bloc, bloc, bloc-, bloc— et bloc.

3. Exemples de résolutions universelles

3.1. le cas booléen

Dans [1], les auteurs présentent plusieurs exemples de résolutions universelles dans
le cas standard. Ces résolutions sont les résolutions “naturelles” associées a certains
problémes:

— savoir si un graphe orienté posséde un sous-graphe hamiltonien,

— savoir si un graphe orienté posséde un ensemble dispersé de cardinal 7,

— probléme du sac a dos.

Mais si nous connaissons de nombreux problémes NP-complets standards, nous ne
pouvons pas en dire autant pour les autres structures.

3.2. Le cas de la structure (R, +, —, X, <)

3.2.1. Le probléeme 4-FEAS

Il apparait dans [2]: étant donné un polyndme réel F a n variables et de degré
au plus quatre, a-t-il un zéro? Ce probléme est NP-complet pour la structure du corps
ordonné des réels. Nous pouvons montrer de plus qu’il admet une résolution universelle.
Plagons-nous dans la structure (R, +, —, X, <). Le polyndome F est codé par f, liste
des coefficients de ses mondmes, qui est de taille polynomiale en n. Définissons la
résolution naturelle associée a 4-FEAS par: si @y,...,a, sont des réels, f Rya...a, si
et seulement si (ay,...,a,) est racine du polynome F. Montrons que cette résolution
est universelle. Le bloc, est le code de I’équation x =y +z, et le blocy est le code
de I’équation x = yz. D’aprés la deuxiéme remarque du paragraphe précédent, il est
inutile de chercher les autres “blocs”, car I’ensemble des réels est un corps ordonné.
Pour joindre des équations, nous ajoutons des variables de maniére a n’avoir plus que
des équations de degré deux. Puis nous sommons leurs carrés. Nous obtenons bien
une équation polyndmiale de degré au plus quatre. Pour coupler, il suffit d’ajouter a
I’équation la somme des (x; — x;,)*. Cela montre que R, est universelle.

3.2.2. Les réseaux neuronaux
Dans [6], I’auteur expose un probléme NP-complet. Nous allons montrer que nous
pouvons associer a ce probléme une résolution universelle.
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Un réseau de neurones est ici un graphe orienté fini, sans cycle orienté. Les som-
mets sont appelés neurones. Les neurones qui ne regoivent pas de fléches sont les
entrées, tandis que les neurones dont ne part aucune fléche sont les sorties. Chaque
aréte a un poids réel. A un réseau de neurones est associé le calcul suivant: au départ,
nous donnons a chaque entrée une valeur réelle. Au pas de calcul suivant, nous pou-
vons calculer la valeur que prend un neurone, si celui-ci ne regoit des fleches que
des neurones d’entrée. Considérons un neurone N, qui regoit n fléches, venant des
neurones Nj,...,N,. La fleche qui provient du neurone N;, qui a la valeur x;, a un
poids w;. Le neurone N prend alors la valeur Z;’zl wix;. Ainsi, de proche en proche,
et comme il n’y a pas de cycle orienté, nous pouvons calculer les valeurs prises par
tous les neurones du réseau. La sortie est le uple constitué¢ des valeurs des neurones
de sortie.

Nous appellerons architecture 4 la donnée d’un réseau dont les arétes sont étiquetées
par des variables. Une méme variable peut étiqueter plusieurs arétes. Pour un réseau
qui a n entrées et p sorties, une tiche T est un couple de R" x RP. Un réseau satisfait
la tache T =(a, b) si, aprés calcul sur ’entrée a, la sortie du réseau est b. Le probléeme
considéré, que nous appellerons P1, est le suivant:

Etant données une architecture A et une tiche T, pouvons-nous assigner aux variables
de A4 des valeurs réelles, de maniére a ce que le réseau obtenu satisfasse la tache T?

Nous pouvons immédiatement associer a ce probléme une résolution naturelle Ry:
(4, T)R W si le réseau d’architecture 4 avec les poids w satisfait la tache T'. Comment
représenter 4 par des uples de réels ? Nous pouvons coder le graphe de maniére
classique en binaire. La liste des poids w sera donnée dans 1’ordre des variables. Nous
pouvons maintenant montrer que R; est universelle en utilisant le théoréme. Tous les
masques sont triviaux. Nous omettons donc de les donner. Le signe “+” au dessus
d’un neurone indique que celui-ci calcule une somme linéaire.

Vérification de (1): les poids sont des réels, donc des éléments d’un corps ordonné.
bloc,: c’est le bloc de la formule w; =a.

La tache est 7= (1)(a) et I’architecture est:

+
wl -

bloc,: c’est le bloc de la formule w; + w, = w;.
La tache est 7=(1; —1)(0) et ’architecture est:

wl

(1 e
+
w3 o

blocy: c’est le bloc de la formule wyw; =ws.
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La tache est T=(1;—1)(0) et 1’architecture est:

O——C

w3

Pour joindre, il suffit de juxtaposer les réseaux, en ayant pris soin de renommer les
poids, et de concaténer les entrées et les sorties des taches.
Pour déterminer cpl(x,(i,...,iz),(Ji,-..,Jn)), il faut juxtaposer & x les réseaux, pour

k compris entre 1 et n:
o

I1 ne reste alors plus qu’a concaténer avec n taches 7 = (1; —1)(0), de la méme maniére
que pour la fonction join.

3.3. Le cas de la structure (R,+,—, <)

Nous allons considérer un réseau de neurones, qui différe un peu du précédent. Les
neurones qui ne sont pas des entrées peuvent étre de deux natures différentes: somme
linéaire ou test linéaire. Au cours d’un calcul, si un neurone “somme linéaire” regoit n
fiéches, venant des neurones Ny,...,N,, ayant les valeurs xi,...,x,, et avec des poids
Wi,..., Wy, alors il prend la valeur ., w;x;. Si le neurone effectue un test linéaire, il
prend la valeur 1 si 3, | wx; >0 et 0 sinon. De plus, certains poids peuvent étre fixés,
dans I’architecture, et non plus variables, Dans ce cas, ils doivent étre égaux a | ou a
—1. En particulier, tous les poids des arétes ne partant pas d’un neurone entrée doivent
étre fixés. Ceci permet d’éviter d’avoir a effectuer une multiplication entre deux réels
quelconques. Une architecture est maintenant composée d’un graphe, de la nature des
neurones qui le composent, ainsi que des poids fixés a 1’avance, et des variables pour les
autres poids. Une méme variable peut étiqueter plusieurs fleches. La tache T est définie
de méme que précédemment, mais avec une condition supplémentaire: les éléments du
uple de ’entrée doivent étre choisis parmi les réels 1 et —1. Le probléme est alors le
suivant: étant données une architecture 4 et une tiche T, pouvons-nous assigner des
valeurs réelles aux variables, de maniére a ce que le réseau obtenu satisfasse la tache
77

La résolution naturelle associée a ce probléme est définie comme dans le cas
précédent. Une fois les valeurs des poids du réseau fixées, nous pouvons vérifier en
temps polyndmial qu’il vérifie la tiche. En effet, nous n’avons pas a effectuer de véritables
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multiplication. Montrons que la résolution est universelle. Les “blocs” des formules
x=a, ainsi que bloc,, sont les mémes que précédemment. Nous pouvons également
joindre et coupler de la méme maniére. Nous en déduisons les “blocs” de la soustraction
et de I'identité. I! nous reste a trouver les “blocs” de 1’égalité et de la relation d’ordre.
Par exemple, la formule (x < y) V (z=10) est vraie si et seulement si au moins deux
des tests suivants ont une réponse positive: y —x>0, z>0 et —z>0. Cela équivaut a:
la somme des réponses a ces tests, moins deux, est positive ou nulle.

Tous les neurones des “blocs” suivants sont des tests linéaires (notés >=):

bloc<: c’est le bloc de la formule (w; <w;) VvV (z=0).

La tache est T=(1; —1)(0) et 1’architecture est:

bloc_<: c’est le bloc de la formule (w; >w;)V (y=1).
La tache est 7 =(1; —1)(0) et ’architecture est:

>=
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bloc-: c’est le bloc de la formule (w; =w;) V (y=0).
La tache est T =(1; —1)(0) et I’architecture est:

D=
«
1

blocy: c’est le bloc de la formule (w) #w,)V (z=1).
La tiche est 7 =(1; —1)0) et ’architecture est:
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bloc: c’est le bloc de la formule (x=1)V (y=1) vV (z=1). Il faut imposer que les
trois variables soient booléennes, et que leur disjonction soit égale a 1.
La taiche est T=(1;—1;1;—1;1;—1;1; —1)(0;0;0; 0) et ’architecture est:

3.4. Les contre-exemples

A tout probléme NP-complet, 4, auquel est associée une résolution R universelle,
nous pouvons facilement associer une résolution R’ non universelle. Nous définissons
R’ par: 5157 est solution de x pour R’ si et seulement si s; ou s; est solution de x
pour R. Or R’ n’est pas universelle: bloc, n’existe pas. En effet, si 5, est une solution
de x pour R, et si 51 est quelconque, s15; est une solution de x pour R'. Or, si «,
est compris entre 1 et longsol(x), c’est un élément s;, de s; qui est projeté, donc
n’importe quel élément de M. Nous avons alors: o,(solr (bloc,)) =M, ce qui apporte
une contradiction dés que M a plus de deux éléments. De méme si a, est compris
entre longsol(x) + 1 et 2longsol(x). Donc bloc, n’existe pas.

Dans [1], Agrawal et Biswas posent, pour le cas classique, le probléme de savoir si
tout probléme NP-complet posséde une résolution universelle. Ils affirment que nous
avons, le cas échéant, P# NP, mais que méme en supposant ceci, la question reste
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difficile. Par contre, nous pouvons facilement donner des exemples de structures M avec
des problémes NP-complets qui ne possédent pas de résolution universelle. D’aprés la
proposition 7.2 de [5]: dans toute structure de langage relationnel fini et qui élimine les
quanteurs, le probléme de satisfaisabilité des formules sans quanteurs et sans paramétres
est un probléme booléen NP-complet. Un ensemble infini muni de la seule relation
d’égalité est une telle structure. Montrons qu’une résolution R associée a un probléme
NP-complet booléen 4 dans une structure infinie M ne peut satisfaire I’existence de
tous les bloc,. En effet, nous savons qu’il existe une fonction ¢, qui a a associe bloc,
et a,, calculable, de temps de calcul majoré par m, indépendamment de a. Tous les
bloc, sont donc des mots booléens de taille majorée par m. L’ensemble des bloc,
est donc fini. Or M est infini et les bloc, sont tous ditincts. Nous avons donc une
impossibilité. Donc R n’est pas universelle. Nous avons bien un probléeme NP-complet
auquel ne peut étre associée aucune résolution universelle.
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