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Probleme 1.

1. Soit T la Lg,-théorie de (Z,0,+). Montrer par une inclusion non-élémentaire de
modeles que T n’est pas modele-complete.

2. Pour n > 2 soit D,(x) un prédicat unaire interpreté comme divisibilité par n.
Donc D,(z) < Jyy + ---+y = x (somme de n termes). Soit 7" la théorie de
(Z,0,+) dans le langage enrichi par tous les D,,.

(a) Montrer que dans deux modeles w-saturés M et Nde T",sim € M etn € N
sont deux uples qui satisfont les mémes formules atomiques, alors pour tout
m € M ilyan € N tel que mm’ et nn' satisfont les mémes formules
atomiques.

(b) En deduire que 7" élimine les quanteurs, et est modele-complete.

Probleme 2. Soitent T" et T’ deux théories dans un méme langage.

1. Montrer que si T et T” ont les mémes conséquences universelles, alors tout modele
de T se plonge dans un modele de T”, et réciproquement.

2. Montrer que si T' consiste d’axiomes de la forme V3, alors toute réunion d’une
chaine (non nécessairement élémentaire) de modeles de 7" est encore un modele de
T.

3. Supposons que T soit formée d’énoncés V3 ou IV, et que T’ soit I'ensemble des
énoncés V3 impliqués par 7. Montrer que si toute réunion d’'une chaine (non
nécessairement élémentaire) de modeles de T' est encore un modele de T', alors T’
et T' sont équivalents.

(Indication: Prendre un axiome ¢ de T' qui n’est pas conséquence de 7" et poser
T" :=T"U{—p}. Montrer que 1. est appliquable a T, 7" et 2. est appliquable a
T". Conclure avec un argument de chaine.)

Probleme 3. Eliminer les quanteurs dans les formules suivantes
(a) YoIrvr® +yzr+2=0 (b) FwVzvr? +yr+z2=0

dans les corps algébriquement clos, et dans les corps réel clos.



