Les théoremes d’incomplétude de Godel

Alexandre Miquel

On se propose de présenter la démonstration des deux théoremes d’incomplétude
dis au logicien Kurt Godel [3, 5], dont les énoncés sont les suivants :

Premier théoréeme d’incomplétude. — Si .7 est une théorie du premier
ordre cohérente, récursivement axiomatisable et contenant I’ arithmétique
de Robinson (PA"), alors 7 est incompléte, en ce sens qu’il existe une
formule close G dans le langage de 7 telle qu’aucune des formules G
et =G n’est conséquence des axiomes de 7.

Second théoréme d’incomplétude. — Si .7 est une théorie du premier
ordre cohérente, récursivement axiomatisable et contenant I’ arithmétique
de Peano (PA), alors la formule « Cons7 » (qui dans le langage de 7
exprime la cohérence de la théorie 7)) n’est pas une conséquence des
axiomes de 7.

Les termes utilisés dans ces énoncés seront précisés au fil des pages qui viennent.

Survol de la démonstration

La démonstration des théoremes d’incomplétude de Godel ne présente pas de dif-
ficulté majeure sur le plan conceptuel, mais elle repose sur des codages et des lemmes
techniques dont la lourdeur (malheureusement inévitable dans un tel cadre) peuvent
rendre la preuve completement inintelligible. Pour cette raison, nous allons d’abord
effectuer un survol de la démonstration, en mettant de c6té les détails techniques sur
lesquels on reviendra plus loin.

La premieére mise en abyme : la numérisation

Le premier théoreme d’incomplétude de Godel repose sur 1’observation que toutes
les structures syntaxiques de I’arithmétique de Peano (PA) — les termes, les formules
et les démonstrations — sont des structures de données finies qui peuvent étre repré-
sentées par des entiers naturels a I’aide d’un codage approprié. Cette observation, qui
n’était déja pas nouvelle a I’époque de Godel, nous est aujourd’hui familiere car I’in-
formatique nous a habitués au fait que toutes les données que nous manipulons sur nos
ordinateurs (les textes, les programmes, les bases de données, et méme les images et
les sons) sont représentées dans les entrailles de la machine par des suites finies de 0 et
de 1. Et qu’est-ce qu’une suite finie de 0 et de 1 sinon un entier naturel écrit en base 2 ?

L’intérét d’une telle numérisation des structures syntaxiques de 1’arithmétique (i.e.
des termes, des formules et des démonstrations) réside dans le fait qu’elle nous permet



d’exprimer les propriétés formelles de ces structures (une fois qu’on les a représen-
tées par des entiers naturels) dans le langage méme de 1’arithmétique, et de raison-
ner sur ces structures dans 1’arithmétique formelle. La démonstration du théoreme de
Godel procede donc d’une véritable mise en abyme, dans laquelle on construit des
formules (syntaxiques) qui parlent des formules (numériques) et des démonstrations
(syntaxiques) qui établissent les propriétés des démonstrations (numériques).

Les fonctions récursives et leur représentation

Formellement, on numérise ainsi I’arithmétique en définissant un codage ¢ — "¢’
(injectif) qui a chaque expression syntaxique e de I’arithmétique (un terme, une formule
ou une démonstration) associe un entier naturel noté “e’. La difficulté ne réside pas
dans la définition du codage lui-méme, mais dans le fait que chaque opération sur la
syntaxe doit ensuite &tre représentée par une formule dans le langage (rudimentaire)
de I’arithmétique. Par exemple, on devra représenter la substitution A{x := ¢} par une

formule arithmétique Subst(a,v,b,a’) exprimant que

« a est le code d’une formule A, v est le code d’une variable x, b est le code
d’un terme ¢, et a’ est le code de la formule A{x := ¢} »

(Et ainsi de suite pour toutes les autres opérations.)

Pour cela, on procede en deux temps.

D’abord, on définit le codage de telle sorte que toutes les opérations de construction
et de destruction des expressions syntaxiques correspondent (a travers le codage) a
des fonctions récursives. C’est pour cette raison qu’on ne peut pas se contenter d’une
énumération arbitraire des expressions, et qu’il nous faut un véritable codage. Une
fois le codage défini, il est facile de vérifier que toutes les autres opérations sur la
syntaxe (comme par exemple la substitution) peuvent étre elles-aussi définies (du coté
des entiers) a I’aide de fonctions récursives. De méme, on doit s’assurer que la fonction
qui teste si un entier est un code de démonstration est également une fonction récursive,
et c’est la raison pour laquelle on doit se restreindre aux théories récursives, c’est-a-dire
aux théories .7 telles que I’ensemble des codes des axiomes de .7 est récursif.

Ensuite, on démontre un théoreme de représentation, qui exprime que le graphe de
chaque fonction récursive peut étre représenté par une formule du langage de 1’arith-
métique (en un sens qui devra étre précisé). De la sorte, on obtient toutes les formules
qui permettent d’exprimer les opérations désirées.

Le paradoxe du menteur

Le cceur de la démonstration du premier théoreme d’incomplétude réside dans la
construction (par un procédé de diagonalisation assez standard) d’une formule close G
telle que

G = -3z Dem(z,"G"),

ol Dem(d,a) est la formule arithmétique qui exprime que d est le code d’une dé-
monstration de la formule représentée par le code a, et ot "G" désigne le code de la
formule G elle-méme. En substance, la formule G nous dit donc : « je ne suis pas dé-
montrable ». On retrouve 1a I’idée du paradoxe du menteur (« je mens ») transposée a
la logique, et il est fort possible que Gddel ait construit la formule G dans I’espoir de
dériver une contradiction dans 1’arithmétique.

Cependant, la formule G ne conduit pas (du moins pas directement) a une contra-
diction, car elle ne parle pas de vérité (« je ne suis pas vraie ») mais de prouvabilité



(« je ne suis pas démontrable »). Cette limitation vient du fait que, contrairement a la
prouvabilité, la notion de vérité n’est pas définissable a 1’aide d’une formule de I’arith-
métique. (C’est un résultat classique dii a Tarski, et dont la démonstration est en fait
calquée sur celle du théoreme de Godel.) Grace a cette subtile différence, on évite la
contradiction, mais on vérifie sans trop de difficulté que si I’arithmétique est cohérente,
alors la formule G ne peut pas étre démontrée dans la théorie, de méme que sa négation.
(Dans le second cas, on a besoin d’une hypothese un peu plus forte que la cohérence,
sur laquelle on reviendra par la suite.) Voila pour le premier théoréme.

Précisons qu’il n’est pas nécessaire de chercher a comprendre le sens de la fameuse
formule G, car cette formule a précisément été construite (de maniere treés artificielle)
pour n’avoir aucun sens, du moins pas tel qu’on I’entend ordinairement en mathéma-
tiques. Intuitivement, la formule G ne parle plus vraiment des entiers, elle ne parle que
d’elle-méme. Si cette formule n’est pas décidable dans le systeme formel de 1’arithmé-
tique, c’est sans doute parce qu’elle n’énonce pas grand chose de plus que du bruit !.

La portée du premier théoreme

Si la formule G en elle-mé&me n’a pas grand intérét, son existence est en revanche
tres instructive, a la fois philosophiquement et techniquement.

Sur le plan philosophique, I’existence de la formule G montre que méme un sys-
teme formel défini de la maniere la plus rigoureuse qui soit est tout-a-fait capable d’en-
gendrer du bruit, c’est-a-dire des formules qui ne parlent plus vraiment des objets que
le systeme formel est censé décrire. (D’ou leur indécidabilité.) Autrement dit, la ri-
gueur et le formalisme de la méthode axiomatique ne nous protegent pas totalement
contre la production de non-sens.

Sur le plan technique, on peut démontrer que la formule G est impliquée par cer-
taines formules arithmétiques qui, pour le coup, sont tres intéressantes, et méme prou-
vables dans des théories strictement plus fortes que 1’arithmétique. L’ archétype d’une
telle formule est la formule « C'onsPA » qui exprime (dans le langage de I’ arithmétique,
et a travers le codage des formules et des démonstrations dans les entiers) que 1’arith-
métique de Peano est cohérente. (La preuve de I’implication ConsPA = G constitue
en effet le coeur de la démonstration du second théoreme d’incomplétude.) Or il est
clair que si une implication de la forme A = G est démontrable dans 1’arithmétique
(ot G est la formule indécidable de Godel), alors la formule A ne peut pas non plus
étre démontrée dans I’arithmétique.

Cette méthode nous permet donc d’entrevoir les limites de I’arithmétique formelle,
en nous donnant des exemples de formules arithmétiques qu’on sait démontrer dans des
systemes plus puissants (par exemple la théorie des ensembles), mais qu’on ne peut pas
démontrer dans PA. (Par exemple, la formule ConsPA est démontrable dans la théorie
des ensembles de Zermelo-Fraenkel, et méme dans des systemes formels beaucoup
moins puissants.)

La seconde mise en abyme : I’internalisation

Le premier théoreme d’incomplétude de Godel établit donc que :

Si Uarithmétique est cohérente, alors G n’est pas démontrable.

1. La production de bruit est une conséquence fréquente de 1’abus du procédé de mise en abyme. Il suffit
de penser a la webcam qui filme le moniteur branché a la webcam, ou au micro qui enregistre le haut-parleur
branché au micro, qui est a 1’origine du fameux effet Larsen. De fait, on peut légitimement considérer la
formule G comme une forme d’effet Larsen en logique.



L’examen approfondi de cette démonstration (effectuée en dehors de 1’arithmétique)
montre qu’elle n’utilise aucun principe de raisonnement qui ne soit arithmétisable. On
peut donc procéder a une seconde mise en abyme, en reconstruisant la démonstration
du premier théoreme d’incomplétude a [’intérieur du systeme formel de 1’arithmétique.
Evidemment, ce processus de reconstruction nécessite de remplacer chaque énoncé par
sa version numérisée : I’énoncé « I’arithmétique est cohérente » est remplacé par la
formule « ConsPA » tandis que 1’énoncé « G n’est pas démontrable » est remplacé par
la formule « =3z Dem(z, "G") ». On obtient ainsi une démonstration formelle, dans
I’arithmétique de Peano, de la formule

ConsPA = -3z Dem(z,"G")
c’est-a-dire précisément une démonstration de I’implication
ConsPA = G.

Comme on sait que la formule G n’est pas démontrable dans 1’arithmétique (sous
I’hypothese que I’arithmétique est cohérente), la formule ConsPA ne peut donc pas
non plus étre démontrée dans I’arithmétique. Autrement dit, I’arithmétique ne peut pas
démontrer sa propre cohérence... sauf si elle incohérente, auquel cas elle peut évidem-
ment démontrer tout et n’importe quoi !

Les hypotheses des deux théoremes d’incomplétude

Une analyse de la preuve du premier théoréme d’incomplétude montre qu’elle
n’utilise en réalité qu’un tout petit fragment de I’arithmétique de Peano, essentielle-
ment celui qui est nécessaire pour établir le théoréeme de représentation. Ce fragment,
qu’on appelle I’arithmétique de Robinson (PA’), est le fragment qui permet d’exprimer
toutes les propriétés calculatoires des entiers standard. Formellement, I’arithmétique
de Robinson est définie en supprimant toutes les instances du schéma de récurrence
sauf une, a savoir celle qui permet de démontrer que tout entier est soit nul, soit le suc-
cesseur d’un autre entier. Dans I’arithmétique de Robinson, on peut encore démontrer
que toutes les additions commutent (2 + 3 = 3+ 2, 42 + 18 = 18 + 42, etc.) mais pas que
I’addition est commutative en général (Vo Vy (z +y = y + x)).

Gréce a cette remarque, il est possible d’établir le premier théoreme d’incomplé-
tude pour I’arithmétique de Robinson (PA”), et plus généralement pour n’importe quelle
théorie .7 qui est une extension récursive de 1’arithmétique de Robinson. (Ce qui est
le cas de I’arithmétique de Peano.) On notera que 1’hypothese selon laquelle la théo-
rie .7 est récursive est essentielle, car c’est elle qui permet d’appliquer le théoréme de
représentation a la fonction testant si un entier est le code d’une démonstration correcte
dans .7. Par ailleurs, I’arithmétique (de Robinson ou de Peano) a des extensions non
récursives qui sont completes, ainsi que le montre la preuve du théoréme de complé-
tude de la logique du premier ordre — un autre résultat fameux d a Godel.

Si la preuve du premier théoréme d’incomplétude n’utilise pas le schéma de récur-
rence interne (i.e. de I’arithmétique formelle, numérisée), elle utilise en revanche a tour
de bras les récurrences externes : inductions structurelles sur les termes, les formules
et les démonstrations, ne serait-ce que pour définir le codage et montrer ses propriétés.
Lorsque la preuve du premier théoréme d’incomplétude est a son tour internalisée dans
I’arithmétique (lors de la seconde mise en abyme), ces récurrences se retrouvent donc
au niveau interne, et c’est pourquoi le second théoréme d’incomplétude ne vaut que
pour les théories récursives contenant toute 1’arithmétique de Peano (PA).



1 L’arithmétique de Peano (PA)

Dans ce qui suit, on ne s’intéresse qu’aux théories du premier ordre définies sur le
langage de I’arithmétique (cf section 1.1).

1.1 Le langage de ’arithmétique

Les termes (notation : ¢, u, etc.) et les formules (notation : A, B, C, etc.) du langage
de I’arithmétique (noté L) sont définis par la grammaire suivante :

Termes tbu = x | 0 | s(t) | t+u | txu

Formules AB = t=u | 1 | A=DB
| AAB | AvB | vVzA | 3FzA

On adopte ici le point de vue suivant lequel les termes et les formules sont des arbres
finis dont les noeuds sont étiquetés par des symboles qui comprennent :
— les symboles de variables (notés x, y, z, etc.) que I’on suppose donnés en nombre
infini dénombrable ;
— le symbole de constante 0 (« zéro »), le symbole de fonction unaire s (« succes-
seur »), et les symboles de fonction binaires + (« plus ») et x (« fois ») ;
— le symbole de prédicat binaire = (« égale ») ;
— la constante propositionnelle 1 (« absurde ») et les connecteurs binaires = (« im-
plique »), A («et») etV («ou»);
— les quantificateurs V (« pour tout ») et 3 (« il existe »).
Cette convention nous dispense en particulier d’introduire des symboles supplémen-
taires « ( » et « ) » a des fins de parenthésage. On continuera cependant d’écrire les
termes et les formules de maniere linéaire, avec toutes les parentheses nécessaires pour
prévenir les ambiguités de lecture.

Opérations sur les termes L’ensemble des variables (libres) d’un terme ¢ est noté
FV(t). (On rappelle que dans un terme, toute occurrence d’une variable est nécessai-
rement une occurrence libre.) On dit que le terme ¢ est clos lorsque F'V (t) = & ; sinon
on dit que t est ouvert.

Si ¢, u sont des termes, et si 2 est une variable, on note t{x = u} le terme obtenu
en substituant le terme u a chaque occurrence (libre) de la variable = dans le terme ¢.
(La définition de cette forme de substitution ne présente aucune difficulté car elle ne
nécessite aucun renommage. )

Enfin, on note 1 = s(0), 2 = s(1), 3 = s(2), etc. et plus généralement, on associe a
tout entier naturel n le terme clos n défini par

n = s"0) = s(-s(0)-).

Opérations sur les formules La manipulation des variables est plus délicate dans
les formules que dans les termes, car celles-ci peuvent contenir des quantifications
(Vz, 3x) qui rendent muette la variable x sur laquelle elles portent. On doit donc en
permanence distinguer dans une formule les occurrences de variables qui sont liées (i.e.
qui figurent dans le scope d’une quantification portant sur la méme variable) de celles
qui sont libres (i.e. qui ne figurent dans le scope d’aucune quantification portant sur la



méme variable), en faisant attention au fait qu’une méme variable peut avoir a la fois
des occurrences libres et des occurrences liées dans une méme formule.

L’ensemble des variables libres d’une formule A est noté F'V (A), tandis que I’en-
semble de ses variables liées est noté BV (A). On dit que la formule A est close
lorsque F'V(A) = @; sinon on dit que A est ouverte.

Etant données deux formules A et A’, on écrit A =, A’ lorsque les formules A
et A’ sont a-équivalentes, ¢’ est-a-dire lorsque ces deux formules se déduisent 1’une de
I’autre par un renommage de certaines de leurs variables liées. On ne donnera pas la
définition formelle de la relation d’a-équivalence ni de la notion de renommage (ces
deux notions sont en effet assez délicates a définir formellement), et le lecteur intéressé
pourra se reporter a [1] pour une présentation détaillée.

Enfin, si A est une formule, = une variable et w un terme, on note A{z := u} la
formule obtenue en substituant le terme w a chaque occurrence libre de la variable x
dans la formule A. On notera que cette opération de substitution nécessite de procéder
a des renommages de variables liées dans la formule A afin d’éviter qu’une variable
libre du terme w ne soit capturée par une quantification sur le méme nom de variable
dans la formule A. On trouvera dans [1] une définition formelle de cette opération.

Abréviations La négation (~A) et I’équivalence logique (A < B) sont définies dans
le langage de I’arithmétique a travers les abréviations

-A=A=1
A< B = (A= B)A(B=A4)

de mé&me que la formule 3!z A (« il existe un unique x tel que A ») :
iz A = Jz(AAVz(A{z =2} = z=1)) (z¢ FV(A))

La relation d’ordre = < y (au sens large) et la relation d’ordre strict z < y sont quant a
elles définies par

t<u = z(t+z=u) (z¢ FV(t) U FV(u))
t<u = s(t)<u = Fz2(s(t)+z=u) (z¢ FV(t) U FV (u))

Enfin, on utilisera les abréviations

t+u = =(t=u), tfu = =(t<u), ttu=-(t<u).

1.2 Le systeme de déduction

Il existe de nombreux systemes de déduction capturant la notion de conséquence
logique (au sens du calcul des prédicats classique), dont les plus connus sont le sys-
teme de déduction de Hilbert, la déduction naturelle classique et le calcul des séquents
de Gentzen. On choisit ici d’utiliser la déduction naturelle classique (avec contextes
explicites), qui est un bon compromis entre la commodité d’utilisation (pour écrire des
démonstrations formelles) et la facilité de codage (cf section 4.6).

Formellement, on appelle un contexte toute liste (éventuellement vide) de formules
notée I' = Ay,..., A,. Les notations FV(T") et I'{x := u} sont étendues aux contextes
en posant :

FV(Ai,...,A,) = FV(A1))u--UFV(4,)
(Aq,...,Ap){z =u} A{x:=u},..., Ap{x = u}.



Un séquent est un couple (I'; A) noté " + A, ot I est un contexte (i.e. le subsé-
quent) et ou A est une formule (i.e le conséquent). Intuitivement, le séquent I + A
exprime que la formule A est conséquence logique des hypotheses I'.

Les séquents se déduisent les uns des autres a I’aide des 14 regles d’inférence don-
nées dans la Fig. 1. Chacune de ces regles est de la forme

S, - S,
S

ou le séquent S est la conclusion de la régle et ou les séquents S, ...,.S, sont ses
prémisses. Certaines regles (la regle Axiome, la régle d’introduction du V et la regle
d’élimination du 3) comportent une condition de bord (figurant a droite de la regle) qui
en restreint la portée. Par exemple, la régle Axiome n’est utilisable qui si la formule A
apparait dans la liste I" des hypotheses, tandis que la régle d’introduction du quantifi-
cateur universel n’est utilisable que si la variable x n’a pas d’occurrence libre dans le
contexte I' (intuitivement : x désigne un objet quelconque).

(Axiome, 1) -4 r-A

I''A+B '-A=B TrA

(=) T-A=B I-B
I'-A I'B TrArB TrAAB
(n) I'-AAB I'+A TrB
T A rep TrAvB T,ArC T,BrC
(v) 'rAvB T'rAvB bre
T4 BS7Y
(v) Trvea VO DA
(3) '-Af{z:=t} T'+3z,A T,A+B (2¢FV (T, B))
-3z A I'eB ) |

FIGURE 1 — Les regles d’inférence de la déduction naturelle classique

Les enchainements d’inférences sont alors disposés sous forme d’arbres de dériva-
tion, dont la racine est traditionnellement placée en bas et les feuilles en haut. Formel-
lement, on appelle un arbre de dérivation (ou une dérivation) tout arbre fini étiqueté
par des séquents tel qu’a chaque noeud de cet arbre, si S désigne 1’étiquette de ce nceud
etsi Py, ..., P, désignent respectivement les étiquettes des n fils de ce nceud, alors les
séquents S (la conclusion) et Py, ..., P, (les prémisses) sont reliés entre eux par I’'une
des 14 regles d’inférence de la Fig. 1 (en respectant la condition de bord s’il y a lieu).

On dit alors qu’un séquent I' - A est dérivable s’il existe un arbre de dérivation
dont ce séquent est la racine.



1.3 La notion de théorie

On ne s’intéresse ici qu’aux théories du premier ordre construites sur le langage de
I"arithmétique. Dans ce cadre, une théorie 7 est essentiellement un ensemble (fini ou
infini) de formules closes, qu’on appelle les axiomes de 7.

Une théorie 7 permet de déduire un certain nombre de théorémes par voie de
conséquence logique. Formellement, on appelle une démonstration de la formule A
dans la théorie .7 toute dérivation D dont la conclusion est de la forme I' - A, ou T’
est un ensemble (fini) d’axiomes de 7. Lorsqu’une telle démonstration existe, on dit
que A est un théoréme de .7, ce que I’on note . + A.

On dit que la théorie .7 est incohérente lorsque la formule 1 est un théoréme de .7
ou, ce qui revient au méme, lorsque toute formule A est un théoréme de 7. Dans le
cas contraire, on dit que la théorie 7 est cohérente.

1.4 La théorie de I’égalité (&)

On appelle la théorie de I’égalité (sur le langage de I’arithmétique) et on note & la
théorie dont les 7 axiomes sont les suivants :

(E1) Vo (z=1x)

(E2) VeVyVz(x=yrz=z=>y=2)
(E3) Vo Vy (z=y = s(z) =s(y))
(E4) VeVyVz(x=y=>x+2=y+2)
(E3) VeVyVz(x=y=>z+x=2+y)
(E6) Ve VyVz (x=y=>axx2=yx2)
(E7) Ve VyVz (x=y=2xx=2x7Y)

L’axiome (E1) exprime que I’égalité est réflexive, et la conjonction de (E1) et de (E2)
permet de dériver que I’égalité est symétrique et transitive :

Erzr=y=>y=2x
Err=yry=z=>x=2

(11 s’agit donc d’une relation d’équivalence dans la théorie &.)

Par ailleurs, 1’axiome (E3) exprime que la fonction successeur est compatible avec
la relation d’égalité, tandis que les axiomes (E4)—(E7) expriment que 1’addition et la
multiplication sont toutes les deux compatibles (a gauche et a droite) avec 1’égalité. De
ces axiomes on peut tirer le principe de remplacement de Leibniz, a savoir le schéma
de théoremes

Erax=y = (A{z=2} = A{z:=y})

ol A désigne n’importe quelle formule du langage. (La démonstration de ce principe
est construite par récurrence sur la structure de la formule A.)



1.5 L’arithmétique de Peano (PA)

L arithmétique de Peano, notée PA est la théorie obtenue en ajoutant a la théorie de
I’égalité (&) les six axiomes ci-dessous

(PATL) Vy (0+y=y)

(PA2) Va Yy (s(x) +y=s(z+y))

(PA3) Vy (0xy=0)

(PA4) Vo Yy (s(z) xy = (z xy) +y)

(PA5) Vo Yy (s(z) =s(y) =z =y)

(PAG) Va (s(z) #0)

ainsi que les axiomes de récurrence

(PAT) Va12, (A{z =0} AV (A= A{z:=s(z)}) = Vz A)
pour chaque formule A de variables libres z, 21, . . ., z,.

Expressivité de ’arithmétique de Peano Bien que son langage soit rudimentaire,
I’arithmétique de Peano est une théorie tres expressive qui permet de démontrer les pro-
priétés élémentaires de 1’addition et de la multiplication (associativité, commutativité,
éléments neutres, distributivité, etc.), de I’ordre (réflexivité, transitivité, antisymétrie et
totalité) et de 1’ordre strict. On notera en particulier que le principe de récurrence forte

PA - Vo (Vy(y<z= A(y)) = A(x)) = Vr A(z)
et la propriété de bon ordre
PA + 3z A(z) = Jx(A(x) AVy (A(y) >z <y))

sont tous les deux prouvables dans PA (pour toute formule A(x)).

Les théoremes de I’ arithmétique de Peano ne se limitent pas aux propriétés élémen-
taires mentionnées ci-dessus, mais concernent également les propriétés de la divisibi-
lité et de I’ arithmétique modulaire (division euclidienne, théoreme de Bézout, théoreme
des restes Chinois, etc.) de méme que les propriétés des nombres premiers, en utilisant
I’abréviation

Prim(z) = v#1AVyVz(z=yxz=>y=1vz=1).

On notera cependant que la formalisation de ces résultats dans PA nécessite un
certain travail d’adaptation, tant au niveau de 1’énoncé que de la démonstration. Ainsi
on énoncera le théoréme d’Euclide (« il existe une infinité de nombres premiers ») sous
sa forme originelle

Va Iy (y >z A Prim(y)),

et on construira la démonstration de ce théoreme en vérifiant successivement que les
formules suivantes sont démontrables dans PA :
1. Vo (z > 2= Jy(Prim(y) Aylz))
2. Vedy(yz0avVa' (1<’ na’ <ax = a'ly))
3. VaVy(y#0ava' (1<a/ ' <z =a'ly)
= Vz (Prim(z) A 2|s(y) = x < z))
(On notera que par rapport a la démonstration traditionnelle, le produit des nombres

premiers inférieurs ou égaux a x est remplacé par un nombre y divisible par tous les
entiers de 1 a z, qui fait tout aussi bien 1’affaire.)



1.6 Le modéle standard

On appelle le modele standard de 1’arithmétique la L-structure (ot £ désigne le
langage de I’arithmétique) dont le domaine est I’ensemble IN des entiers naturels, et
dans laquelle chaque symbole de £ est interprété de la maniere évidente (le symbole O
par ’entier 0, le symbole s par la fonction n — n + 1, etc.) Par abus de langage, cette
L-structure formée sur 1’ensemble IN est encore notée IN.

Formellement, on associe a chaque terme clos ¢ du langage £ un entier naturel noté
Val(t) et appelé la valeur du terme ¢. Cette valeur est définie par récurrence sur la
structure de ¢ a I’aide des équations :

Val(0) = 0 Val(t +u) = Val(t) + Val(u)
Val(s(t)) = Val(t) +1 Val(t x u) = Val(t)Val(u)

On notera en particulier que Val(m) = n pour tout n € IN.
On définit ensuite la relation de satisfaction IN = A (ou A est une formule close),
qui exprime que la formule A est vraie dans le modele standard :

Définition 1 (Satisfaction d’une formule dans le modéle standard) — La relation
de satisfaction IN £ A (out A est une formule close) est définie par récurrence sur le
nombre de quantificateurs et de connecteurs de la formule A en posant :

I. Net=u ssi Val(t) =Val(u);

IN# 1

N=A=DB ssi IN# AoulNE B;

NeAAB ssi INeAetiNEe B;

NeAvB ssi NeAoulNEB;

INEVzA ssi pourtoutnelNonalNE= A{z:=7};
IN=3Jxz A ssiilexisten €N tel que IN = A{z :=7}.

Nk »D

On vérifie d’abord que chaque axiome de Peano est vrai dans le modele standard :
Proposition 1 — Si A est un axiome de PA, alors IN = A.

D’ou il s’ensuit que toute formule prouvable dans 1’arithmétique de Peano est vraie
dans le modele standard :

Proposition 2 — Si A est une formule close telle que PA +~ A, alors IN = A.

Démonstration. On commence par démontrer (par récurrence sur la structure de la
dérivation) que si le séquent A4,..., A, ~ B de variables libres z1,. ..,z est déri-
vable, alors pour tous ny,...,ng € IN tels que IN = A;{x; := ;... ;2 := Tg } (pour
i€[l.p]),onalN = B{xy :=7y;...;z) := Tig }. La proposition découle de ce résultat
d’apres la Prop. 1 et la définition de la prouvabilité dans PA. O

Une définition infinitaire Par construction, la relation de satisfaction IN = A (dans
le modele standard) effectue une véritable traduction de la formule close A dans le
langage de la « théorie ambiante » 2, en donnant aux symboles qui figurent dans A leur
signification usuelle dans I’ensemble des entiers naturels. Par exemple, 1’énoncé

IN = Va 3y 3ys (Prim(y1) A Prim(y2) Ay1 +y2 =2 x z +4)

2. C’est a dire la théorie (au sens intuitif) dans laquelle on se place pour raisonner sur les termes, les
formules, les démonstrations, etc. de I’arithmétique formelle, par opposition a la théorie formelle de I’ arith-
métique proprement dite, sur laquelle porte notre raisonnement. La théorie ambiante (il s’agit évidemment
d’une notion intuitive, non définie) est également appelée la méta-théorie, ou encore la théorie externe.
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est par définition équivalent (dans la théorie ambiante) a I’énoncé
Tout nombre pair supérieur a 2 est la somme de deux nombres premiers.

Ainsi pour déterminer si la formule
Va Jy13ys (Prim(y1) A Prim(y2) Ayr +y2 =2 xz +4)

est vraie dans le modele standard, on devra résoudre (positivement ou négativement)
la conjecture de Goldbach dans la théorie ambiante, ni plus ni moins *. On voit donc
avec cet exemple que la définition de la relation de satisfaction IN = A ne reléve pas
d’un simple calcul (contrairement a toutes les notions que nous avons introduites au-
paravant), mais constitue de maniere authentique une définition infinitaire.

Techniquement, la définition de la relation de satisfaction IN = A (Déf. 1) est une
définition récursive qui repose implicitement sur un ordre bien fondé sur I’ensemble
des formules closes. Suivant cette définition, on ne peut définir la satisfaction de la
formule Vx A(x) qu’apres avoir défini la satisfaction de toutes les formules A(7), oun
parcourt I’ensemble des entiers naturels. Une telle définition n’est possible en pratique
que si la théorie ambiante dispose de mécanismes permettant de construire des objets
infinitaires (par exemple des ensembles infinis) et de raisonner sur ces objets.

Par exemple en théorie des ensembles (prise comme théorie ambiante), on peut
définir la relation de satisfaction dans le modele standard de la maniére suivante :

1. Pour chaque formule |A|, on note |A] la taille de la formule A, c’est-a-dire le
nombre de connecteurs et de quantificateurs de A, et pour chaque entier & € IN
on note L), I’ensemble des formules closes de taille k.

2. Pour chaque entier naturel k, on définit ensuite un ensemble ¥; € L dont les
éléments sont les formules closes de taille & qui sont satisfaites dans le modele
standard. La définition se fait par récurrence sur k en posant

LG
Y

{t=ue Ly : Val(t) = Val(u)}

{A:>BE£]€:A¢"//|A|OUBE7/|B|}
{AABGEk:Ae”I/‘A‘etBe“I/‘m}
{AvBeLy : Ae¥ s ouBep}
{Vx Ae Ly : pourtoutn e N, A{x:=n}e ¥y}
{3z AeLy :ilexisteneINtq. A{zw:=7n}e ¥y} (k21)

Cc C C C

On notera que cette définition est bien formée, car chaque ensemble ¥}, est défini
uniquement a partir des ensembles %y, . .., Yk_1.

3. Enfin, on pose IN = A ssi A € ¥[4).
On pourra remarquer que :
1. La construction par récurrence de la suite d’ensembles infinis ¥} € % est la
seule partie essentiellement infinitaire de la définition ci-dessus.

2. La mé&me construction peut étre effectuée dans des formalismes beaucoup plus
faibles que la théorie des ensembles, comme par exemple I’arithmétique du se-
cond ordre ou mé&me la théorie des types de Martin-Lof (avec univers).

Quoi qu’il en soit, des que la théorie ambiante est suffisamment expressive pour
permettre la construction du modele standard (c’est-a-dire, en fait, la définition de la
relation de satisfaction IN = A), il est facile de vérifier que :

3. Autrement dit, la notion de satisfaction dans le modele standard ne fait rien de plus que déplacer un
probleme exprimé a 1’origine dans la théorie formelle (par une formule) vers la théorie ambiante.
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Proposition 3 (Cohérence de PA) — L’arithmétique de Peano est cohérente.

Démonstration. Puisque la formule 1 est fausse dans le modele standard (par défini-
tion), celle-ci n’est pas démontrable dans PA d’apres la Prop. 2. O

Raisonnements dans un cadre finitaire Evidemment, la preuve de cohérence ci-
dessus ne fonctionne que si la théorie ambiante permet de construire des objets infini-
taires et de raisonner sur ces objets. Dans un cadre finitaire en revanche — c’est-a-dire
dans une théorie ambiante ol I’on ne peut raisonner que sur des objets finis* — il
est toujours possible de raisonner sur les entiers, les termes ou les formules, et méme
de définir les opérations syntaxiques telles que la substitution dans les formules ou la
valeur d’un terme clos. (Le lecteur pourra facilement se convaincre que toutes ces opé-
rations sont finitaires.) Cependant, il n’est plus possible de définir le modele standard
de ’arithmétique, et la question de la cohérence de PA reste ouverte a priori.

Le lecteur pourra vérifier que la plupart des raisonnements que nous effectuerons
dans les pages qui suivent sont des raisonnement purement finitaires, et que ces raison-
nements peuvent étre entierement écrits (par exemple) dans la théorie des ensembles
héréditairement finis. On ne supposera donc pas (en regle générale) que 1’arithmétique
de Peano est une théorie cohérente, sauf bien entendu dans les cas ou on utilisera ex-
plicitement le modele standard.

1.7 Formules a quantifications bornées

Nous venons de voir que la relation de satisfaction IN £ A (dans le modgle stan-
dard IN) est une notion infinitaire. On peut cependant définir cette relation de maniére
finitaire dans le cas ou la formule A a une complexité logique suffisamment faible, et
notamment lorsque la formule A est a quantifications bornées.

Pour cela, on introduit les abréviations

Ve<tA = Vz(z<t=A)

Ve<tA = Vr(z<t=A)
Jx<tA = Fz(x<taA)
Jx<tA = 3Fz(x<taA)

ol A et ¢ sont quelconques, et ou x est telle que = ¢ FV ().
Définition 2 (Formules a quantifications bornées) — On dit qu’une formule est a
quantifications bornées si elle est construite uniquement a partir des regles suivantes :

1. Sit et u sont des termes, alors les formules L, ¢ = v et ¢t < u sont des formules a
quantifications bornées.

2. Si A et B sont des formules a quantifications bornées, alors les formules A = B,
A A Bet Av B sont des formules a quantifications bornées.

4. Ce qui n’implique évidemment pas que 1’univers du discours (formé par tous les objets sur lesquels
on s’autorise de raisonner) soit fini. L arithmétique de Peano est 1’archétype des théories finitaires, mais
il existe des théories finitaires beaucoup plus faibles, comme par exemple 1’arithmétique de Robinson que
nous étudierons a la section 2. Un autre exemple de théorie finitaire (en réalité équivalente a 1’arithmétique
de Peano) est la théorie des ensembles héréditairement finis, obtenue en remplagant (dans la théorie des
ensembles) I’axiome de I’infini par sa négation, c’est-a-dire par un axiome exprimant que tous les objets de
I’univers sont des ensembles finis (et donc héréditairement finis). C’est plus ou moins le cadre dans lequel
on travaillera (informellement) dans ce qui suit.
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3. Si x est une variable, ¢ un terme tel que x ¢ F'V (t), et si A est une formule a

quantifications bornées, alors les formules Vz <t A et 3x <t A sont des formules

4 quantifications bornées>.

Dans le cas ol A est une formule close a quantifications bornées, on peut définir de
maniére finitaire la relation de satisfaction IN = A (dans le mod¢le standard) en ajoutant
ala Déf. 1 la nouvelle clause

la. NE=t<u ssi Val(t) < Val(u);
et en remplagant les clauses (infinitaires) 6. et 7. par les clauses (finitaires) ci-dessous :
6a. INEVx<t A ssi pourtoutn < Val(t) onalN = A{zx:=7n};
7a. INE=3Jz<t A ssi il existe n < Val(t) tel que IN = A{z :=7}.
On peut formaliser (de maniére non récursive !) cette définition en théorie des en-
sembles héréditairement finis en introduisant Ia notion suivante :

Définition 3 (Certificat) — On appelle un certificat tout couple (¥,.% ) constitué de
deux ensembles finis de formules closes a quantifications bornées ¥ (« formules ac-
ceptées ») et .F (« formules rejetées ») tels que :

1. 1L¢V

sit=we¥,alors Val(t) = Val(u) ;

sit=ueF,alors Val(t) + Val(u) ;

sit<wue ¥, alors Val(t) < Val(u);

sit <we.Z,alors Val(t) > Val(u) ;

siA=>Be¥,alorsAe FouBe¥;
siA=>BecF alorsAc ¥V etBeF,;
siAABeV, alors AeVetBeV
siAAnBe.Z, alors Ae Z ouBe.F,

10. siAvBe¥, alors Ae VY ouBeV;

11. siAvBeZ,alors Ae ¥ et Be

12. si Vo<t A e, alors pour tout n < Val(t), A{x:=n} e,

13. si Vo<t Ae .7, alors il existe n < Val(t) tel que A{z =0} € F;
14. sidx<t A e ¥, alors il existe n < Val(t) tel que A{z:=n} e ¥ ;
15. si Jz<t A e Z, alors pour tout n < Val(t), A{x :=n} e Z.

XNk W

Intuitivement, un certificat (¥, %) représente la trace d’un calcul permettant de tes-
ter si une formule close a quantifications bornées est satisfaite ou pas dans le modele
standard : les éléments de ¥ représentent les formules examinées et reconnues comme
vraies au cours du calcul, tandis que les éléments de % représentent les formules exa-
minées et reconnues comme fausses au cours du calcul. On vérifie aisément que :

Lemme 1 — Pour toute formule close A a quantifications bornées :
— soit il existe un certificat (V' , F) tel que A€V,
— soit il existe un certificat (V' , F) tel que A € F ;

ces deux conditions s’excluant mutuellement.

Démonstration. Ce résultat se démontre par récurrence sur le nombre de connecteurs
et de quantificateurs dans la formule A. O

5. Il n’est pas nécessaire de considérer les formules Va <t A et 3x <t A dans la définition, car celles-ci
sont prouvablement équivalentes aux formules Vx < s(t) A et 3z < s(t) A dans I’arithmétique de Robinson
(cf section 2), qui est une forme tres affaiblie de 1’arithmétique de Peano.
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Ce qui justifie la définition :

Définition 4 (Satisfaction d’une formule close a quantifications bornées) — On dit
qu’une formule close A & quantifications bornées est satisfaite dans le modele standard
eton note IN = A s’il existe un certificat (¥,.%) tel que A€ 7.

On vérifie aisément que la définition ci-dessus satisfait les équivalences 1. a 5. de
la Déf. 1 ainsi que les équivalences 1a., 6a. et 7a. introduites plus haut. Par ailleurs, si
on se place dans un cadre infinitaire (ol I’on dispose du modele standard), on vérifie
que pour toute formule close A a quantification bornées, NV = A au sens de la Déf. 4 si
et seulement si N = A au sens de la Déf. 1.

Le caractere finitaire de la Déf. 4 suggere que les formules closes a quantifications
bornées sont en réalité décidables dans PA, en ce sens que pour toute formule close A a
quantifications bornées, on a ou bien PA + A ou bien PA + - A (ces deux conditions ne
s’excluant que si PA est cohérente). Nous allons voir que c’est effectivement le cas, et
qu’il est méme possible de décider les formules closes a quantifications bornées dans
une théorie bien plus faible que 1’arithmétique de Peano, a savoir I’arithmétique de
Peano dans laquelle on a supprimé le principe de récurrence.

2 DParithmétique de Robinson (PA")

2.1 Les axiomes de I’arithmétique de Robinson

L arithmétique de Robinson, notée PA", est la théorie du premier ordre obtenue a
partir de I’arithmétique de Peano en supprimant tous les axiomes de récurrence (PA7)
et en les remplagant par un unique axiome de « filtrage »

(PA77) Ve (x=0vIy(z=s(y)))

qui exprime que tout entier naturel est soit nul, soit le successeur d’un autre entier. (Le
fait qu’il s’agisse d’un « ou » exclusif découle de (PA6).)

Formellement, I’arithmétique de Robinson est donc la théorie dont les 14 axiomes
sont les axiomes (E1)—(E7) définis a la section 1.4, les axiomes (PA1)—-(PA6) définis a la
section 1.5 ainsi que I’axiome (PA77) introduit ci-dessus. (On notera que contrairement
a PA, la théorie PA™ est définie & partir d’un ensemble fini d’axiomes.)

Il est utile de remarquer que I’axiome de filtrage (PA77) est logiquement équivalent
a I’axiome de récurrence

A(0) AVz (A(z) = A(s(x))) = Yz A(x)

pour la formule A(z) =z = 0v Jy (x = s(y)). L’axiome (PA7™) est donc implicite-
ment contenu dans les axiomes de récurrence (PA7) de 1’arithmétique de Peano, ce qui
explique pourquoi on ne 1’a pas inclus dans la liste d’axiomes donnée a la section 1.5.
D’apres cette remarque, il est clair que toute formule prouvable dans PA™ est également
prouvable dans PA, ce qui nous permet de considérer I’arithmétique de Robinson (PA")
comme un sous-systeme de 1’arithmétique de Peano (PA).

Expressivité de I’arithmétique de Robinson L arithmétique de Robinson est évi-
demment beaucoup moins expressive que I’arithmétique de Peano, car il n’est méme
pas possible d’y démontrer que I’addition est associative ou commutative :

PAH (x+y)+z=x+(y+2), PAHz+y=y+x.
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(Pour s’en convaincre, il suffit de construire un modele de PA™ — forcément non stan-
dard — dans lequel I’addition n’est ni associative, ni commutative.)

Cependant, nous allons voir que le systéme PA™ reste suffisamment expressif pour
qu’il soit possible d’y décider (c’est-a-dire : démontrer ou réfuter) toutes les formules
closes a quantifications bornées.

2.2 Décision des égalités et des inégalités closes
On commence par vérifier que :

Lemme 2 — Pour tous entiers naturels n et mona :

I. PA -n+m=n+m

2. PA -nxm=nm
Démonstration. Item 1 : La démonstration de 1’égalité n + m = n + m (dans PA") est
construite par récurrence ® sur I’entier n. Le cas de base correspond 2 une instance de
(PA1), et le cas de récurrence utilise (PA2) combiné avec les axiomes d’égalité.

Item 2 : Méme schéma de construction de la démonstration, en utilisant (PA3) pour le
cas de base et (PA4) combiné avec I’item 1 pour le cas de récurrence. O

De ce lemme on tire immédiatement que :

Lemme 3 — Pour tout terme clost : PA +t = Val(t).

Démonstration. Par récurrence sur ¢ en utilisant le Lemme 2. o
Par ailleurs :

Lemme 4 — Pour tous entiers naturels n,m tels que n + m, ona: PA +n+m.

Démonstration. La démonstration (dans PA") de la formule n + m est construite par
récurrence sur le plus petit des deux entiers n et m, en utilisant (PA6) pour le cas de
base et (PAS) pour le cas de récurrence. |

On peut alors démontrer que :

Proposition 4 (Décision des égalités closes) — Pour tous termes clos t et u :
1. SilNet=wu, alorsPA -t =u.
2. SiIN# ¢ =u, alorsPA + 1+ u.

Démonstration. Soient n = Val(t) et m = Val(u). D’apres le Lemme 3, il vient
PA ~t=netPA +u=m.Dansle cas ou IN & ¢ = u, c’est-a-dire n = m, on conclut
que PA" + t = u par symétrie et transitivité de 1’égalité. Dans le cas ou IN # ¢ = u,
c’est-a-diren # m,onaalors PA' mt=u=n=m,d’oul'ontireque PA -t =u= 1
al’aide du Lemme 4. o

6. 1l s’agit bien entendu d’une récurrence au sens de la théorie ambiante, par opposition a la théorie
formelle qu’on est en train d’étudier — qui d’ailleurs ne comporte pas d’axiome de récurrence. L utilisation
de cette récurrence « externe » sert ici a construire une démonstration dont la structure et méme la taille
dépend de I’entier n. L’idée qui est sous-jacente dans toutes les constructions présentées dans cette section
est que 1’on peut toujours se passer du principe (interne) de récurrence tant qu’on travaille avec des termes
clos et avec des formules closes suffisamment simples. Le principe de récurrence est indispensable pour
démontrer que x + y = y + x, mais pas pour démontrer que 5 + 7 = 7 + 5 puisque dans ce dernier cas il suffit
de faire le calcul. On notera que cette idée est similaire a 1’idée (bien connue en compilation) selon laquelle
on peut toujours remplacer une boucle for i = 1 to n do C' done dont les bornes sont connues a 1’avance
par le morceau de code C{i := 1}; C{i := 2};---;C{i := n} dans lequel la boucle a disparu. Le lecteur
pourra vérifier que les techniques de déroulage de I’ordre et des quantifications que nous présenterons au fil
des pages qui viennent suivent le méme esprit que la technique de déroulage des boucles.
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Proposition 5 (Décision des inégalités closes) — Pour tous termes clos t et u :
1. SiN=t<wu, alorsPA -t <u;
2. SiN# ¢ <u, alorsPA +1 £ u.
3. SiNet<u, alorsPA -t <u;
4. SiN#t<u, alorsPA +t fu;

Démonstration. 1l suffit de traiter les inégalités larges, puisque les inégalités strictes
constituent un cas particulier (car ¢t < u = s(t) < u). Soient n = Val(t) et m = Val(u).
On distingue deux cas :

1. INEt<u,c’est-a-dire: n<m. Danscecasona:

e PAX -t+m-n=u (Prop. 4)

e PA+-3z(t+2z=u) (3-intro)
2. IN# t <u,c’est-a-dire : n>m. Danscecasona:

e PAri<u=3z(m+2z=m) (Lemme 3)

e PA-t<u= 32(s"(z)=m) (PA1), (PA2)

e PA Ht<u= 3z(s""™(z)=0) (PA5)

e PAHrt<u=1 (PA6) O

2.3 Déroulage des quantifications et de I’ordre

L’axiome (PA7™) permet de démontrer dans PA™ toute propriété universelle ou exis-
tentielle en séparant le cas zéro du cas successeur :

Lemme 5 — Pour toute formule A(x) :
1. PA + 3z A(z) < A(0) v 3z A(s(z))
2. PA +Vx A(z) < A(0) AVz A(s(2))

Démonstration. Pour la quantification existentielle, on vérifie successivement que :
PA +A(z) < (x=0vIy(z=5(y))) A A(x) (PAT)
PA - A(z) < (z=0A A(x)) v Iy (x = s(y) A A(x))

PA + A(z) < (x=0AA(0)) v3Iy(z=s(y) A A(s(y)))

PA + 3z A(z) < Jz(x=0A A(0)) v Iz Iy (z =s(y) A A(s(y)))

PA" + 3z A(z) < A(0) v Iy A(s(y))

Le cas de la quantification universelle se traite de maniere similaire. a

Grace a ce lemme, il est possible de dérouler toutes les quantifications existentielles
et universelles de la maniere suivante :
Proposition 6 — Pour toute formule A(x) et pour tout entier naturel n, :
1. PA + 2 A(z) & A(0)v--vA(n-1)v3IzA(s"(x))
2. PA + Vo A(z) & AQ)A—AA(n-1)AVz A(s"(x))
Lemme 6 — Dans [’arithmétique de Robinson :
1 s(z)<s(y) e x<y
s(x)<s(y) e r<y
x40

r<0<=zx=0

N WD
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Démonstration. Item 1 :
o PA +s(x) <s(y) < 3z (s(z) + 2 =s(y))
o PA" - 5(z) <s(y) < 3z (s(z+2) =5(y)) (PA2)
e PAs(z)<s(y) e Iz (z+2=y) (PAS)
L’item 2 est une conséquence immédiate de I’item 1. Item 3 :
e PArx<0< 32(s(z)+2=0)

e PA-z<0<« Jz2(s(zx+2)=0) (PA2)

e PArz<0=>1 (PA6)
Item 4 :

e PArz<0<Jy(y=axry<0)

e PArz<0< (z=0A0<0)VvIy(z=s(y)rs(y)<0)

e PArz<0eax=0vl (item 3)

e PArz<0<=x=0 O

Proposition 7 (Déroulage de ’ordre) — Pour tout entier naturel n :

IL.PArz<n < \/z=m
msn

2PArz<n e \/z=m

m<n

Démonstration. On commence par traiter 1’ordre strict :
e PAruz<nme Jy(r=yAy<n)
e PArz<n<e \/(z=mam<n) v Jy(z=s"(y)rs"(y)<7)
m<n
e PArz<n<e \Jz=m v Jy(z=5"(y)Ars"(y) <7)

m<n

e PArz<ne \z=mvVv Jy(x=s"(y)Ay<0) (Lemme 6, 2.)
m<n

e PArz<n<e \/z=m (Lemme 6, 3.)
m<n

Pour I’ordre large, on remarque que :

e PArrx<nexr<n+1 (Lemme 6, 1.)

OPA_I—iL'Sﬁ@\/SC:m m]
msn

Sans le principe de récurrence, il n’est pas possible de démontrer dans 1’arithmé-
tique de Robinson que la relation d’ordre & < y est transitive ou antisymétrique, et
encore moins qu’elle est totale. Cependant, si on impose qu’un des termes soit un en-
tier standard, alors ces propriétés deviennent démontrables dans PA” 7 :

Proposition 8 — Pour tout entier naturel n :

I. PA Fn<zArz<y=n<y (transitivité restreinte)
22 PArn<xAnx<n=zxz=n (antisymétrie restreinte)
3. PArn<xva<n (totalité restreinte 1)
4. PA-n<zvz<n (totalité restreinte 2)
5. PAr+n<rz<exin
6. PA ri<z<axin

Démonstration. Item 1 :
e PArm<zAr<y=>323 M+z=axrx+2 =y)

7. Ce résultat est tres utilisé dans la démonstration du théoreme de représentation.
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PA-n<axAaz<y=323(s"(2)=axnz+2 =y)
PArn<zaxz<y=3232'(s"(2)+2' =y)
PArn<zxax<y=3232"(s"(z+2') =vy)
PArn<zaz<y=3232(n+(z+2")=y)
PA+-n<xAzx<y=n<y
Item 2 :

e PA ri<zArz<m=n<zA\ z=m

mg
e PArn<zrz<n= \/(z=mAn<m)
n

Item 3 :
PA +3Jy(z=y)
PA+\/z=m v Jy(z=5"(y))
m<n
PArz<nv Jy(m+y=x)
e PArx<nvn<z
Les items 4, 5 et 6 se déduisent facilement des items 1, 2 et 3. O

2.4 Décision des formules closes a quantifications bornées

Proposition 9 (Déroulage des quantifications bornées) — Pour toute formule A(zx)
et pour tout entier naturel non a :
1. PA + Vz<m A(z) < /\ A(m)
m<n
2. PA + Jz<n A(z) « \/ A(m)
m<n
Démonstration. Pour la quantification universelle :
e PA Vo< A(z) & AN(Mm<m= A(Mm)) AVz (s"(z) <t = A(s"(z)))
m<n
e PA +Va<n A(z) < N\ A(M) AVz (2 <0= A(s"(x)))
m<n
e PA"+Va<n A(z) < A\ A(m)
m<n
Le cas de la quantification existentielle se traite de la méme maniere. |

Proposition 10 (Décision des formules closes a quantifications bornées) — Soit A
une formule close a quantifications bornées :

1. SilNE A, alors PA + A.
2. SilN# A, alors PA" + -A.

Démonstration. La propriété se démontre par récurrence sur le nombre de connec-
teurs et de quantificateurs de la formule A. On distingue les cas suivants :
— A=1. Immédiat, car IN# 1 et PA" - —1.
— A=t=wu. Cecasadéja été traité a la Prop. 4.
— A=t<wu. Cecasadéjaété traité a la Prop. 5.
— A=B=(C. Ondistingue deux cas :
— SoitIN = B = C. On distingue deux sous-cas :
— Ou bien IN # B. Dans ce cas on a PA" + =B (par hypothése d’induction),
d’ot PA" + B = C en utilisant la tautologie -B = (B = C).
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— Ou bien IN = C'. Dans ce cas on a PA" — C (par hypothése d’induction),
d’otu PA" + B = (C en utilisant la tautologie C' = (B = C).
— Soit N # B = C. Dans ce cas, on a IN = B et IN # C. Par hypothése
d’induction, on a PA" + B et PA" + -C, d’ou I’on tire que PA" + ~(B = C)
en utilisant la tautologie B A -C = —(B = C).
- A=BACouA=Bv(C. Cesdeux cas sont similaires au précédent.
— A=Vx<t B(xz). Ondistingue deux cas :
— Soit IN = Yax <t B(x). Dans ce cas on a IN = B(%) pour tout n < Val(t).
Par hypothese d’induction, il vient
o PA" = Apcvai(ry B(R)
e PA"+Va<t B(x) (Prop. 9 et Lemme 3)
— Soit IN # Vz <t B(x). Dans ce cas il existe n < Val(¢) tel que IN # B(7).
Par hypothese d’induction, il vient

e PA"+ -B(n)

e PA" -~ /\m<Val(t) B(m)

e PA + -Va<t B(x) (Prop. 9 et Lemme 3)
— A=3x<t B(xz). Cecas se traite de la méme maniere. O

3 Le théoreme de représentation

Dans cette section, on se propose de démontrer que 1’arithmétique de Robinson
(PA") est suffisamment expressive pour représenter toutes les fonctions récursives.

3.1 Fonctions représentables

Définition 5 (Fonction représentable) — Soient .7 une théorie et f une fonction par-
tielle de IN* dans IN (k > 1). On dit que la fonction f est représentable dans la théo-
rie 7 s’il existe une formule R(z1,. .., Tk, y) n’ayant pas d’autres variables libres que
les variables x4, ..., x,y, et telle que

9 = R(ﬁlj""ﬁk’y)<:>y:f(n17"'7nk)

pour tout (n1,...,n) € dom( f). Une telle formule, lorsqu’elle existe, est alors appe-
1ée une représentation de la fonction f dans la théorie 7.

De maniére équivalente, une formule R(x1,...,zk,y) représente une fonction par-

tielle f : IN¥ — IN dans la théorie .7 lorsque

(1) 7 = R(u,.... 7, f(na, ... ,n))

(”) T+ R(ﬁlw" aﬁkay) =Y= f(n17-~- 7nk)
pour tout (nq,...,ng) € dom(f), ce qui entraine en particulier que :
(i41) 7 + Ny R(ny,..., 7k, y)

On notera que cette définition ne nous dit rien sur les propriétés de la relation
R(m1,...,k,y) dans le cas ol la fonction f n’est pas définie au point (nq,...,ng).
En dehors du domaine de f, la relation R(71, ..., Tk, y) peut donc étre définie de ma-
niere arbitraire. Cependant, on utilisera le plus souvent cette définition dans le cas ou
la fonction f est totale (i.e. dom(f) = IN¥), le cas général n’étant vraiment utile que
dans la démonstration du théoreme de représentation.

Si f : IN® — IN est une fonction totale représentée dans la théorie .7 par une relation
R(x1,...,2k,y), ondit que la relation R(x1,..., Tk, y) est:
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— prouvablement totale (dans 7) lorsque
T + Jy R(x1,...,2k,Y);
— prouvablement fonctionnelle (dans .7) lorsque
T+ Yy vy (R(z1,...,25,9) AR(21,...,25,y") = y=Y).

Les conditions (4) et (#¢) n’entrainent pas (en général) que la relation R(z1, ..., 2k, y)
est prouvablement totale ni méme qu’elle est prouvablement fonctionnelle dans 7.
Lorsque ces deux propriétés supplémentaires sont réunies, on dit que la fonction f est
fortement représentable dans la théorie 7.

Enfin, on notera que toute fonction (partielle ou totale) qui est représentable dans
une théorie .7 reste représentable dans toute extension de la théorie .7 . (En particulier,
toutes les fonctions sont représentables dans une théorie incohérente.)

3.2 Ensembles représentables

Définition 6 (Ensemble représentable) — Soient .7 une théorie et E' € IN® un sous-
ensemble de IN*. On dit que le sous-ensemble E est représentable dans la théorie T
s’il existe une formule R(x1,...,x)) n’ayant pas d’autres variables libres que les va-
riables x1, ..., xy, et telle que pour tout (ny,...,n) € IN* on ait :

(i) J + R(m,...,ng) si(ny,...,ng)eF
(ZZ) T+ ﬁR(ﬁh...,ﬁk) si (nl,...7nk)¢E

Une telle formule R(x1,...,x1), lorsqu’elle existe, est alors appelée une représenta-
tion de ’ensemble E dans la théorie 7.

On vérifie aisément que :

Lemme 7 — Soient 7 une théorie et E < IN¥ un sous-ensemble de IN*.

1. Si R(xq,...,xk,y) est une représentation dans la théorie 7 de la fonction ca-
ractéristique 1 : N¥ — IN de I’ensemble E (au sens de la Déf. 5), alors la
relation

R'(x1,...,2) = R(xy,...,21,0)
est une représentation de I’ensemble E dans 7 (au sens de la Déf. 6).

2. Réciproquement, si R'(x1,...,x}) est une représentation de I’ensemble E dans
la théorie T (au sens de la Déf. 6), alors la relation

R(zy,...,ok,y) = (y=1AR' (21, 2)) v (y=0A =R (21, 21))

est une représentation de la fonction caractéristique de E dans T (Déf. 5), et
méme une représentation forte de cette fonction.

(La démonstration est laissée en exercice au lecteur.)
Par conséquent :

Proposition 11 — Soient .7 une théorie et E ¢ IN* un sous-ensemble. Les trois asser-
tions suivantes sont équivalentes :

1. L’ensemble E est représentable dans 7 ;
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2. La fonction caractéristique 1 : IN® — IN est représentable dans 7 ;

3. La fonction caractéristique 11 : IN* — IN est fortement représentable dans 7.

La suite de la section 3 est consacrée a la démonstration du théoréme de représen-
tation, qui énonce que toutes les fonctions récursives (partielles et totales) sont repré-
sentables dans I’arithmétique de Robinson (PA").

3.3 Les fonctions de base

Les fonctions récursives sont construites a partir des fonctions de base suivantes,
qui sont toutes des fonctions totales :

Les fonctions nulles zeroy, : IN¥ — IN (pour k > 1), définies par
zerog(ny,...,nE) =0 ((n1,...,nx) € INF)
La fonction successeur succ: IN — IN, définie par
succ(n) =n+1 (nelN)
Les fonctions de projection projj, ; : IN;, — IN (pour k > i > 1), définies par
proji (1, ..., nk) = n; ((n1,...,n) € IN¥)

Il est immédiat que :

Proposition 12 (Représentation des fonctions de base) — Les fonctions de base
zeroy, succ et projy ; (k > i > 1) sont fortement représentées dans I’arithmétique de
Robinson par les relations :

Rzerok(xla"'7xk,y) = y:O
Rsucc(xay) = Y= S([L’)
RProjk,i($17"'7xk>y) = Y=

Il s’agit a présent de démontrer que la classe des fonctions partielles représentables
dans PA" est close par les schémas de composition, de récursion et de minimisation.

3.4 Le schéma de composition

Soient fi,..., fp: IN* —~ IN et ¢ : IN> — IN des fonctions partielles. La composée

des fonctions fi, ..., f, par la fonction g est la fonction h : IN* — IN définie par
h(n17 A 7nk) = g(fl(nI’ A 7nk)? i '7fl)(n1? A 7nk))

pour tout (ny,...,n%) € IN* ol le membre droit de I’égalité ci-dessus est défini.

Par construction, la fonction h n’est pas définie au point (n,...,n) € IN* dans
les cas suivants :

1. si fi(n,...,ng) n’est pas défini pour au moins un entier ¢ € [1..p];

2. si fi(n1,...,ng) est défini pour tout entier 7 € [1..p], mais

g(fi(na,...,nk), ..., fp(ni,...,ng)) n’est pas défini.
La encore, on vérifie sans difficulté que :
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Proposition 13 (Représentation du schéma de composition) — Si les fonctions f;
(i € [1..p]) et g sont représentées par des relations Ry, (x1,...,xx,y) (i € [1..p]) et
Ry(x1,...,2p,y) dans Uarithmétique de Robinson, alors la fonction h est elle-méme
représentée dans cette méme théorie par la relation Ry (x4, ..., xk,y) définie par

Rh(ﬂfl,---,iﬂk,y) = 321"'3’217 (Rfl(xh"'vxkvzl) A

Ry (21,...,71,2p) AN Ry(21,... ,zp,y)) .
(La démonstration est laissée en exercice au lecteur.)

Contrairement a ce qu’on pourrait penser, les fonctions définies par le schéma de
minimisation sont bien plus faciles a représenter que celles qui sont définies par le
schéma de récursion, et c’est donc par elles que nous allons commencer.

3.5 Le schéma de minimisation

Soit f : IN**1 — IN une fonction partielle. La minimisée de la fonction f (par
rapport i son premier argument) est la fonction partielle % : IN¥ — IN définie par

h(my,...,my) = I’entier n défini par :
fln,mqy,...,mg)=0et
f(n';ma,...,my) # 0 pour tout n’ < n

pour tout (my, ..., mz) € IN¥ pour lequel I’entier n défini ci-dessus existe.
Par construction, la fonction / n’est pas définie au point (m,...,m;) € IN* dans
les cas suivants :

1. s’il existe n € IN pour lequel f(n,my,...,mg) n’est pas défini, et tel que pour
toutn’ <n, f(n',my,...,my) estdéfini et f(n',my,...,mg) #0;

2. sipourtoutn € IN, f(n,myq,...,my) est défini et f(n,mq,...,mg) #0.

Proposition 14 (Représentation du schéma de minimisation) — Si la fonction f est
représentée dans I’arithmétique de Robinson par une relation Ry(z,x1,..., 2, Y),
alors la fonction h est elle aussi représentée dans cette méme théorie par la relation
Ry(z1,. .., 2k, y) définie par

Ry(z1,...,xk,y) =
Ri(y,x1,...,25,0) A VY <y =Ry, z1,...,25,0).

Démonstration.  Soient (myq,...,my) € dom(h) et r = h(my,...,mg). On a donc
flr,my,....,mg) = 0et f(r',mq,...,my) # 0 pour tout 7’ < r. On considere les
abréviations Af(l‘,y) = Rf(l‘,ml, e ,mk,y) et Ah(y) = Rh(ml, e ,mk,y) =
Af(y,0) AVy <y’ -=Af(y',0). On vérifie que :

1. PA"+ A¢(7,0) (par représentation)
2. PA"+-Ag(r',0) pourtoutr’ <r (par représentation)
3. PA = Ap(7,0) A \ —As(77,0) (1.et2)
4. PA + Ap(7) ri<r (3. et Prop. 9)
5. PA Fy<T=-A4(y,0) 4.)
6. PA - Af(y,0) =y £T (5)
7. PA - Af(y,0) =>T<y (6. et Prop. 8)
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8. PA - Ap(y) = (F <y = -As(7,0)) (Déf. de Ap)

9. PA - Ap(y) =T 4y (1.et8)
10. PA - Ap(y) =y <T (9. et Prop. 8)
1. PA - Ap(y)=>y=7 (7., 10. et Prop.8) O

3.6 Restes Chinois et fonction 5 de Godel

La représentation d’une fonction f définie par récursion est délicate, car pour dé-
crire la valeur retournée par f au point n (a ’aide d’une formule non récursive !), il
est nécessaire d’introduire la suite (finie) des valeurs retournées par les appels récursifs
successifs de f jusqu’a I’entier n. Mais pour pouvoir parler de cette suite dans le lan-
gage de I’arithmétique, il nous faut d’abord un codage des suites finies d’entiers dans
les entiers qui soit facilement exprimable dans le langage.

L astuce de Godel consiste a utiliser le lemme des restes Chinois pour représenter

chaque suite finie 71, . .., par un entier naturel n tel que
ry=nmodp;, re=nmodps, -, 7TE=nmodpg,
ot n mod p désigne le reste de la division euclidienne de n par p, et ot py, ..., py est

une suite finie judicieusement choisie. (Nous verrons un peu plus loin comment.)
Le lemme des restes Chinois s’énonce ainsi :

Lemme 8 (Restes Chinois) — Soient p1,...,px (k > 1) des entiers strictement posi-
tifs deux a deux premiers entre eux. Alors pour toute suite de k entiers r1,...,7k, il
existe un entier naturel n tel que n = r; (mod p;) pour tout i € [1..k].

Démonstration. 1l suffit de démontrer 1’existence d’un entier relatif n € Z tel que
n = r; (mod p;) pour tout i € [1..k]; pour obtenir un entier naturel ayant la méme
propriété, on prendra n + ¢p; - -py avec ¢ suffisamment grand.

On traite d’abord le cas binaire (k = 2). Pour cela, on suppose p1, p2 > 0 premiers
entre eux, et on consideére deux entiers x1,xs € Z tels que x1p; + z2p2 = 1 (lemme de
Bézout). On vérifie alors que pour tous ry, 79 € Z, entier n = rox1p1 + r1xape est tel
quen =71 (mod p1) etn =ry (mod ps).

Le lemme se démontre ensuite par récurrence sur k > 1.

— k=1. Immédiat.

— k > 2. On remarque que si les entiers pi,...,p; sont deux a deux premiers
entre eux, alors les deux entiers p;---pg_1 et pr sont premiers entre eux. On
construit d’abord un entier m tel que m = r; (mod p;) pour tout ¢ € [1..k — 1]
(hypothese de récurrence), puis un entier n tel que n = m (mod p;---px—1) et
n =7y, (mod py) en utilisant le cas binaire. O

En cours d’ Algebre, on énonce plutot ce résultat de la maniére suivante :

Corollaire 1 (Restes Chinois, forme algébrique) — Pour toute suite finie p1,. .., px
(k > 1) d’entiers non nuls deux a deux premiers entre eux, on a l’isomorphisme :

Z[pi-pil = (Z|p1Z) % - x (Z[prZL).
Démonstration. On considere I’homomorphisme de groupes

[+ Zlpr-pZ — (Z|p1Z) x -+ x (Z[prZ)

défini par f(n mod p1---px) = (n mod py,...,n mod pi) pour tout n € IN. D’apres
le lemme 8, cet homomorphisme est surjectif, et comme les ensembles de départ et
d’arrivée ont le méme cardinal, il s’agit d’un isomorphisme. O
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Etant donnée une suite finie d’entiers naturels rq,...,7g, il s’agit a présent de
construire des entiers strictement positifs pi,...,pr deux a deux premiers entre eux
tels que r; < p; pour tout ¢ € [1..k]. Pour cela on s’appuie sur le lemme suivant :

Lemme 9 — Pour tout entier naturel k et pour tout entier strictement positif p qui est
divisible par tous les entiers de 1 a k, les k + 1 nombres

p+1l, 2p+1, ..., (k+1)p+1
sont deux a deux premiers entre eux.

Démonstration. Sous les hypotheéses du lemme, on considere deux indices i, j tels
que 1 <4< j<k+1eton suppose qu’il existe un nombre premier ¢ tel que glip + 1 et
qljp + 1. Par soustraction, il vient ¢|(j — 7)p. On distingue deux cas :
— ¢g|p. Dans ce cas ona q|(ip + 1 —ip) donc g|1, ce qui est impossible.
- ¢|(j—1). Dans ce cason aq|(j—1)|p, car p est divisible par tous les entiers de
lak,et(j-1i)e[l..k]. Ce qui nous ramene au cas précédent.
Dans les deux cas, ’hypothése selon laquelle glip + 1 et g|jp + 1 est absurde, ce qui
montre que les deux nombres ip + 1 et jp + 1 sont premiers entre eux. a

La fonction 3 de Godel On appelle la fonction 8 de Gddel 1a fonction récursive
primitive 3 : IN> — IN définie pour tout (n, p,) € IN? par

B(n,p,i) = nmod ((1+1)p+1)

ou n mod q désigne le reste de la division euclidienne de n par g (avec g > 0).
Les lemmes 8 (restes Chinois) et 9 entrainent que

Lemme 10 — Pour tout entier k > 0 et pour toute suite finie ro, ...,y € IN, il existe
deux entiers n et p tels que B(n, p,i) = r; pour tout i € [0..k].

Démonstration. On prend un entier p > 0 tel que i|p pour tout entier ¢ € [1..k] et tel
que r; < p pour tout ¢ € [0..k]. D’apres le Lemme 9, les entiers naturels de la forme
(i+1)p+1 (pour i € [0..k]) sont deux a deux premiers entre eux. Il suffit alors de
prendre un entier naturel n tel que n mod ((¢ + 1)p + 1) = r; pour tout 7 € [0..k],
sachant qu’un tel entier existe d’apres le lemme des restes Chinois (Lemme 8). |

On vérifie sans difficulté que :

Proposition 15 (Représentation de la fonction 3) — La fonction 8 de Gidel est re-
présentée par la relation Rg(u,v,x,y) définie par :

Rs(u,v,z,y) = Fz(u=s(s(x) xv)xz+yry<s(s(z)xv)).

Dans ce qui suit, on aura besoin d’utiliser une autre représentation de la fonction /3
qui a de meilleures propriétés, a savoir la relation :

Ss(u,v,2,y) = Rg(u,v,2,y) AVY <y -Rg(u,v,z,y").
On vérifie que :

Proposition 16 — La fonction [3 est représentée par la relation Sg(u,v,x,y), et pour
tout entier naturel r ona : PAX + Sg(u,v,2,7) A Sg(u,v,z,y) =y =T.

24



Démonstration. Supposons que 7 = 3(n,p,). On a alors

e PA"+ R3(7,7,7,T) (par représentation)
e PA"+ -R3(m,p,7,7') pourtoutr’ <r (idem)
e PA"+ Rg(n,p,%,7) AVY <T -Rg(W,p,7,y") (Prop. 9)

e PA" ~ S4(7,p,7,7)
Par ailleurs :
e PA" + Sp(u,v,z,7) A Sg(u,v,2,y) = Rg(u,v,z,7)
PA" + Sg(u,v,2,7) A Sg(u,v,2,y) = (F<y = -Rg(u,v,2,7))
PA" + Sg(u,v,2,7) A Sg(u,v,2,y) =y <T
PA + Sg(u,v,2,7) A Sg(u,v,z,y) = Ra(u,v,z,y)
PA" + Sg(u,v,z,7) A Sg(u,v,z,y) = (y <7 = -Rg(u,v,z,y))
PA" + Sg(u,v,2,7) ASg(u,v,2,y) =T <y
PA" + Sg(u,v,z,7) A Sp(u,v,2,y) =y =T O

3.7 Le schéma de récursion

Soient des fonctions partielles f : IN® — IN et g : IN¥*2 — IN. On appelle la fonction
définie par récursion a partir de f et g 1a fonction h : IN**1 — IN définie par

h(O,ml,...,mk) :f(ml,...,mk)
h(n+1,my,...,mg)=g(n,h(n,my,...,mg),my,...,mg)

pour tout (n,my,...,my) € IN¥*1 pour lequel cette définition a un sens.
Par construction, la fonction h n’est pas définie au point (n,mq,...,my) €|
dans les cas suivants :

Nk:+1

1. sin=0et f(mq,...,mg) n’est pas défini ;
2. sin>0eth(n-1,my,...,my) n’est pas défini;
3. sin>0eth(n-1,mq,...,my) est défini, mais

gn—-1,h(n—-1,mq,...,mg), m1,...,my) n’est pas défini.

Proposition 17 (Représentation du schéma de récursion) — Si les fonctions f et g

sont représentées dans I’ arithmétique de Robinson par des relations Ry(z1,...,%k,Y)
et Ry(x,z,21,...,25,Y), alors la fonction h est elle-méme représentée dans cette
théorie par la relation Ry, (x,x1,. .., xk,y) définie par

Rh(xwrh s 7xkvy) =

Ju v (Sg(u,vmc,y) A
Elz(Rf(xl,...,xk,z)/\Sg(u,v,O,z)) A
Vo' <z 3z 37 (Rg(ac',z,xl,...,xk,z’) A

Sg(u,v,2',2) A Sg(u,v, s(z'),z’))) .

La démonstration (fort technique) est laissée en exercice au lecteur. On notera que
le choix de la représentation Sz(u, v, z,y) (Prop. 16) joue un rdle essentiel.

En combinant les Prop. 12, 13, 14 et 17, on obtient ainsi le :

Théoreme 1 (Représentation) — Toute fonction récursive partielle est représentable
dans ’arithmétique de Robinson (au sens de la Déf. 5).
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4 Numérisation de la syntaxe : les codages

Nous allons maintenant définir un codage des expressions dans les entiers, en asso-
ciant & chaque expression formelle e (une variable, un terme, une formule, un contexte
ou une démonstration) un entier naturel noté "e’. On notera que ce codage s’applique a
toutes les expressions du langage, y compris aux expressions ouvertes (i.e. dépendant
de certaines variables libres), bien que les codes qu’on associera a de telles expres-
sions — des entiers naturels — soient par nature des objets clos.

4.1 Codage des variables

Les expressions du langage de I’arithmétique sont construites a partir d’un jeu de
variables qui est dénombrable, ce qui suppose que 1’ensemble des variables vient avec
une bijection sur I’ensemble des entiers naturels.

Dans ce qui suit, on note x — & cette bijection qui a chaque variable = associe un
entier naturel &, qu’on appelle le numéro de la variable x.

4.2 Codage des couples

On considere la bijection (n,m) — (n,m) (de IN x IN sur IN) qui & chaque couple
d’entiers naturels n et m associe 1’entier naturel (n,m) défini par

(n,m)=(m+m)(n+m+1)/2+n.

Il s’agit 1a de I’énumération diagonale bien connue des couples d’entiers :

4 14 .-

3 9 13 -

2 5 8 12

1 2 4 7 11 -
0 0 1 3 6 10
nfm|0 1 2 3 4

La fonction (n,m) ~ (n,m) est une fonction récursive primitive, de méme que les
projections correspondantes fst : IN> — IN et snd : IN> — IN, définies par

fst((n,m)) =n et snd({n,m)) =m.

Dans ce qui suit, on associe la notation (n,m) a droite pour définir les triplets, les
quadruplets, etc. en posant :

<n17n27n3> = <n17<n27n3>>7 <n17n27n37n4> = <n17(n27<n37n4>>>7 etc.

4.3 Codage des termes

A chaque terme ¢ du langage de 1’ arithmétique on associe un entier naturel noté "t"
et défini par récurrence sur la structure de ¢ par les équations :

0 = (0,0)

T o= (1,3)
"s(t) (2,717)
tew = (30,
txu = (4w

On vérifie aisément que :
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1. Lafonction ¢ — "t" est injective.
2. Lafonction term : IN — IN définie pour tout n € IN par

1 sin="t" pour un certain terme ¢
term(n) = 0 sinon

est une fonction récursive primitive.
On vérifie plus généralement que les fonctions usuelles de manipulation des termes
(test d’occurrence d’une variable, substitution, etc.) correspondent a travers ce codage
a des fonctions récursives primitives. Dans ce qui suit, on aura besoin notamment de la

fonction num : IN - IN qui a chaque n € IN associe le code du terme 72 = s™0, et qui est
définie par récursion primitive a 1’aide des équations

num(0) = (0,0)
num(n +1) (2,num(n))

4.4 Codage des formules

A chaque formule A du langage de I’arithmétique on associe un entier naturel
noté "A" et défini par récurrence sur la structure de A par les équations :

1= (0,0
Y = L)
rA3B1 — (27I’A'|’FB1>
FA/\31 — (37FA1’FB‘I>
I'A\/B1 — <4,I’A1,FB‘|>
VA = (5, A"
A = (6,7 A7)

On notera qu’avec cette définition, I’ensemble des codes de formules n’est pas disjoint
de I’ensemble des codes de termes (par exemple, la formule 1 a le méme code que le
terme 0). Ce recouvrement ne posera pas de probléme en pratique, car les termes et les
formules sont utilisés dans des contextes différents.

La encore :

1. La fonction A — "A" est injective.

2. La fonction form : IN — IN définie par

1 sin="A" pourune certaine formule A

form(n) = .
0 sinon

est une fonction récursive primitive.

Les fonctions usuelles de manipulation des formules (test d’occurrence libre/liée d’une
variable, substitution, test d’«-conversion, etc.) correspondent elles-aussi a des fonc-
tions récursives primitives a travers ce codage. On utilisera notamment la fonction ré-
cursive primitive subst : IN3 — IN définie par

subst("A™,E, ) = "Afz =t}

(et complétée par I’équation subst(n, v, m) = 0 dans le cas ol n n’est pas un code de
formule ou dans le cas ol m n’est pas un code de terme), de méme que la fonction
substn : IN® — IN définie par

substn(n,v,m) = subst(n,v,num(n))
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pour tous (n,v,m) € IN?, et qui satisfait par construction I’équation

substn("A" ,Z,n) = "A{x:=7}".

4.5 Codage des contextes

A chaque contexte I on associe un entier naturel noté T et défini par récurrence
sur la longueur de I par :

r

@ =0
rr,A‘| — 1+<rr1,rA1>
La encore, il est clair que les fonctions usuelles de manipulation des contextes (calcul

de la longueur, test d’occurrence d’une variable libre, substitution, etc.) sont représen-
tées par des fonctions récursives primitives.

4.6 Codage des démonstrations

Il s’agit a présent de définir le codage D ~ "D des démonstrations.
Pour cela, on commence par définir un premier codage D +— D* des arbres de
dérivation dans lequel chaque arbre de la forme

: Dy . D,

D=1{ g S,
' A

est représenté par un entier de la forme
D* = (k,"A",D;y,...,D}),

ou k désigne le numéro de la régle appliquée (en considérant les régles suivant leur
ordre d’apparition dans la Fig. 1). On notera qu’un tel codage ne prend pas en compte
les contextes, car ceux-ci peuvent étre reconstitués dans toute la dérivation a partir du
contexte situé a la racine de la dérivation. (Autrement dit, I’entier D* est un codage de
la dérivation D au sens de la déduction naturelle avec contextes implicites.) Formelle-
ment, la fonction D — D* est définie par les équations données dans la Fig. 2.

Le code d’une dérivation D est alors défini par D" = (T, D*), ot T est le
contexte figurant dans la conclusion de la dérivation D. Comme précédemment, on
vérifie que la fonction deriv : IN — IN définie par

, 1 sin="D" pour une certaine dérivation D
deriv(n) = 0 sinon

est une fonction récursive primitive.

4.7 Théories récursives

Définition 7 (Théories récursives) — On dit qu’une théorie .7 (définie sur le langage
de I’arithmétique) est récursive si I’ensemble

Axgy={"A" : Aaxiomede 7}

constitué des codes des axiomes de .7 est un ensemble récursif.
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© Dy

(Tva ") =040 r-Ar1 | = (1,74, Dp)
T'-A
)
F,AI—B = (27rA:>BjaD)1b>
I'-A=B
" Dy Dy
'rA=B TrA = (3,"B",Di,D3)
I'-B
) Dy
'cA T+B = (4,"AAB", D}, D)
I'-AAB
© Dy §D1
I'-AAB = <5arA17DI> I'-AAB = <67rB17D;)
I'-A I'-B
: Dy §D1
reaA | =(77AvB D) res | = (87AvB D)
I'-AvB I'-AvB
" Dy Dy " D
'AvB T,A~C T,B~C | =1(9,°C",Di,D;,D3)
I'-C
" Dy
T A = (10,"Vz A", D})
Trvga &7
)
T A = (11,"A{z = t}", D1)
'+ A{x:=t}
" Dy
F’-A{Z’:Zt} = (127"31,1417D{)
'3z A
© Dy © Dy
'-3zA T,ArB = (13,"B", D7)
(2¢FV(T,B))
I'-B

FIGURE 2 — Codage des dérivations D — D* (sans contexte)
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On remarque alors que :

1. Si .7 aun nombre fini d’axiomes, alors .7 est une théorie récursive. (C’est im-
médiat car tout ensemble fini est récursif.) En particulier, I’arithmétique de Ro-
binson (PA") est une théorie récursive.

2. Larithmétique de Peano (PA) est également une théorie récursive. Pour s’en
convaincre, il suffit de remarquer que I’ensemble

Rec = {"A" : A formule (close) de récurrence}

constitué par tous les codes des axiomes de récurrence est un ensemble récursif.
11 est alors clair que I’ensemble des codes des axiomes de PA, donné par

Axps = Recu{"(El)";...;"(E7)";"(PA1)";...;"(PA6)"},
est lui-méme un ensemble récursif.
On vérifie sans difficulté que :

Proposition 18 — Si .7 est une théorie récursive, alors I’ensemble
Demg = {("D","A") : D démonstrationde A} ¢ IN x N
est un ensemble récursif.
Démonstration. 11 s’agit essentiellement de construire une fonction récursive a deux
arguments d et a qui teste si :
1. a estle code d’une formule A,
2. destle code d’une dérivation d’un séquent de la forme I' + A, et

3. toutes les formules figurant dans I" sont des axiomes de 7 ;

et qui échoue sinon. (L’hypothése de récursivité de .7 est cruciale dans I’étape 3.) O

5 Le premier théoreme d’incomplétude

5.1 Lelemme du point fixe

On commence par établir une propriété d’existence de point fixe (a travers le codage
des formules) qui nous sera tres utile dans la suite :

Lemme 11 (Point fixe) — Si 7 est une théorie dans laquelle toutes les fonctions ré-
cursives sont représentables, alors pour tout formule A(y) n’ayant pas d’autre va-
riable libre que vy, il existe une formule close F telle que : 7 + F < A("F").

Démonstration. On considére une fonction récursive substn : IN> — IN (voir sec-
tion 4.4) telle que substn("A",Z,n) = "A{x :=7n}" pour toute formule A, pour toute
variable x et pour tout entier naturel n. D’aprés notre hypothese sur la théorie .7, la
fonction substn est représentée dans 7 par une formule SubstN (x1,z2,23,y) qui
satisfait donc la propriété

(*) T+ SubstN("A",Z,m,y) = y="A{z=n}"
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(ot A, x et n sont quelconques). Supposons a présent que A(y) est une formule n’ayant
pas d’autre variable libre que y. On se fixe une variable x distincte de y et on pose

D 3y (SubstN (zg, o, 0,y) A A(y))
F = D{Q’,‘O = riDj}

Par construction, la formule D (la « diagonale ») ne dépend que de la variable ¢, et la
formule F' (le « point fixe ») est close. On vérifie alors que :

o I = Jy(SubstN("D", %o, D", y) A A(y)) (définition de F)
o T + SubstN("D", %, D,y) < y= D{xg:="D} (d’aprés (*))
o T + SubstN("D", %y, D",y) < y="F" (définition de F')

T + Jy(SubstN("D", 75, D", y) AA(y)) < Jy(y="F rA(y))

T + Jy(SubstN("D", %o, D,y) A A(y)) = A(F")

c’est-a-dire précisément : 7+ F < A("F"). ]

5.2 Construction d’une formule G non démontrable (mais vraie)

On suppose donnée une théorie récursive .7 dans laquelle toutes les fonctions ré-
cursives sont représentables. (Cette derniere hypothese est automatiquement satisfaite
si 7 contient I’arithmétique de Robinson d’apres le Théoreme 1.)

D’apres ces hypotheses, 1’ensemble

Demg = {("D","A") : D démonstration de A}

est récursif (Prop. 18), et il existe une formule Dem & (1, 22) telle que
1. 7+ Demo(d,"A") sidestle code d’une démonstration de A
2. T+ -Demy(d,"A") sidn’estpas le code d’une démonstration de A

pour tout formule A et pour tout entier naturel d. On pose
Th(xz) = 3z Demz(z,x) « z est le code d’un théoreme de .7 »
et on considere une formule close G telle que
Tr+Ge-Th('G"),
dont I’existence découle du lemme du point fixe (Lemme 11). On vérifie alors que :

Proposition 19 — Si la théorie T est cohérente, alors la formule G n’est pas démon-
trable dans 7.

Démonstration. On raisonne par contraposition en supposant que 7 + G, c’est-a-
dire que G admet une démonstration D dans .7. On a alors

e 7+ Dems("D","G") (d’apres la définition de Dem 7 (1, 22))
e T +3zDema(z,"G") (regle 3-intro)
o 7+ Th("G") (définition de la formule Th(x))
o T+-G (car 7 + G < ~Th("G"))
d’oti il ressort que la théorie 7 est incohérente. O
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On notera que la démonstration ci-dessus est une démonstration purement syn-
taxique qui ne fait aucune hypothése sur la vérité de la formule G ou des axiomes de la
théorie .7 dans le modele standard. On vérifie cependant que :

Proposition 20 — Si rous les axiomes de T sont vrais dans le modéle standard, alors
la formule G est vraie et non démontrable dans 7 : WNe G et T G.

Démonstration. Si tous les axiomes de .7 sont vrais dans le modele standard, alors
tous les théorémes (clos) de .7 sont également vrais dans le modele standard (méme
raisonnement qu’a la Prop. 2) et la théorie .7 est cohérente (méme raisonnement qu’a
la Prop. 3). D’apres la Prop. 19, la formule G n’est donc pas démontrable dans la
théorie .7 . Par conséquent, aucun entier naturel n n’est le code d’une démonstration
de la formule G dans la théorie .. On a donc

(n,"G") ¢ Demg pour toutn € IN

T +-Dem 7 (W, G") pourtoutn €N (déf. de la formule Dem 7 (1, x3))
IN = —~Dem 7 (7,"G") pour tout n, € IN (carIN £ 7)
IN = Vz-Demo(z,"G")
INE -3z Demg(z,?)
IN = -Th("G") (car Th(z) = 3z Dem o (2, x))
d’ou il ressort que IN = G (car N = 7 + G < ~Th("G")). O

Nous obtenons ainsi un premier résultat d’incomplétude, qui exprime qu’une théo-
rie récursive ne peut pas capturer la notion de vérité au sens du modele standard. Ce
résultat s’applique non seulement a I’arithmétique de Peano, mais aussi a toute exten-
sion récursive de PA, pourvu que cette extension ne contienne que des axiomes vrais
dans le modele standard. Cette forme d’incomplétude n’est donc pas due au fait qu’on
a « oublié » des axiomes en définissant I’arithmétique formelle, mais elle traduit un
phénomene plus profond (et bien connu en philosophie) qui est que la vérité n’est pas
réductible a la prouvabilité.

On notera cependant que I’hypothése de récursivité sur la théorie .7 est essentielle
dans la démonstration de la Prop. 20. En effet, si on considere la théorie .7 dont les
axiomes sont précisément toutes les formules closes qui sont vraies dans le modele
standard, il est évident que la prouvabilité dans la théorie .7 coincide (par définition !)
avec la vérité dans le modele standard. Mais le prix a payer est tres élevé, car dans
une telle théorie, c’est la notion méme de démonstration qui perd son caractere effectif.
(Nous reviendrons sur ce probleme a la section 5.4.)

De la Prop. 20 on peut également déduire que :

Proposition 21 — Si rous les axiomes de  sont vrais dans le modéle standard, alors
la formule -G n’est pas démontrable dans T : T # -G.

Démonstration. Sous ces hypotheéses, on a en effet IN = G d’apres la Prop. 20, d’ou
IN # -G et par conséquent .7 # -G. O

Contrairement a la Prop. 19, ce deuxieme résultat de non-prouvabilité repose sur
des hypotheses sémantiques tres fortes, a savoir :
(1) qu’il existe un modele standard (cf la discussion de la section 1.6) ; et
(2) que tous les axiomes de .7 sont vrais dans le modele standard.

On peut néanmoins établir que la formule -G n’est pas démontrable dans la théorie .7
sous des hypotheses beaucoup plus faibles, et notamment sous I’hypothese que la théo-
rie 7 est 1-cohérente.
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5.3 L’ hypothése de 1-cohérence

Définition 8 (Théorie 1-cohérente) — Soit .7 une théorie dans laquelle tous les en-
sembles récursifs sont représentables. On dit que .7 est 1-cohérente lorsque pour tout
ensemble récursif F ¢ IN représenté par la formule Rg(x) (au sens de la Déf. 6) :

J+3xRe(x) entralne F+@.

Intuitivement, une théorie 1-cohérente est une théorie .7 dans laquelle tout en-
semble récursif £ ¢ IN qui est prouvablement non vide (dans la théorie .7) est effec-
tivement non vide. La 1-cohérence de .7 entraine la cohérence de .7, et nous verrons
un peu plus loin que la réciproque est fausse :

Lemme 12 — Si .7 est 1-cohérente, alors .7 est cohérente.

Démonstration. On raisonne par contraposition en supposant que la théorie .7 est
incohérente. Dans ce cas, on a .7 + 3z Rg(x) pour tout ensemble récursif £, méme
dans le cas ol E est vide. Donc la théorie .7 n’est pas 1-cohérente. |

On suppose a présent (comme dans la section 5.2) que 7 est une théorie récur-
sive dans laquelle toutes les fonctions récursives sont représentables, et on reprend la
formule G (construite par point fixe) telle que 7 + G < - Th("G").

Nous pouvons alors vérifier que :

Proposition 22 — Si la théorie T est 1-cohérente, alors la formule -G n’est pas
démontrable dans .

Démonstration. On suppose que .7 est 1-cohérente, et on considere I’ensemble ré-
cursif £ = {n € IN : (n,"G") € Demg} qui est représenté dans la théorie .7 par
la formule Rg(z) = Demg(z,"G"). Comme la formule G n’est pas démontrable
dans 7 (Prop. 19), I’ensemble E est vide. D’aprés ’hypothése de 1-cohérence, la
formule 3z Dem (2, "G") n’est donc pas démontrable dans 7. Mais comme 7 +
-G < 3z Dem g (z,"G"), 1a formule -G n’est pas démontrable dans 7. ]

En résumé, nous avons démontré que dans une théorie récursive .7 dans laquelle
toutes les fonctions récursives sont représentables :

1. Si 7 est cohérente, alors .7 # G (Prop. 19).
2. Si J est 1-cohérente, alors 7 # =G (Prop. 22).
Ces deux résultats nous permettent de donner une démonstration d’une forme af-

faiblie ® du théoreme de Godel qui est la suivante :

Proposition 23 — Si .7 est une théorie 1-cohérente, récursive et contenant I’ arithmé-
tique calculatoire (PA"), alors 7 est incompléte en ce sens qu’il existe une formule
close G telle que T G et T  -G.

Nous verrons a la section 5.5 comment nous passer de 1’hypothese de 1-cohérence
pour démontrer le théoréme dans toute sa généralité.

8. La démonstration originelle de Godel [3] repose sur une hypotheése encore plus forte que la 1-
cohérence, a savoir la propriété de w-consistance de .7, qui exprime que si .7 + 3z P(z), alors il existe au
moins un entier n € IN tel que 7 # =P (n) (ou P(z) est une formule arbitraire). Le lecteur pourra vérifier
que la w-consistance de .7 entraine la 1-cohérence de .7.
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Théorie cohérentes et non 1-cohérentes Grice a ce qui précede, il est facile de
construire artificiellement des théories cohérentes (et méme récursives !) qui ne satis-
font pas la propriété de 1-cohérence :

Proposition 24 — Si .7 est une théorie cohérente et récursive dans laquelle toutes les
Sfonctions récursives sont représentables, et si G désigne la formule de Godel associée
a T (ie. telle que T + G < ~Th("G")), alors la théorie T + -G est cohérente et
récursive, mais n’est pas 1-cohérente.

Démonstration. Comme d’apres la Prop. 19 la formule G n’est pas démontrable dans
la théorie .7, la théorie .7 + -G est évidemment cohérente. La théorie .7 + -G est
également récursive, puisque Ax7,.¢ = Axg U {"=G"}. L'ensemble récursif E =
{nelN:(n,"G") € Demg} est représenté dans la théorie .7 — et donc aussi dans
la théorie  + -G — par la formule Dem o (x, "G"). Par construction de la théorie
T +-G,ona g +-G+ JxDemg(x,"G"). Mais comme G n’est pas démontrable
dans .7, ’ensemble E est vide. Par conséquent, .7 + -G n’est pas 1-cohérente. a

5.4 Vérité, prouvabilité et récursivité
La Prop. 20 entraine immédiatement le résultat suivant :

Proposition 25 — Aucun des deux ensembles V' et F' définis par

1% {"A" : A formule close et I\ = A} (formules vraies)
F = {"A" : Aformule close et N # A} (formules fausses)

n’est semi-récursifg, de méme que leurs complémentaires CV et C F.

Démonstration. Soit E I’ensemble des codes des formules closes, qui est un ensemble
récursif (cf section 4.4). On vérifie successivement que :

e SiV est semi-récursif, alors C F' est semi-récursif (car CF =V uCFE).
e Si C F est semi-récursif, alors V' est semi-récursif (car V = EnC F).

e Si F' est semi-récursif, alors CV est semi-récursif (car CV = FuC E).
e Si CV est semi-récursif, alors F' est semi-récursif (car F = EnCV).

e Si V est semi-récursif, alors F est semi-récursif (car F' = not™1(V))

e Si F est semi-récursif, alors V' est semi-récursif (car V = not™ (F))

(ot not : IN — IN est la fonction récursive définie par not("A") = "=A"). Par consé-
quent, si I’'un des quatre ensembles V', F', CV ou C F' est semi-récursif, alors les trois
autres le sont aussi. Faisons 1’hypotheése que tous ces ensembles sont semi-récursifs,
et donc récursifs (puisque leurs complémentaires sont semi-récursifs également). Dans
ce cas, la théorie 7 = {A: "A" € V'} est récursive. Cette théorie contient par ailleurs
I’arithmétique de Peano (Prop. 2) et permet donc de représenter toutes les fonctions ré-
cursives (Théoréme 1). D apres la Prop. 20, il existe une formule close G qui est vraie
et non démontrable dans .7, ce qui est absurde puisque G, qui est vraie, est un axiome
de 7. Donc I’hypothése faite sur les ensembles V', F', CV et C F est absurde, et aucun
de ceux-ci n’est un ensemble semi-récursif. O

9. C’est-a-dire : récursivement énumérable.
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En revanche, I’ensemble des (codes des) formules prouvables (resp. réfutables)
dans une théorie récursive donnée est bien évidemment un ensemble semi-récursif :

Proposition 26 — Si .7 est une théorie récursive, alors les ensembles

P
R

{"A" : A formule close et 7 + A} (formules prouvables)
{"A" : A formule close et 7 + -A} (formules réfutables)

sont tous les deux semi-récursifs.

Démonstration. On construit une énumération des codes des formules closes prou-
vables (ou réfutables) dans .7 a partir d’une énumération des codes des démonstra-
tions, en ne conservant que la formule de conclusion (ou sa négation). O

On insistera sur le fait que la proposition ci-dessus énonce que les ensembles P
(codes des formules prouvables) et R (codes des formules réfutables) sont tous les
deux semi-récursifs (c’est-a-dire : récursivement énumérables), ce qui n’implique en
aucun cas qu’ils sont récursifs. En effet, on peut démontrer que :

Théoréeme 2 (Indécidabilité de la prouvabilité) — Si .7 est une théorie récursive
cohérente dans laquelle toutes les fonctions récursives sont représentables, alors aucun
des deux ensembles

P
R

{"A" : A formule close et 7 + A} (formules prouvables)
{"A" : A formule close et T + - A} (formules réfutables)

n’est récursif.

Démonstration. On commence par remarquer que I’un des deux ensembles P ou R
est récursif si et seulement si I”autre I’est (car "A" € R ssinot("A") € P, et vice-versa).
Soit z une variable fixée, et ' I’ensemble (récursif) des codes des formules n’ayant pas
d’autre variable libre que x, c’est-a-dire : E = {"A" : FV(A) c {«}}. On considére a
présent le sous-ensemble €2 € F défini par

Q

{n="A(x)"e¢E : T A(m)}
{n="A(z)" € E : "A(n)" ¢ P}

Si I’on suppose que P est récursif, alors il est clair que I’ensemble {2 est lui-méme
récursif. On considere alors une formule B(x) qui représente cet ensemble et on pose
b="B(z)" € E. On distingue deux cas :

— Soit b € Q. Dans ce cas on a (par représentation) 7 +~ B(b), d’ou b ¢ €.

— Soit b ¢ Q. Dans ce cas on a (par représentation) .7 + -=B(b), d’out 7 i B(b)

(d’apres I’hypothese de cohérence) et finalement b € (2.

Les deux cas conduisent a une contradiction, ce qui montre que I’hypothese de départ
(i.e. P est récursif) est absurde. a

(On notera que 1’hypothese de cohérence est essentielle dans la démonstration ci-
dessus, car dans une théorie incohérente, les ensembles P et I sont égaux a I’ensemble
des codes des formules closes, qui est évidemment récursif.)

Le lecteur aura sans doute remarqué que les démonstrations de la Prop. 26 et
du Théoréme 2 sont toutes les deux indépendantes du premier théoreme d’incom-
plétude de Godel. Nous I’invitons a vérifier (en exercice) que ces deux résultats im-
pliquent directement le premier théoreme d’incomplétude de Godel, mais de maniere
non constructive (i.e. sans exhiber la formule indécidable).
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5.5 La variante de Rosser

La démonstration de la Prop. 23 (théoréeme d’incomplétude faible) repose sur 1’hy-
pothese que la théorie .7 est 1-cohérente. On peut se passer de cette hypothese en utili-
sant une astuce proposée par Rosser, qui consiste a remplacer la relation Dem & (x,y)
par la relation Dem’s (, y) définie par :

Dem'y(x,y) = Demg(x,y) A
Jy’ (Not(y,y') A Va'<xz =Demg(z',y")).

(ot Not(x,y) est la formule qui représente la fonction récursive not : IN — IN telle que
not("A") = "= A" pour toute formule A).

On se place alors dans une théorie récursive .7 contenant 1’ arithmétique de Robin-
son (PA"), et on construit par point fixe (Lemme 11) une formule G’ telle que

T + G' = -3z Dem/s(2,"G")
< -3z (Demg(z, "G") A VZ'<z-Demg(z, rﬂG”))

Proposition 27 — Si la théorie T est cohérente, alors la formule G' n’est pas démon-
trable dans 7.

Démonstration.  Supposons que 7 est cohérente et que la formule G’ admet une dé-
monstration D dans la théorie .7 . On a alors

e 7+ Dem y(riD“, rGfﬂ) (représentation)

e T+ -Dem(m, ~G'") pour tout entier n (repr. et cohérence de .7)

e 7+ Dems("D,"G")A \ ~Demg (7, -G")

n<' D

e T+ Dems("D","G")AVZ <D =Dem 7 (',"~G") (Prop. 9)

o 7+ 3zDem'y(2,"G") (3-intro)

o 7+ -G (car 7 + G < -3z Dem’y(z,"G"))
ce qui est absurde puisque .7 est cohérente. O

Proposition 28 — Si la théorie T est cohérente, alors la formule =G’ n’est pas dé-
montrable dans 7 .

Démonstration.  Supposons que .7 est cohérente et que la formule -G’ admet une
démonstration D dans la théorie .7.

1. 9+ Dem y(TT, -G") (représentation)
2. 7+ Dem'y(2,"G"") = (T <z=-Demg("D", r—|G1))

3. T+ Dem'y(2,"G") = "D ¢z (d’apres 1. et 2.)
4. T+ Dem'y(2,"G") = z< D’ (Prop. 8)
5. T+ -G (par hypothése)
6. 7+ 3zDem'y(z,"G"") (car 7 + G’ < =32 Dem'(2,"G""))
7. 7 +32<"D" Dem/y(z,"G") (d’apres 4. et 6.)
8. 7 +32<" D" Demo(z,"G")
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9. 7+ V Dem (7w, "G"") (Prop. 9)

n<"D”
10. J + -Demg(m,"G'") pour tout entier n (repr. et cohérence de .77)
11. 7+ A -Demz(m,"G"") (d’apres 10.)
n<"D’”
12. T+1 (d’apres 9. et 11.)
ce qui est absurde. a

Nous venons ainsi de terminer la démonstration du

Théoréme 3 (Premier théoréme d’incomplétude) — Si .7 est une théorie cohérente,

récursive et contenant PA, alors 7 est incompleéte en ce sens qu’il existe une formule
close G' telle que T o G et T W} -G’

6 Le second théoreme d’incomplétude

6.1 DL’argument de Godel

Soit .7 une théorie récursive contenant I’ arithmétique de Robinson (PA).

Nous avons vu que la démonstration du premier théoréme d’incomplétude repose
sur la construction d’une formule G telle que 7 + G < -~ Th("G"), formule dont nous
avons démontré qu’elle n’est pas prouvable dans la théorie 7 si ’on suppose que 7
est cohérente. Pour démontrer le second théoreme d’incomplétude, Godel remarque
alors que la démonstration (dans la théorie ambiante) de I’implication

Si T est cohérente, alors T i G

n’utilise en réalité que des principes de raisonnements finitaires. Grace a cette observa-
tion, on peut donc reformuler I’implication ci-dessus dans le langage de I’arithmétique
(en utilisant le codage des formules et des démonstrations dans les entiers), et la dé-
montrer formellement dans PA. Les énoncés « .7 est cohérente » et « G n’est pas
démontrable » sont remplacés par les formules Cons.7 = -Th("L") et =Th("G"), et
I’énoncé du premier théoréme d’incomplétude devient alors

Cons7 = -Th("G")

ot Th(z) = 3z Demg(z,2z). Godel construit ensuite une démonstration formelle
de la formule ConsZ = -Th('G") dans I’arithmétique de Peano, en internalisant
(dans PA) la démonstration du premier théoréme d’incomplétude. (On reviendra plus
loin sur les difficultés posées par une telle internalisation.)

Si I’on suppose en outre que la théorie .7 contient elle-méme 1’arithmétique de
Peano (et pas seulement I’arithmétique de Robinson), on déduit de ce qui précede que
T+ ConsT = -Th("G") (car PA € ), et finalement que

T+ Cons T = @G,

puisque 7 + G < ~Th("G") d’apres la définition de la formule G.

Mais comme 7 # G (sous ’hypothése que .7 est cohérente), il est immédiat
que I i Cons . La théorie J ne peut donc pas démontrer la formule Cons.Z qui
exprime la cohérence de .7 a travers le codage dans les entiers.
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Internalisation de la démonstration du premier théoréme Evidemment, la par-
tie la plus technique de la démonstration ci-dessus (qui autrement ne présente aucune
difficulté conceptuelle) réside dans la construction effective de la démonstration de la
formule Cons.7 = -Th("G") dans I’arithmétique de Peano, en internalisant la dé-
monstration du premier théoreme d’incomplétude.

On peut tout de suite remarquer qu’il n’est pas nécessaire d’internaliser le théo-
reme de représentation (Théoreéme 1), car celui-ci n’est nécessaire que pour construire
certaines formules cruciales dans 1’énoncé du premier théoreme d’incomplétude. On
pourra donc reprendre les formules telles quelles, en s’assurant qu’elles vérifient les
bonnes propriétés. Par exemple, on devra démontrer que la substitution est compatible
avec la relation d’a-équivalence, c’est-a-dire, dans PA :

Form(x) A Form(x") A Term(y) A
Subst(x,v,y,2) A Subst(z',v,y,2") A Equiv(z,z') = Equiv(z,2")

(ot Form(x) exprime que z est le code d’une formule, Term(y) que y est le code
d’un terme, Equiv(xz,z’) que les formules de code x et ' sont a-convertibles, etc.)
On notera que c’est pour démontrer des lemmes administratifs comme celui-ci qu’on
aura besoin du principe de récurrence dans PA. L

Malgré cela, la démonstration formelle de I’implication ConsZ = -~Th("G")
dans PA reste un exercice techniquement difficile, et c¢’est pourquoi il peut étre utile
de considérer le probleme sous une forme un peu plus abstraite afin de dégager les
ingrédients cruciaux de cette démonstration. Ce qui nous conduit a nous pencher sur
les conditions de dérivabilité introduites par Hilbert et Bernays.

6.2 Les conditions de dérivabilité de Hilbert-Bernays

Définition 9 (Conditions de dérivabilité de Hilbert-Bernays) — Soit .7 une théorie
munie d’une formule 7h(x) & une seule variable libre z. On dit que .7 satisfait les
conditions de dérivabilité de Hilbert-Bernays si pour toutes formules closes A et B les
trois propriétés suivantes sont satisfaites :

(HB1) Si .9+ A,alors  +~ Th(T);
(HB2) 7+ Th("A=B") = (Th("A") = Th('B"));

(HB3) 7~ Th("A") = Th(' Th("A")").

Pour manipuler plus facilement ces trois conditions, on a I’habitude d’introduire la
notation suggestive
0A = Tha("A") (« A est prouvable »)

pour chaque formule close A. Avec cette notation, les conditions de dérivabilité de
Hilbert-Bernays s’écrivent alors plus simplement ' :

(HB1) Si 9+ A, alors 7 +0OA;

(HB2) 7 +0o(A= B)= (0A=0B);

(HB3) J+0DA=004;

(ou A et B sont des formules closes quelconques).

10. On retrouve la trois principes bien connus en logique modale, a savoir la regle de nécessitation (HB1),
la loi de distributivité (HB2) et la loi de transitivité (HB3), ici restreints aux formules closes.
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La condition (HB1) exprime que si A est prouvable dans .7, alors la formule OA
qui exprime que « A est prouvable » est elle aussi prouvable dans 7.

On notera que si la formule Th(x) est définie par Th(xz) = 3z Dem o (2, x),
oll Dem o (z,x) est une représentation (au sens de la Déf. 6) de I’ensemble Dem o
défini a la section 4.7, alors la condition (HB1) est automatiquement satisfaite, car si
une formule (close) A est démontrable dans .7 et si D est une démonstration de cette
formule dans .7, alorson a 7 + Dem o ("D","A") (d’apres la propriété de représen-
tation) et par conséquent .7 + Th("A") (régle 3-intro).

On peut cependant remarquer que ce raisonnement n’utilise que la « partie posi-
tive » de la propriété de représentation, c’est-a-dire le critere (i) de la Déf. 6 :

Si (n,m) € Demg, alors 7 + Dem o (7, m).

On pourra donc choisir la formule Dem #(z,x) de fagon a faciliter la vérification du
premier critére sans se soucier du second '!.

La condition (HB2) exprime dans la théorie .7 que la prouvabilité d’une implication
et la prouvabilité de son membre gauche entrainent la prouvabilité de son membre droit.
Cette condition n’est donc rien d’autre que le principe du modus ponens

Si 7+ A=B etsi T+ A, alors 7+ B
qu’on a internalisé dans la théorie .7 a I’aide de la modalité OA :

J+0(A= B)= (0A=0B).

La condition (HB3) procede du méme esprit que les deux autres conditions, et n’est
en réalité rien d’autre que la condition (HB1)

Si T+ A, alors T +0A
qu’on a internalisée & son tour dans la théorie 7 :
I +0A=00A.

Nous verrons a la section 6.3 que les conditions de Hilbert-Bernays capturent les
propriétés nécessaires pour démontrer le second théoreme d’incomplétude. Pour pou-
voir utiliser ces conditions dans 1’arithmétique de Peano et dans ses extensions récur-
sives, il nous faut donc d’abord démontrer le résultat suivant :

Proposition 29 (Criteres de Hilbert-Bernays pour PA) — Toute théorie .7 qui est
une extension récursive de I’arithmétique de Peano (i.e. PA € 7 ) satisfait les critéres
de Hilbert-Bernays pour la formule Th(xz) = 3z Dem o (z,x), o Dem g (z,x) est
une représentation de I’ensemble récursif Dem 5 dans PA™ (au sens de la Déf. 6).

11. Le critere (4iz) de la Déf. 6 (« Si (n,m) ¢ Dem g, alors 7 + —=Dem o (T, m) ») sert en fait
a nous assurer que la relation Dem o (2, 2) n’accepte pas « trop de démonstrations » (c’est-a-dire des
entiers ne correspondant a aucune démonstration), et est essentielle pour nous convaincre que la formule

Cons7 = -3z Dem o (2, 1") traduit la propriété de cohérence. D’un point de vue technique cependant,
le critere (%) est inutile dans la démonstration du second théoréme d’incomplétude, et le lecteur pourra
vérifier que si on choisit une formule Dem o (z,2) qui est toujours vraie dans 7, alors les conditions
de dérivabilité de Hilbert-Bernays sont trivialement satisfaites pour la formule Th(z) = 32 Dem & (z,x)
(toujours vraie dans 7). Avec ce choix erroné de la formule Th(z), I'énoncé « Si 7 est cohérente, alors
la formule Cons.Z n’est pas démontrable dans Z » reste non seulement vrai, mais devient méme une
lapalissade dans la mesure ot la formule Cons.7 est par construction équivalente a la formule L.
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Démonstration. Nous avons déja vu que la condition (HB1) est automatiquement sa-
tisfaite d’apres le choix de la formule Th(xz). Le critere (HB2) se déduit du fait que :

PA + VaVyVz(Imp(z,y,z) A Th(z) A Th(z) = Th(y)),

ot Imp(z,y, z) représente dans PA la fonction récursive imp(a, b) : IN? - IN qui code
I’implication, et qui est définie par imp(a,b) = (2,a,b). On ne construira pas ici la
démonstration formelle (dans PA) de la formule ci-dessus, qui dépend du choix de la
formule Dem & (z,x). Enfin, le critére (HB3) se déduit du fait que :

PA + VaVy (SubstN("Th(xo)",To,2,y) A Th(z) = Th(y)),

ol SubstN (x1,22,23,y) est la formule introduite a la section 5.2. La encore, on ne
construira pas ici la démonstration formelle (dans PA) de la formule ci-dessus. a

On notera que la démonstration de ce résultat permet de capturer les deux théo-
remes dont on a besoin de construire une démonstration formelle dans PA, a savoir :

1. PA-VaVyVz(Imp(x,y,z) A Th(z) A Th(x) = Th(y))

2. PA+ VaVy (SubstN("Th(zo)", %0, x,y) A Th(z) = Th(y))

La démonstration de ces théoremes dépendra évidemment du choix de la formule
Dem (z,x), et certains choix pourront se révéler plus judicieux que d’autres...

6.3 Le théoréme de Lob

On commence par démontrer une version abstraite du second théoréme d’incom-
plétude de Godel, due a Lob [4] :

Théoreme 4 (Lob) — Soit .7 une théorie récursive dans laquelle toutes les fonctions
récursives sont représentables, et satisfaisant les conditions de Hilbert-Bernays pour
une certaine formule Th(x). Si F + Th("C") = C (ou C est une formule close
quelconque), alors 7 + C.

Démonstration. Soit F une formule close telle que 7 + F < (Th("F') = C),
dont I’existence nous est donnée par le lemme du point fixe (Lemme 11) appliqué a la
formule A(y) = (Th(y) = C). Avec la notation O0A = Th("A"), on vérifie que :

1. 7+o0C=C par hypothése
2. I+ F < (OF = 0) par construction de F'
3. I+ F=(oF =(C) d’apres 2.
4. Zv+o(F = (oF = Q0)) d’apres 3. et (HB1)
5. 7 +0oF =0o(oF = () d’apres 4. et (HB2)
6. 7 +0OF = (00OF = 0C) d’apres 5. et (HB2)
7.  +0OF = ooF d’apres (HB3)
8. I +0oOF =oC d’apres 6. et 7.
9. I+oF =C d’apres 1. et 8.
10. T+ F d’apres 2. et 9.
11. 7 +0oF d’apres 10. et (HB1)
12. 7+ C d’apres 9.et11. O
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On notera que ce théoréme n’impose pas de choix particulier sur la formule Th(z).
On pourra donc prendre Th(z) = 32 Dem z(z,x), Th(x) = 32 Dem', (2, ) (en re-
prenant la formule Dem'; (z,x) de la section 5.5) ou méme Th(z) = T (ou T désigne
une formule trivialement vraie).

De ce résultat général combiné avec la Prop. 29 on déduit le

Théoreme 5 (Second théoreme d’incomplétude) — Si 7 est une théorie cohérente
et récursive contenant I’ arithmétique de Peano (PA), alors la formule

Cons.Z = ~Th("L") = -3zDem(z,"1") (« T est cohérente »)

(ot la formule Dem o (z,x) est une représentation de I’ensemble récursif Dem o
dans PA") n’est pas démontrable dans la théorie 7.

Démonstration. On raisonne par contraposition en supposant que .7 + Cons.7,
c’est-a-dire : J + Th("L') = L. D’apres la Prop. 29, la théorie .7 munie de la
formule Th(z) = 3z Dem 7 (z,x) satisfait les conditions de Hilbert-Bernays, ce qui
permet d’appliquer le théoréme de Léb avec C' = 1 et d’en déduire que T + L. O

(On notera que dans le cas ou C' = 1, la formule F' qui est utilisée dans la démons-
tration du théoréme de Lob est précisément la formule G de Godel.)
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