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Discrétisation

Fig.: Exemples de graphes générés par l’algorithme C.I.A. (Connexity

via Interval Analysis.)
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Objectif :

Construire une triangulation du même type d’homotopie que :

S =
s⋃

i=1

ri⋂
j=1

{x ∈ Rn; fi,j(x) ≤ 0} où fi,j ∈ C1(Rn, R)
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S =
{

(x, y) ∈ R2|
{

x2 + y2 + xy − 2 ≤ 0
−x2 − y2 − xy + 1 ≤ 0

}

Fig.: Exemple d’un ensemble S et d’une triangulation générée par l’algo-

rithme Homotopy via Interval Analysis.
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Plan de l’exposé

1 Introduction à la topologie algébrique

2 Condition suffisante pour ”Etoilé”

3 Discrétisation
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Discrétisation

Homéomorphime
Invariant topologique
Le groupe fondamental
Ensemble du même type d’homotopie
Triangulation

Définition - Homéomorphisme

Soient X et Y des espaces topologiques. On dit que f : X → Y
est un homéomorphisme si

1 f est continue.

2 f est bijective.

3 f−1 est continue.

Définition - Espaces homéomorphes

Deux espaces topologiques X et Y sont dits homéomorphes s’il
existe un homéomorphisme f : X → Y .
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Exemples d’homéomorphismes

Fig.: Exemple d’ensembles homéomorphes.
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Exemples d’homéomorphismes

Exemple d’ensembles homéomorphes.

On notera X ∼= Y ∼= Z.
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Invariant topologique

Nombre de composantes connexes par arc.

Soit π0 la fonction suivante :

π0 : { Espaces ”gentils” } → N
X 7→ Nombre de composantes

connexes par arcs de X
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Fig.: π0(X) et π0(Y ).
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Homéomorphime
Invariant topologique
Le groupe fondamental
Ensemble du même type d’homotopie
Triangulation

Fig.: π0(.) est un invariant topologique.

Nicolas Delanoue, Luc Jaulin, Bertrand Cottenceau Garantir le type d’homotopie d’un ensemble - 15



Introduction
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π0(.) est un invariant topologique car

Si X∼=Y alors π0(X)=π0(Y )

Si X et Y deux espaces topologiques, tels que π0(X)6=π0(Y )
alors X 6∼=Y .
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Il existe des ensembles topologiques tels que

X 6∼= Y et π0(X) = π0(Y )

Fig.: π0(.) n’est pas un invariant assez fort.
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Définition - Fonctions homotopes

Deux fonctions continues f, g : X → Y sont homotopes, f ∼ g
s’il existe une fonction continue F : X × [0, 1] → Y , telle que :

F (x, 0) = f(x) et F (x, 1) = g(x), ∀x ∈ X.
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f ∼ g
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Fig.: Toutes ces fonctions sont homotopes.
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f ∼ f0
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Définition du π1 d’un ensemble

Soit Y un espace topologique connexe par arcs, et y0 ∈ Y ,

π1(Y, y0) = {f : S1 → Y, f continue , f(x0) = y0}/ ∼

Fig.: f1 et f0.

Poincaré, H. ’Analysis situs’, J. Ecole polytech. (2)1, 1-121 (1895).
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Introduction à la topologie algébrique

Condition suffisante pour ”Etoilé”
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Définition du π1 d’un ensemble

Soit Y un espace topologique connexe par arcs, et y0 ∈ Y ,

π1(Y, y0) = {f : S1 → Y, f continue , f(x0) = y0}/ ∼

Fig.: f2

Poincaré, H. ’Analysis situs’, J. Ecole polytech. (2)1, 1-121 (1895).
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Propriétés

π1(Y, y0) est un groupe.

f0 × f1 ∼ f1.
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Homéomorphime
Invariant topologique
Le groupe fondamental
Ensemble du même type d’homotopie
Triangulation

Propriétés

π1(Y, y0) est un groupe.

f1 × f−1 ∼ f0
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Fig.: π1(.) est un invariant topologique.
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Définition

Deux espaces X et Y ont le même type d’homotopie s’il existe des
applications continues f : X → Y et g : Y → X telles que
g ◦ f ∼ 1X et f ◦ g ∼ 1Y . On notera X ' Y .

Fig.: X ' Y
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Deux ensembles du même type d’homotopie.
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Discrétisation
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Définition

Un espace X est contractile s’il a le même type d’homotopie qu’un
point.

X ' Y .
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Proposition

Deux ensembles homéomorphes sont du même type d’homotopie.

X ∼= Y ⇒ X ' Y

Remarque

La plupart des invariants topologiques ne permettent pas de
différencier deux ensembles du même type d’homotopie.

Fig.: X ' Y ⇒ π1(X) = π1(Y )
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Une triangulation
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Définition d’une triangulation abstraite

Soit N un ensemble fini de symboles {(a0), (a1), . . . , (an)}
Une triangulation abstraite K est une famille des parties de N qui
vérifie : σ ∈ K ⇒ ∀σ0 ⊂ σ, σ0 ∈ K
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Condition suffisante pour ”Etoilé”
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K =
{
(a0), (a1), (a2), (a3), (a4),

(a0, a1), (a1, a2), (a0, a2), (a3, a4),
(a0, a1, a2)

}

Fig.: Une réalisation de K.
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K =
{
(a0), (a1), (a2), (a3), (a4),

(a0, a1), (a1, a2), (a0, a2), (a3, a4),
(a0, a1, a2)

}
On le notera par : a0a1a2 + a3a4

Fig.: Une réalisation de K.
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Théorème

Si |K1| et |K2| deux réalisations d’une triangulation abstraite K,
alors |K1| et |K2| sont homéomorphes.
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Définition

Soit K un triangulation abstraite, et (x) un symbole. On note
C(x,K) l’ensemble :

C(x,K) = {(x)} ∪ K ∪
⋃
σ∈K

(x, σ).

où (x, σ) := (x, a1, . . . , an) avec σ = (a1, . . . , an) ∈ K.
C(x,K) est le cône de sommet x et de base K.
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C(x,K) = {(x)} ∪ K ∪
{
(x, a0), (x, a1), (x, a2), (x, a3), (x, a4),

(x, a0, a1), (x, a1, a2), (x, a0, a2), (x, a3, a4), (x, a0, a1, a2)
}

.
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Homéomorphime
Invariant topologique
Le groupe fondamental
Ensemble du même type d’homotopie
Triangulation

C(x,K) = {(x)} ∪ K ∪
{
(x, a0), (x, a1), (x, a2), (x, a3), (x, a4),

(x, a0, a1), (x, a1, a2), (x, a0, a2), (x, a3, a4), (x, a0, a1, a2)
}

.

Nicolas Delanoue, Luc Jaulin, Bertrand Cottenceau Garantir le type d’homotopie d’un ensemble - 42



Introduction
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Homéomorphime
Invariant topologique
Le groupe fondamental
Ensemble du même type d’homotopie
Triangulation

C(x,K) = {(x)} ∪ K ∪
{
(x, a0), (x, a1), (x, a2), (x, a3), (x, a4),

(x, a0, a1), (x, a1, a2), (x, a0, a2), (x, a3, a4), (x, a0, a1, a2)
}

.

Nicolas Delanoue, Luc Jaulin, Bertrand Cottenceau Garantir le type d’homotopie d’un ensemble - 45



Introduction
Introduction à la topologie algébrique
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Homéomorphime
Invariant topologique
Le groupe fondamental
Ensemble du même type d’homotopie
Triangulation

C(x,K) = {(x)} ∪ K ∪
{
(x, a0), (x, a1), (x, a2), (x, a3), (x, a4),

(x, a0, a1), (x, a1, a2), (x, a0, a2), (x, a3, a4), (x, a0, a1, a2)
}

.

Nicolas Delanoue, Luc Jaulin, Bertrand Cottenceau Garantir le type d’homotopie d’un ensemble - 46



Introduction
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C(x,K) = {(x)} ∪ K ∪
{
(x, a0), (x, a1), (x, a2), (x, a3), (x, a4),

(x, a0, a1), (x, a1, a2), (x, a0, a2), (x, a3, a4), (x, a0, a1, a2)
}

.

C(x,K) = x(a0a1a2 + a3a4)
= xa0a1a2 + xa3a4
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Propriété d’un cône

Un cône est contractile.
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Ensemble du même type d’homotopie
Triangulation

Objectif :

Construire une triangulation du même type d’homotopie que :

S =
s⋃

i=1

ri⋂
j=1

{x ∈ Rn; fi,j(x) ≤ 0} oùfi,j ∈ C1(Rn, R)
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Condition suffisante pour ”Etoilé”
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Homéomorphime
Invariant topologique
Le groupe fondamental
Ensemble du même type d’homotopie
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S =
{

(x, y) ∈ R2|
{

x2 + y2 + xy − 2 ≤ 0
−x2 − y2 − xy + 1 ≤ 0

}

Fig.: Exemple d’un ensemble S et d’une triangulation générée par l’algo-

rithme Homotopy via Interval Analysis.
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Condition suffisante pour ”Etoilé”
Discrétisation

Homéomorphime
Invariant topologique
Le groupe fondamental
Ensemble du même type d’homotopie
Triangulation

1 Créer un recouvrement {Si}i∈I de S tel que

∀J ⊂ I,
⋂
j∈J

Sj est contractile ou vide

2 Créer un triangulation du même type d’homotopie que S.
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Condition suffisante pour ”Etoilé”
Discrétisation

Etoile
Une condition suffisante
Un exemple

Définition

Le point v est une étoile pour le sous-espace X de Rn si ∀x ∈ X,
le segment [x, v] est inclus dans X.
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Condition suffisante pour ”Etoilé”
Discrétisation

Etoile
Une condition suffisante
Un exemple

Proposition

S = {x ∈ D ⊂ Rn / f(x) ≤ 0} où f est une fonction C1 de D
vers R, D un convexe, v∗ un point de S, si

f(x) = 0, Df(x).(x− v∗) ≤ 0, x ∈ D

n’admet aucune solution, alors v∗ est une étoile pour S.

Idée de preuve - interpretation géometrique
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Condition suffisante pour ”Etoilé”
Discrétisation

Etoile
Une condition suffisante
Un exemple

v∗ = (0.6,−0.5) est une étoile pour l’ensemble
S = {(x, y) ∈ [−3; 3]2, tel que f(x, y) = x2 + y2 + xy − 2 ≤ 0}

⇐
{

f(x) = 0
Df(x).(x− v∗) ≤ 0

n’admet aucune solution

⇔
{

x2 + y2 + xy − 2 = 0 n’admet au-
∂xf(x, y).(x− 0.6) + ∂yf(x, y).(y + 0.5) ≤ 0 cune solution

⇔
{

x2 + y2 + xy − 2 = 0 n’admet au-
(2x + y)(x− 0.6) + (2y + x)(y + 0.5) ≤ 0 cune solution
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Condition suffisante pour ”Etoilé”
Discrétisation

Découper S avec un pavage
Construction d’une triangulation

Découper S avec un pavage {pi}i∈I , (Si := S ∩ pi) tel que
∀J ⊂ I,

⋂
j∈J

Sj est contractile ou vide
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Condition suffisante pour ”Etoilé”
Discrétisation

Découper S avec un pavage
Construction d’une triangulation

Soit F = {SJ , J ⊂ I, tel que SJ est contractile }.
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Condition suffisante pour ”Etoilé”
Discrétisation

Découper S avec un pavage
Construction d’une triangulation

Ordonner F avec l’inclusion :
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Discrétisation
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Discrétisation
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Discrétisation
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Discrétisation
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Equivalence d’homotopie

Proposition

Soit S une partie de Rn, si {pi}i∈I est un pavage tel que
∀J ⊂ I,

⋂
j∈J

Sj est contractile ou vide, et K la triangulation

construite précédemment, alors
S et K sont du même type d’homotopie.

Idée de preuve
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Condition suffisante pour ”Etoilé”
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Découper S avec un pavage
Construction d’une triangulation

Un exemple avec le solver Homotopy Via Interval

Analysis

S =
{

(x, y) ∈ R2|
{

x2 + y2 + xy − 2 ≤ 0
−x2 − y2 − xy + 1 ≤ 0

}
http://www.istia.univ-angers.fr/∼delanoue/
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Condition suffisante pour ”Etoilé”
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Conclusion
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Travaux futurs

Agrandir la classe des ensembles que le solveur peut traiter.

Utiliser ces outils pour la détermination de cycles limites et de
points fixes de flots d’équations différentielles.
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Proposition

S = {x ∈ D ⊂ Rn / f(x) ≤ 0} où f est une fonction C1 de D
vers R, D un convexe, v∗ un point de S, si

f(x) = 0, Df(x).(x− v∗) ≤ 0, x ∈ D, (1)

n’admet aucune solution, alors v∗ est une étoile pour S.

(1) est inconsistent ⇔ ∀x ∈ D, f(x) = 0 ⇒ Df(x).(x− v∗) > 0

Return
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