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|. Objectifs



Obijectifs

» Objectif : déterminer I'ensemble des valeurs des incertitudes
paramétriques d'un modele permettant d'expliquer un jeu
d'observations donné

Vi, ke{l,...,h}  hhorizon d'observation

» Mode¢le envisagé a I’instant courant & :
~ I
Yk = X O + e
Vi - sortie scalaire du modele

x;{ : vecteur ligne constitu¢ d'observations
@, : vecteur des incertitudes paramétriques

ey : erreur d'équation additive indépendante



Objectifs

» Modélisation ensembliste :

d Erreur d’équation e, représentée par une variable bornée symétrique
N +
e, €|—e,e], e eR

€ suppos¢ connu (pour ’instant...)

d Vecteur des incertitudes paramétriques 6, représenté par un vecteur
de variables bornees

d 4., e, : variables bornées variant dans le temps aléatoirement sur
leurs support

Q

e, €|—e.e]

Variables bornées indépendantes




Obijectifs

» Objectif : trouver les caractéristiques de 8, telles que les
observations j;, soient cohérentes avec le modele

= trouver un domaine S(6) tel qu’il existe a chaque instant &
un vecteur 6.€ S(6) vérifiant :

Vi = )’Z;{Hk + ey avec e¢;. € [—E,é]

Notation S(.) : valeurs possibles d’une variable

= d’un point de vue ensembliste, trouver S(6) tel qu’a
chaque instant £ :
e, €|—e,e]

~ ~T
P es(xk O +ek) avec 0, = 5(0)



Obijectifs

Observations T
R S(kaek' + ek')

S(i}{gk +€k) yk,
1?/( T

e
e, :

+
‘X g temps

» Remarque : domaines invariants pour les incertitudes
paramétriques et 1’erreur d’€quation, mais ensemble 1image
de la sortie (intervalle) dépendant de 1’instant courant



ll. Positionnement du probleme
(Approche géometrique)



Positionnement du probleme

» Mode¢le a erreur d’équation bornée
—e<e <e [

Jr—e < X0,
<
» A D’instant courant ., dans 1’espace des parametres (6), ces 2
in¢galites definissent 2 demis espaces dont les frontieres sont
2 hyperplans parall¢les

Vkell,... hi

37’1{9/( <Jjp+e

Dy ={0'eDy /e <% 0]
5]( = {9” E@O /fgg”ﬁyk +§}

D, : domaine d’¢étude (orthotope aligné de grande taille)



Positionnement du probleme

> A un méme instant k, 2y NDy #

> Intersection de 2 domaines convexes = domaine convexe

h - h _
Oh=NDr D,=N7D Polytopes convexes
k=1 k=1

1C



Positionnement du probleme

» Dy ensemble des valeurs de @’ satisfaisant :
Vp—e<xl0, Vk
chaque &’ conduit donc a un majorant y, de la mesure

)7]( < Vi avec yp = .52]7;9’4—5, Yk
S (0)NDj = majorations des observations

» D, ensemble des valeurs de 8" conduisant a des minorants Vi
Vi < avec yj = 52:;{9”—?, Vk

5(60)N D), = minorations des observations

S(Q)ﬁ@h #

» Respect de toutes les contraintes si B
S(0)nD, +D
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Positionnement du probleme

» Supposons connue une valeur nominale et invariante 8. du
vecteur des incertitudes paramétriques 6,

h
0. =arg£min( ) Hj/ — X 0, jj
49C k:l (04
B - T
Cinf (6.)= max (‘)’k X 0.

» Erreur au sens de la norme infinie
ke{l,... h} )

= le plus grand écart entre mesures et partie nominale du modcle

» Silaborne e est egale a ¢;,r (6,), onaalors :

La valeur 6. du vecteur @, vérifie les

I ~ ~ T =y
_e S - x e S e . . 4 M4
Yk kYc contraintes 1nega11tes
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Positionnement du probleme

> 1°7 situation : € = ¢;,7 (6,)

= I’intersection des 2 polytopes D, et D, n’est pas vide,
chaque point de D, permet d’expliquer toutes les observations

= 1’erreur d’équation explique a elle seule les observations,
aucune incertitude paramétrique n’est nécessaire : S(6) =6,

Polytope convexe
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Positionnement du probleme

> 28me situation : € < e, (6, )
= I’intersection des 2 polytopes D, et D, est vide, aucune
solution invariante ne permet d’expliquer les observations

= quelles incertitudes ajouter sur 6. pour avoir 1 solution ?

Caractérisation : trouver un domaine
invariant S(6) tel qu’il existe a chaque

instant un &, expliquant y;,

= S(6) doit contenir au moins un
point de 2, et de D,

g, fluctue dans le temps autour de 6,
afin de satisfaire les contraintes inégalitéi4



Positionnement du probleme

Tracé des cartes 1s0s

05 0 05 1 15 2 25 3
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Positionnement du probleme

» Description du domaine S(6) : Zonotope

= polytope convexe dont les facettes sont 2 a 2 parall¢les :

d centré sur 6,
1 de forme imposée par une matrice 7 choisie

O de taille imposée par A

9k=(90+/1TUk ﬂ,eIR+,

UkHoo <1

v, : vecteur de variables bornées normalisées et indépendantes

» Enrésumé : pour 8, T et e imposes, trouver A tel que :
~ ~ T
Vi eS(xké?k +ek)
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Ill. Quelques rappels sur l'outil
ensembliste
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Quelques rappels sur I'outil ensembliste

> Intérét des variables bornées normalisées : 0 € [—1,1]

= simplification des calculs

0, £0,c[-2.2] la+6 e[a—1a+1]

O, x0, e[-11] | ab| € —|al./a]]

o+t 0 e [fo ~|t,.%0 +H’H1]

pas de perte de généralite
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Quelques rappels sur I'outil ensembliste

> S(f) : ensemble image du champ de vecteurs f(9), 6], <1

Variable bornée 0 = intervalle 5(0)=[-11]

Vecteurs de variables indépendantes  —
= orthotope aligné (pavé) —1t

Variable commune : variable bornée apparaissant dans
plusieurs composantes du champ de vecteurs f{6)

= dépendance (couplages) entre composantes modifiant
la forme de S(f) par rapport a un simple pave

2(



Quelques rappels sur I'outil ensembliste

Fonctions lin€aires en 6
= zonotope convexe

f1=01+02 +@3
f2:91—92 +293

Sinon, domaines complexes

N :§+36’1 +§.+«92

-2129, -0
/2 S 500
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Quelques rappels sur I'outil ensembliste

» Décomposition en bandes de contraintes d’un zonotope

f =@
terme incertain -/ \ terme certain :

centre de S(f)

S(f) : zonotope représenté comme I’intersection
d’une série de bandes de contrainte S,
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Quelques rappels sur I'outil ensembliste

» Principe : une bande de contrainte est obtenue en recherchant
une combinaison linéaire des composantes f; permettant
d’¢liminer des variables communes

A MENES

Aucune prise en compte des couplages : f; €[—2,2]

t =2 < fl -|-f2 <2
Contraintes li¢es aux couplages : f2 NG

fi+ f2 =20, GRRRRE>
Si— /=26 2< fi-f<27 |




Quelques rappels sur I'outil ensembliste

» Décomposition en bandes de contrainte f=MO+n

Bande de contrainte S,

» Détermination des ¢léments caractéristiques de S
dim(6)

e; : vecteurs de la base canonique de R

Ml-zM[el edim(f)—l]

si rang(M;) = dim(f)—1 alors : TMZ- =0¢ct k; =

T
h; MH1 2



|\/. Caractérisation
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Caractérisation

» Forme prédéterminée

)7]( ES(X'/{H}C +€k) 0/( :06 +@Tl)k

poids scalaire
avec ¢, €[—e,e] et vy | <1

» Doubles contraintes inégalités a respecter :

—A

;'z,{THI o< —%, < /IHS{:,{THl re

» Contraintes a respecter par A :

[ 3\
- Ta - TA
V=X, 0.—e —§p+X,.0.—e

A T‘ ] TH1

A > max

1 J
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Caracterisation
» Critere de précision
Vi € [5‘?/];‘90 -4

Largeur de cet intervalle :

! TH —e, %10, + /IHx',{ TH ¥ e} .
1 N 1 S(fk'gk' + ej,
7 5('%/{&]( + ek)
T |
1 I]k I

Critere (somme des j, sur I’horizon £) :

jk =2e+24 J

h temps
J=2he +21 3
k=1

Conclusion : plus A est faible, plus J est faible

%l TH1
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Caractérisation

» Sur ’horizon 4 :
4

- ~T - - ~T -
0 yk_xk‘gc_e _yk+xk‘90_e

A= sup | max
T T

kel{l,... h}

1
> Forme indéterminée
)7]( e S(fggk +€k)

9k=9c+T@)vk T(2)=| At

vecteur de pondération

e 0 1

Les colonnes ¢, sont pondéréc

avee € € [_e’e] et Ok oo <1 individuellement

28



Caractérisation

» Doubles contraintes in¢galités a respecter :

—Fla-e<y -xl6.<pli+e
avec NI{:[X:/{Q‘ )"c';{tqu

» Contraintes a respecter par A :
;’Z;{ﬂ, > max(j/'k = 3?]{6’6 —e,~ ¥ + )’Z;{HC —E)
» Critere de précision

Fre| ¥0.- il A-e %[0+ 7l Ave]
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Caractérisation

Largeur de cet intervalle :
A AsT
Jr=2e+2y; A
Critere (somme des j, sur I’horizon #£) :

ho 1
J=2he+25 72
k=1

h
=2he+2yA avec ¥ = Z;’Z,{

k=1

Conclusion : plus 74 est faible, plus J est faible



Caractérisation

» Sur ’horizon 4 : il faut rechercher le vecteur A vérifiant :

et qui minimise JA Polytope convexe dans
I’espace des parametres ~

Domaine admissible pour A @

| Critére de précision J ‘
e pre La solution est 1’un des
minimise et

contraintes satisfaites| sommets du polytope

o

-
-
-
-~
-~
-~
-
-
-
-
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V. Extensions
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Extensions

» Optimisation du centre 8. et de la borne de I’erreur additive e

h
J=2he +2A 3 | % T Hl forme prédéterminée
k=1
J=2he +27A forme indéterminée

= probleme d’optimisation lin¢aire sous contraintes in¢galités
Critere J 2 minimises
= hyperplan

N
Solution = un des sommets V'du _|

polytope minimisant le critére J~__

Polytope convexe de sommets V
l1¢ aux contraintes inégalités

"/

Espace (6,.,e,4) -



Extensions

Remarque : le critere dépend implicitement du centre 6. (cf
approche géométrique) via les contraintes inégalité

| Oc T T g
T ||.T 8 I T _ =
[xk —kaHI —1} A <3y [xk Xk IJ f <k
e | < €
< — —_ — j—
0, ; ; 0,
Wi s[x,{ H;’z,{THI 1} A Pk S[fck X 1} !
e | € |

» Optimisation du centre e, de 1’erreur additive
e ce.+e[-11], e. eRe eR”

meéme principe N



Extensions

» Exemple académique

Modg¢le incertain a Ty
ro_ e . r . A I “" ] | -
caractériser = jeu de données /| Mt /Yl L
aj [
Vi1 =[x ”k]{b }Ck ”
k 56 160 150 260 2\"‘30
2+

Modele nominal

(incertitudes nulles) /

nom

| | | | | | | | |
:| + Cnom 20 25 30 35 40 45 50 55 60



Extensions

Modele caractérisé p PR
cl 1 VoK 1 _
S =5 u T+ " | |t+e.+ev
oun-s]on [ S8 T e
Vle+1
Valeurs ! Valeurs
I
l théoriques | caractérisées
% | o | [0:904 [ 0.905
ﬁ #l 1 10.095] I |0.094
1 ; (0.045] 1 0.044
T | ; |
ﬁﬂ . i ; 0.005] 1 ]0.005
i I e S O —
Yo [ e 0.0 1 001
ot I ¢ |
ﬁﬁ{ L+ F B T .
o4 i %, e 0 | 10
0.2 . | | ! w w | !
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Extensions

» Mode¢le a plusieurs équations :

matrice
o)

= vecteurs

meéme principe, mais cette fois, S (X ;{ O + ek) n’est plus un
intervalle, mais un zonotope

» Tenir compte des couplages entre les sorties dus aux
variables bornées :

Vi ZX/{HC-I-XI{ZTU]( + ey

Av
~ T ~ T (9 k
_X 9+[X T 1} : Hv H <1
Vi = Xj bc |k [diag( ve’]j ()|,

" M, vecteur de bornes .



Extensions

» Deécomposition en bandes de contrainte S,

T
_‘hk,i

_ T T T & T
e— ﬂHthl.XkTHIS hk’l.(yk—XkHC )S ‘hk,i

_ T T
e + /IHhk’iXkTHl

hk,i r Vi 2
nl X0, ] E+/1th€ lX{THI
Sk,i T\ hZ’iXkac yk,l)
a0, AT e it 7]

A
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Extensions

= contraintes imnégalites supplémentaires a prendre en
compte par rapport au cas\\ « 1 seule équation »

W2 xk Hk + ey (xk'ek' + e )

\K%/ ‘\Xﬁ temps
Y1

» Critere de précision : somme des largeurs des bandes S, ;

h N | p
J= % zz‘hkl.
hlio1 |

. T T : :
e+ ZZHhk,l-X T Hl n;, bandes S; ; a chaque instant £

» Méme principe pour une forme indéterminée
39



Extensions

Exemple avec un régresseur constant
(2 relations entrée-sortie)
‘ ‘ 2 ‘ ‘

Forme prédéterminée
Optimisation de A

Forme indéterminée
Optimisation de A

2.5
%) 145 )2 .
1.5 *
1L u
1+ B
05 | 0.5F B
or 1 0t 1
-0.5 - 1 o5 |
1+ u
1+ u
1.5+ B
ol | 150 .
2.5 | I | | y] 2 | | ) yl
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1.5 15 -0.5 0 0.5

1.5
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Extensions

) - 2
5| yZ 1_5,_)/2
| - 1+
5 L 0.5
) - ok
> -0.5
| - -1+
+
1.5+ B
2 | | | | | yl | _2 | | | | yl
1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1

Forme predeterminée Forme indéterminée

Optimisation du riplet (4,6, €) Optimisation du triplet (4, 8., e)
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