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Opérateurs monotones et problemes inverses

[Microscopie, Challenge ISBI 2013, F. Soulez]

Image originale Image dégradée
x € RN z =P, (HX) € RM

H € RMXN - matrice associée a un opérateur de dégradation.
Po: RM 5 RM : effet du bruit paramétré par o
(e.g. bruit de Poisson).

— Produire une bonne estimée de X a partir des observations z, en ayant
souvent des connaissances sur H et la statistique du bruit.
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Opérateurs monotones et problemes inverses

Probléme inverse :
Trouver X le plus proche possible de X a partir des observations z = P, (HX).

» Filtrage inverse (si M = N et H est inversible)
Xx=H1z
= H Y(HX + b) si bruit additif b € RV
=X+H1'b

— Forme explicite mais amplification du bruit si H mal-conditionnée
(probléme mal posé).
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Opérateurs monotones et problemes inverses

Probléme inverse :
Trouver X le plus proche possible de X a partir des observations z = P, (HX).

> Filtrage inverse (si M > N et le rang de H est N)
=(H'H)y'H'z
= (H"H)"'HT(HX + b) si bruit additif b € RM
=X+ (H"H)"*H b

— Forme explicite mais amplification du bruit si H mal-conditionnée
(probléme mal pos€).
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Opérateurs monotones et problemes inverses

Probléme inverse :
Trouver X au plus proche de X a partir des observations z = P, (HX).

» Approche variationnelle

X € Argmin f(x) + f(x)
XGRN N N
Attache aux données Terme de régularisation

e.g.|Hx —z|3 p>1

e.g. x5 avec
& Al {Ae o o

— Solution explicite rare (e.g. si p# 2 et H # 1d)
ou lourde a calculer (e.g. sip=2, H#Id et N > 1)
— Méthode de résolution itérative.
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Opérateurs monotones et problemes inverses

Probléme inverse :
Trouver X au plus proche de X a partir des observations z = P, (HX).

» Approche variationnelle plus générale
m
X € Argmin Z fi(x)
xERN i=1

ou f; termes de fidélité aux données/régularisation hybride/contraintes.

— Méthode de résolution itérative.
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Opérateurs monotones et problemes inverses

Méthode de résolution itérative = Algorithme d’optimisation
m

Construire une suite (x,),eN convergeant vers X € Argmin E fi(x).
xeRN i=1

> Suite du type (Vn € N) x,11 = Tx, ou T opérateur de RN vers RV.

— Comment construire T a partir des propriétés des fonctions
(fi)1<i<m intervenant dans le probleme?

— Quelles propriétés doivent &étre vérifiées par T de facon a assurer la
convergence de (xp)nen vers X ?
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Une réponse simpliste

Théoreme du point fixe (E. Picard, 1856-1941)
Si

» X est un point fixe de T, ie. X = Tx

» T est une contraction stricte, i.e. il existe p € [0, 1] tel que
(V(x,x") € RN x RN) | Tx — TX|| < p|lx — X||

alors (xp)nen converge vers X.

Preuve : Pour tout n € N,
Ixns1 = X| = | Txo — T
< pllxa = X].

D'ou ||x, — X|| < p"||xo — X]|. Ceci montre que (xp)nen converge
linéairement vers X.
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Pourquoi aller au dela?

Difficultés :

» |l est difficile (voire parfois impossible) d'avoir un opérateur T
strictement contractant.

» On peut préférer une récurrence du type (Vn € N) xpp1 = Tpx,
ot T, est un opérateur de RV vers RV.

» Souvent, construire T, est complexe et il faut donc écrire T,, comme
une composition d'opérateurs plus simples (éclatement du probléeme).

» T, peut étre multivalué, i.e. (Vn € N) x,11 € Tpx,.
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Philosophie du cours

» Fournir une vision moderne de I'optimisation convexe permettant
d'appréhender des problemes non lisses (parcimonie)
— fonctions non finies, opérateurs monotones,...

» Servir d'introduction a la
littérature souvent
technique sur le sujet
— se placer dans des
espaces de Hilbert de
dimension infinie...
méme si la plupart des
applications sont en
dimension finie.
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Philosophie du cours

» Essayer de donner une idée des raisonnements mais...
sauter les démonstrations trop faciles ... ou celles trop longues.

» lllustrer de quelques exemples en problemes inverses
sans néanmoins entrer trop dans les détails.

» Ne pas explorer toutes les applications des opérateurs monotones.

» Mettre I'accent sur la convergence des itérées (x,)nen plutdt que sur
celle du critére (f(x) + &(xn)) pon-
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La bible

Convex Analysis
and Monotone

Operator Theory
in Hilbert Spaces

) Springer
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La bible ... et ses apbtres

Convex Analysis
and Monotone

Operator Theory
in Hilbert Spaces

) Springer
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Plan du cours

1. Généralités sur les opérateurs monotones et monotones maximaux

— Inversion d’opérateur, sous-différentiel, conjuguée d’une fonction convexe

2. Contractions

— Taxinomie, résolvante et opérateur proximal

3. Recherche d'un zéro d'un opérateur maximal monotone

— Points fixes, Fejér monotonie, Douglas-Rachford, Forward-Backward
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lére Partie : Généralités

1. Opérateurs monotones

VY VY VY VY

Définition

Propriétés

Opérations de base

Inversion

Maximalité

Intérét en optimisation convexe (sous-différentiel)

2. Opérateurs monotones maximaux

vV vy vVvYy

Propriétés

Opérations de bases

Inversion

Intérét de I'inversion en optimisation convexe
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Notions de base sur les espaces de Hilbert

Un espace de Hilbert H (réel) est un espace vectoriel réel muni d'un pro-
duit scalaire (- | -) et de la norme associée

(Wxet) Il = Vix]x)

qui est complet.

» Cas particulier H = RN (espace euclidien de dimension N).



Introduction OMM1 OMM2 OMM3
14/135

Notions de base sur les espaces de Hilbert

Un espace de Hilbert H (réel) est un espace vectoriel réel muni d'un pro-
duit scalaire (- | -) et de la norme associée

(Wxet) Il = Vix]x)

qui est complet.

» Cas particulier H = RN (espace euclidien de dimension N).

2" est I'ensemble des parties de 7, i.e. I'ensemble de tous les sous-
ensembles de H.
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Notions de base sur les espaces de Hilbert

Soient H et G des espaces de Hilbert. Un opérateur linéaire L: H — G est
borné (ou continu) si

Lx
) = sup 1l
x20 ||

< 400
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X0 [BY]
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Notions de base sur les espaces de Hilbert

Soient H et G des espaces de Hilbert. Un opérateur linéaire L: H — G est
borné (ou continu) si

Lx
IL|| = sup (G4 < 400
X0 [BY]

» En dimension finie, tout opérateur linéaire est borné.
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Notions de base sur les espaces de Hilbert

Soient H et G des espaces de Hilbert. Un opérateur linéaire L: H — G est
borné (ou continu) si

Lx
IL|| = sup (G4 < 400
X0 [BY]

» En dimension finie, tout opérateur linéaire est borné.

B(H,G) : espace normé des opérateurs linéaires bornés de H vers G.
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Notions de base sur les espaces de Hilbert

Soit L € B(H,G). Son adjoint L* est I'opérateur de B(G,H) défini par

(VOx,y) €GxH) (x| Ly)g = (L'x[y)y-
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Notions de base sur les espaces de Hilbert

Soit L € B(H,G). Son adjoint L* est I'opérateur de B(G,H) défini par

(VO,y) € GxH)  (x|Ly) =(Lx]|y).
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Notions de base sur les espaces de Hilbert

Soit L € B(H,G). Son adjoint L* est I'opérateur de B(G,H) défini par

(Voy)eGxH)  (Ly|x)=(|Lx).
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Notions de base sur les espaces de Hilbert

Soit L € B(H,G). Son adjoint L* est I'opérateur de B(G,H) défini par

(Voy)eGxH)  (Ly|x)=(|Lx).

Exemple :
Si LH—-H"y—(y,...,y)

alors L*:H"—>H:x:(x1,...,x,,)n—>Zx,-

Preuve :

<Ly|X>=<(y,---,y)|(Xla--~,Xn)>=Z<y|Xf>=<y|ZXi>
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Notions de base sur les espaces de Hilbert

Soit L € B(H,G). Son adjoint L* est I'opérateur de B(G,H) défini par

(Voy)eGxH)  (Ly|x)=(|Lx).

> Ona L]} = |[L].

> Si L est bijective (i.e. un isomorphisme ) alors L=! € B(G,H) et
(L—i)* ::(L*)_l.

» SiIH=RN et G=RM alors L* = L.
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Notions de base sur les espaces de Hilbert

Soit L € B(H,H). L'opérateur L est
» auto-adjoint si L* = L.
» semi-défini positif si (Vx € H) (x| Lx) > 0.
» défini positif s'il est semi-défini positif et si
(VxeH) (x| Lx) =0 x=0.
» p-fortement positif ol p € ]0,+oo[ si (Vx € H) (x | Lx) > pl|x]|?.

» Si L est un opérateur auto-adjoint p-fortement positif alors c'est un
isomorphisme et ||L71] < p~ 1.
» Si H est de dimension finie, alors L est défini positif ssi il est

fortement positif.
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Opérateurs monotones : définition

Soit H un espace de Hilbert.

Soit A: H — 2%,
A est monotone si

(V(xl, uy) € graA) (‘v’(xz, ) € graA) (1 — | x1—x2) > 0.
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Opérateurs monotones : définition

Soit H un espace de Hilbert.

Soit A: H — 2%,
A est monotone si

(V(x1,u1) € graA ) (V(x, u2) € graA) (1 —wp | x1 — x2) > 0.

> Le graphe de A est défini par graA = {(x,u) € H? | u € Ax}.

u

N b T
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Opérateurs monotones : définition

Soit H un espace de Hilbert.

Soit A: H — 2%,
A est monotone si

(V(x1,u1) € graA ) (V(x, u2) € graA) (1 —wp | x1 — x2) > 0.

> Le graphe de A est défini par graA = {(x,u) € H? | u € Ax}.

Quels sont les graphes associés a des opérateurs monotones ?

u

N b T
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Opérateurs monotones : définition

Soit H un espace de Hilbert.

Soit A: H — 2%,
A est monotone si

(V(x1,u1) € graA ) (V(x, u2) € graA) (1 —wp | x1 — x2) > 0.

> Le graphe de A est défini par graA = {(x,u) € H? | u € Ax}.

Quels sont les graphes associés a des opérateurs monotones ?

o J// L ]

U, u,
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Opérateurs monotones : exemple

Soit H un espace de Hilbert. Soit A € B(H, H).
» A est monotone ssi A est semi-défini positif.

» A monotone & A + A* monotone & A* monotone
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Opérateurs monotones : exemple

Soit H un espace de Hilbert. Soit A € B(H, H).
» A est monotone ssi A est semi-défini positif.

» A monotone < A + A* monotone < A* monotone

Preuve :

(V(Xl,XQ) € 'Hz) (x1 —x2 | Ax1 — Axp) >0
(VxeH) 2(x|Ax) >0

(Vx € H) (x| Ax) + (A*x | x) >0

(Vx € H) (x| (A+A")x) >0

A+ A* monotone

A monotone

to o
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Opérateurs monotones : exemple

Soit H un espace de Hilbert. Soit A € B(H, H).

» A est monotone ssi A est semi-défini positif.

» A monotone < A + A* monotone < A* monotone

> Le domaine de A: H — 2" est dom A = {x € | Ax # &}.

» Soit A: H — 2™ et soit C C H. Sile domaine de A est égal a C et,
pour tout x € C, Ax est un singleton, on identifie A 3 une fonction de
C vers H.

» A n'a pas besoin d'étre auto-adjoint pour &tre monotone :
A € B(H,H) antisymétrique (i.e. A* = —A) est monotone.
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Opérateurs monotones : propriétés

Soient H et G deux espaces de Hilbert.
Soit A: H — 2" et B: G — 29 deux opérateurs monotones.
Les opérateurs suivants sont monotones :

> x>y +ypA(px +2) = {y +ypu | u€ Alpx + 2)}

ou (y,z) € H2, v €[0,+oc[ et p € R.
» Ax B :H xG—21x9
(x,y) = Ax x Ay = {(u,v) ‘ u € Ax,v € Bx}.
» A+ B :X|—>{u—|—v ‘ uGAx,vGBX} siG=H
> L*BL : x = {L*v | veB(Lx)} si L e B(H,G).
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Opérateurs monotones : propriétés

Soient H et G deux espaces de Hilbert.
Soit A: H — 2" et B: G — 29 deux opérateurs monotones.
Les opérateurs suivants sont monotones :

> x>y +ypA(px + z) ot (y,z) € H2, v € [0,4+o0f et p € R.
» Ax B .

» A+B siG=H

L*BL si L € B(H,G).

v

Preuve : Soient (x1, u1) € gra(L*BL) et (x2, up) € gra(L*BL).
Onau =L*v; et up =L*vp ot vi € B(Lx1) et v» € B(Lx).
De plus,

(i —w | x1—x2) = (vi — va | L(x1 — x2))
=(vi—wva | Lxg — Lx) > 0.
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Opérateurs monotones : inversion

Soient H un espace de Hilbert.
Soit A: H — 2%,
A1 est I'opérateur de H vers 2" de graphe

gra(A™1) = {(u,x) | (x,u) € graA}.
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Opérateurs monotones : inversion

Soient H un espace de Hilbert.
Soit A: H — 2%,
A1 est I'opérateur de H vers 2" de graphe

gra(A™1) = {(u,x) | (x,u) € graA}.

Graphe de A Quel est le graphe de A~1?
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Opérateurs monotones : inversion

Soient H un espace de Hilbert.
Soit A: H — 2%,
A1 est I'opérateur de H vers 2" de graphe

gra(A™1) = {(u,x) | (x,u) € graA}.

Graphe de A Quel est le graphe de A~1?
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Opérateurs monotones : inversion

Soient H un espace de Hilbert.
Soit A: H — 2.
A1 est I'opérateur de H vers 2" de graphe

gra(A™1) = {(u,x) | (x,u) € graA}.

Soient H un espace de Hilbert.
Soit A: H — 2™ un opérateur monotone.
A~1 est monotone.
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Opérateurs monotones maximaux : définition

Soit H un espace de Hilbert.

Soit A: H — 27

A est monotone maximal si A est monotone et s'il n’existe pas d’opérateur
monotone B: H — 27 autre que A tel que graA soit inclus dans graB.

Graphes associés a des opérateurs A monotones maximaux ?

o u u

u u
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Opérateurs monotones maximaux : définition

Soit H un espace de Hilbert.

Soit A: H — 27

A est monotone maximal si A est monotone et s'il n’existe pas d’opérateur
monotone B: H — 27 autre que A tel que graA soit inclus dans graB.

Graphes associés a des opérateurs A monotones maximaux ?

u u u
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Opérateurs monotones maximaux : définition

Soit H un espace de Hilbert.

Soit A: H — 27

A est monotone maximal si A est monotone et s'il n’existe pas d’opérateur
monotone B: H — 27 autre que A tel que graA soit inclus dans graB.

Graphes associés a des opérateurs A monotones maximaux ?

u u u

X X

Remarque : Si A est monotone maximal alors graA # &.
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Opérateurs monotones maximaux : seconde définition

Soit H un espace de Hilbert.
A : H — 2™ est monotone maximal si I'une des deux conditions suivantes
est vérifiée :
(/) A est monotone et il n'existe pas d'opérateur monotone B: H — 2%
autre que A tel que graA soit inclus dans graB.
(/1) Pour tout (x1,u1) € H?,
(x1,u1) € graA < (V(xz, u) € graA) (x1 —x2 | ug — w) > 0.

Equivalence des 2 définitions :
(if) = (i) : La condition (ii) assure la monotonie de A.
Par ailleurs, si B monotone et graA C graB alors (V(x1, u) € graB)

(V(XQ, up) € graA) (x1—x |1 —uw) >0

La condition (ii) implique alors que (x, u1) € graA. D'ou B = A.
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Opérateurs monotones maximaux : seconde définition

Soit H un espace de Hilbert.
A:H — 2™ est monotone maximal si I'une des deux conditions suivantes
est vérifiée :
(/) A est monotone et il n'existe pas d'opérateur monotone B: H — 2%
autre que A tel que graA soit inclus dans graB.
(/1) Pour tout (x1,u1) € H?,
(x1,u1) € graA < (V(xz, u) € graA) (x1 —x2 | ug — w) > 0.

Equivalence des 2 définitions :

(i) = (ii) : Soit (x1,u1) € H? tel que I'inégalité ci-dessus soit
satisfaite. Soit B tel que graB = graAU{(x1, u1)}. Si A est monotone,
B est monotone tel que graA C graB. D'apres la condition (i), on a
B =A = (x1,u1) € graA. La réciproque est évidente.
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Cas des fonctions continues

Soit H un espace de Hilbert.
Si A: ‘H — H un opérateur monotone et continu
alors A est monotone maximal.
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Cas des fonctions continues

Soit H un espace de Hilbert.
Si A: ‘H — H un opérateur monotone et continu
alors A est monotone maximal.

Preuve :

Soit (x1,u1) € H>.

Supposons que, pour tout xo € H, (x1 — x2 | up — Axg) > 0.
Posons x§' = x; + a(u; — Axq) ot v > 0.

Ona (u —Axq | up — Ax$) = —a™ (xg — x§ | up — Ax§') < 0.
Quand @ — 0, x& — x1 et ||up — Axq > < 0. D'oli uy = Axy.
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Cas des fonctions continues

Soit H un espace de Hilbert.
Si A: ‘H — H un opérateur monotone et continu
alors A est monotone maximal.

Exemple :
Si L € B(H,H) est semi-défini positif alors L est monotone maximal.
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Opérateurs

maximaux

monotones
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POURQUOT,

POURQUOI, A
POURQUOT ? Intérét en
A optimisation

-

convexe
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Sous-différentielle d'une fonction convexe : définitions

Soit f : H — ]—o00,+00] ot H est un espace de Hilbert.
» Le domaine de f est domf = {x € H | f(x) < +o0}.
» La fonction f est propre si domf # &.
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Sous-différentielle d'une fonction convexe : définitions

Soit f : H — ]—o00,+00] ot H est un espace de Hilbert.
» Le domaine de f est domf = {x € H | f(x) < +o0}.
» La fonction f est propre si domf # &.

Quel est le domaine de cette fonction?

1 f(X) h

i '

\ |/

x
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Sous-différentielle d'une fonction convexe : définitions

Soit f : H — ]—o00,+00] ot H est un espace de Hilbert.
» Le domaine de f est domf = {x € H | f(x) < +o0}.
» La fonction f est propre si domf # &.

Quel est le domaine de cette fonction?

L ;

L/

x

domf =R
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Sous-différentielle d'une fonction convexe : définitions

Soit f : H — ]—o00,+00] ot H est un espace de Hilbert.
» Le domaine de f est domf = {x € H | f(x) < +o0}.
» La fonction f est propre si domf # &.

Quel est le domaine de cette fonction?

L ;

domf =R

X
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Sous-différentielle d'une fonction convexe : définitions

Soit f : H — ]—o00,+00] ot H est un espace de Hilbert.
» Le domaine de f est domf = {x € H | f(x) < +o0}.
» La fonction f est propre si domf # &.

Quel est le domaine de cette fonction?

| f(x) !

5
domf =R dom f =]0, 4]

X
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Sous-différentielle d'une fonction convexe : définitions

C C H est un ensemble convexe si

(¥(x,y) € C?)(Va €]0,1]) ax+(1—a)yeC
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Sous-différentielle d'une fonction convexe : définitions

C C H est un ensemble convexe si

(¥(x,y) € C?)(Va €]0,1]) ax+(1—a)yeC

Quels sont les ensembles convexes ?
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Sous-différentielle d'une fonction convexe : définitions

C C H est un ensemble convexe si

(¥(x,y) € C?)(Va €]0,1]) ax+(1—a)yeC

Quels sont les ensembles convexes ?
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Sous-différentielle d'une fonction convexe : définitions

f:H— ]—o00,+00] est une fonction convexe si

(V(x,y) € ’Hz)(Va € [0,1])
flax+ (1 —a)y) < af(x) + (1 - a)f(y)
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Sous-différentielle d'une fonction convexe : définitions

f:H— ]—o00,+00] est une fonction convexe si

(V(x,y) € ’H2)(Va € [0,1])
flax + (1 — a)y) < af(x) + (1 — a)f(y)

Quelles sont les fonctions convexes ?

A f(x) = Ix| F(x) = V/Ixl F(x) = t-s.0(x)
(0 si x € [-4,0]
+o00 sinon)

% 3 x

Xy
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Sous-différentielle d'une fonction convexe : définitions

f:H— ]—o00,+00] est une fonction convexe si

(V(x,y) € ’H2)(Va € [0,1])
flax + (1 — a)y) < af(x) + (1 — a)f(y)

Quelles sont les fonctions convexes ?

A f(x) = Ix| F(x) = V/Ixl F(x) = t-s.0(x)
(0 si x € [-4,0]
+o00 sinon)

% 3 x

Xy
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Sous-différentielle d'une fonction convexe : définitions

f:H — ]—00,400] est convexe ssi son épigraphe

epif = {(x,¢) edomf xR | f(x) < ¢}

est convexe.
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Introduction OMM1 OMM2

Sous-différentielle d'une fonction convexe : définitions

f:H — ]—00,400] est convexe ssi son épigraphe

epif = {(x,¢) edomf xR | f(x) < ¢}

est convexe.

F(x) = Ix|

epir
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Sous-différentielle d'une fonction convexe : définitions

f:H — ]—00,400] est convexe ssi son épigraphe

epif = {(x,¢) edomf xR | f(x) < ¢}

est convexe.

F(x) = Ix|

epir
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Sous-différentielle d'une fonction convexe : définitions

f:H — ]—00,400] est convexe ssi son épigraphe

epif = {(x,¢) edomf xR | f(x) < ¢}

est convexe.

)=l Tf(X) = VK () = 11-5.1(x)

epir

» f:H — [—00,+0o0] est concave si —f est convexe.
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Soit f : H — |—00, +00].
f est une fonction semi-continue inférieurement (s.c.i.) sur H

si, pour tout x € H et pour toute suite (x;)jen de H,

lim |[x;—x||=0 = f(x) <liminf f(x;).

I—+00

Quelle est la fonction s.c.i?
i ()

BNV | :
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Introduction

Sous-différentielle d'une fonction convexe : définitions

Soit f : H — |—00, +00].
f est une fonction semi-continue inférieurement (s.c.i.) sur H

si, pour tout x € H et pour toute suite (x;)jen de H,

f(x) < liminf f(x;).

dim |x;—x||=0 =
I——+400

Quelle est la fonction s.c.i?

f(x)

Xy
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Sous-différentielle d'une fonction convexe : définitions

Soit f : H — |—00, +00].
f est une fonction semi-continue inférieurement (s.c.i.) sur H
si, pour tout x € H et pour toute suite (x;)ien de H,

lim ||xi—x||=0 = f(x) <liminf f(x;).

i—4o00

Quelle est la fonction s.c.i?

f(x) f(x)
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Sous-différentielle d'une fonction convexe : définitions

Soit f : H — |—00, +00].
f est une fonction semi-continue inférieurement (s.c.i.) sur H
si, pour tout x € H et pour toute suite (x;)ien de H,

lim ||xi—x||=0 = f(x) <liminf f(x;).

i—4o00

Quelle est la fonction s.c.i?

f(x) f(x)
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Sous-différentielle d'une fonction convexe : définitions

Soit f : H — |—00, +0o0].
f est une fonction semi-continue inférieurement (s.c.i.) sur H
si, pour tout x € H et pour toute suite (x;)jen de H,

lim [[xi—x|[|=0 = f(x) <liminf f(x;).

i——+o00

Toute fonction continue sur H est s.c.i.

f:H — ]—00,400] est s.c.i. ssi son épigraphe est fermé.

Toute somme finie de fonctions s.c.i. (convexe) est s.c.i. (convexe).
Soit (f;)ie/ une famille de fonctions s.c.i. (convexes). sup;¢, f; est s.c.i.
(convexe).

vy vVvYyy

v

L'ensemble des fonctions convexes, s.c.i. et propres est noté [o(#H) .
» Sif €lo(H) alors, pour tout x € H et y € dom f,

lim f((1 — a)x + ay) = f(x).

a—0

a>0
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Sous-différentielle d'une fonction convexe : définitions

La sous-différentielle (de Moreau) de f , notée Of,
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Sous-différentielle d'une fonction convexe : définitions

Soit f : H — ]—o0, +00] une fonction propre.
La sous-différentielle (de Moreau) de f , notée Of,

+f(y)
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Sous-différentielle d'une fonction convexe : définitions

Soit f : H — ]—o0, +00] une fonction propre.
La sous-différentielle (de Moreau) de f , notée Of, est telle que

of - H — 27
x = {ueH[(Vy € H) {y — x|u) + f(x) < f(y)}

+f(y) AU
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Sous-différentielle d'une fonction convexe : définitions

Soit f : H — ]—o0, +00] une fonction propre.
La sous-différentielle (de Moreau) de f , notée Of, est telle que

of - H — 27
x = {ueH[(Vy € H) {y — x|u) + f(x) < f(y)}

AU

A\
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Sous-différentielle d'une fonction convexe : définitions

Soit f : H — ]—o0, +00] une fonction propre.
La sous-différentielle (de Moreau) de f , notée Of, est telle que

of - H — 27
x = {ueH[(Vy € H) {y — x|u) + f(x) < f(y)}

AU

A\
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Sous-différentielle d'une fonction convexe : définitions

Soit f : H — ]—o0, +00] une fonction propre.
La sous-différentielle (de Moreau) de f , notée Of, est telle que

of - H — 27
x = {ueH[(Vy € H) {y — x|u) + f(x) < f(y)}
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Sous-différentielle d'une fonction convexe : définitions

Soit f : H — ]—o0, +00] une fonction propre.
La sous-différentielle (de Moreau) de f , notée Of, est telle que

of - H — 27
x = {ueH[(Vy € H) {y — x|u) + f(x) < f(y)}

A\
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Sous-différentielle d'une fonction convexe : définitions

Soit f : H — ]—o0, +00] une fonction propre.
La sous-différentielle (de Moreau) de f , notée Of, est telle que

of - H — 27
x = {ueH[(Vy € H) {y — x|u) + f(x) < f(y)}

f(y) AU

A\
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Soit f : H — ]—o0, +00] une fonction propre.
La sous-différentielle (de Moreau) de f , notée Of, est telle que
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x = {ueH[(Vy € H) {y — x|u) + f(x) < f(y)}
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Sous-différentielle d'une fonction convexe : définitions

Soit f : H — ]—o0, +00] une fonction propre.
La sous-différentielle (de Moreau) de f , notée Of, est telle que

of - H — 27
x = {ueH[(Vy € H) {y — x|u) + f(x) < f(y)}

AU

A\
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Sous-différentielle d'une fonction convexe : propriétés

Soit f : H — ]—o0, +00] une fonction propre.
La sous-différentielle de f, notée Of, est telle que

of - H — 27
x—=>{ueH|(Vy eH)(y —x|u) +f(x) <f(y)}

f(y) A U
)+ y - x|u)

y
» Regle de Fermat : 0€ 9f(x) < (VyeH) (y —x|0) + f(x) < f(y)
< x € Argminf
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Sous-différentielle d'une fonction convexe : propriétés

Soit f : H — ]—o0, +00] une fonction propre.
La sous-différentielle de f, notée Of, est telle que

of - H — 27
x—=>{ueH|(Vy eH)(y —x|u) +f(x) <f(y)}

» u € Of(x) est un sous-gradient de f en x.
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Sous-différentielle d'une fonction convexe : propriétés

Soit f : H — ]—o0, +00] une fonction propre.
La sous-différentielle de f, notée Of, est telle que

of - H — 27
x—=>{ueH|(Vy eH)(y —x|u) +f(x) <f(y)}

» u € Of(x) est un sous-gradient de f en x.
» Six € domf alors 0f(x) = @.
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Sous-différentielle d'une fonction convexe : propriétés

Soit f : H — ]—o0, +00] une fonction propre.
La sous-différentielle de f, notée Of, est telle que

of - H — 27
x—=>{ueH|(Vy eH)(y —x|u) +f(x) <f(y)}

» u € Of(x) est un sous-gradient de f en x.
» Six € domf alors 0f(x) = @.

» Pour tout x € dom f, Of(x) est un convexe fermé.
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Sous-différentielle d'une fonction convexe : propriétés

Soit f : H — ]—o0, +00] une fonction propre.
La sous-différentielle de f, notée Of, est telle que

of - H — 27
x—=>{ueH|(Vy eH)(y —x|u) +f(x) <f(y)}

» Of est un opérateur monotone : Ny

T
| P2
|

- —
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Sous-différentielle d'une fonction convexe : propriétés

Soit f : H — ]—o0, +00] une fonction propre.
La sous-différentielle de f, notée Of, est telle que

of - H — 27
x—=>{ueH|(Vy eH)(y —x|u) +f(x) <f(y)}

» Of est un opérateur monotone :

Soient uy € Of(x1) et up € Of (x2).

AU

T
| P2
|

-~
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Sous-différentielle d'une fonction convexe : propriétés

Soit f : H — ]—o0, +00] une fonction propre.
La sous-différentielle de f, notée Of, est telle que

of - H — 27
x—=>{ueH|(Vy eH)(y —x|u) +f(x) <f(y)}

» Of est un opérateur monotone :
Soient uy € Of(x1) et up € Of (x2).
D’apres la définition : us ¢

(x2 = xtfuy) + f(x1) < f(x2) A= g
(x1 —xe|u2) + f(x2) < f(x1) ¢

AU
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Sous-différentielle d'une fonction convexe : propriétés

Soit f : H — ]—o0, +00] une fonction propre.
La sous-différentielle de f, notée Of, est telle que

of - H — 27
x—=>{ueH|(Vy eH)(y —x|u) +f(x) <f(y)}

» Of est un opérateur monotone :

Soient uy € Of(x1) et up € Of (x2).

AU

D’apres la définition : us ¢
X
(20 = x1lu) + f(x) < f(x2) 11 o o
(x1 —xe|u2) + f(x2) < f(x1) ¢

ce qui conduit a (x3 — x| u1 —uw) >0.
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Sous-différentielle d'une fonction convexe : propriétés

» Sous-différentielle d'une fonction convexe et propre

» Monotone
» Si f est différentiable au sens de Gateaux en x alors 0f (x) = {Vf(x)}
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Sous-différentielle d'une fonction convexe : propriétés

» Sous-différentielle d'une fonction convexe et propre
» Monotone
» Si f est différentiable au sens de Gateaux en x alors 0f (x) = {Vf(x)}

o et ay) -~ fx)
aa;>00 «

(vye#) (VI(x)|y)

Preuve :
Pour tout a € [0,1] et y € H,

f(x +a(y — X)) < (1—a)f(x)+ af(y)
f(x—l—a(y —X)) — f(x)

= (VF(x) |y =x) = lim

a0

< fly) = f(x)

D'ou V£(x) € 9f(x).
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Sous-différentielle d'une fonction convexe : propriétés

» Sous-différentielle d'une fonction convexe et propre

» Monotone
» Si f est différentiable au sens de Gateaux en x alors 0f (x) = {Vf(x)}

(yeH) (VA |y) = lim LEFOD 0

«
a0

Preuve :
Inversement, si u € 9f(x), alors, pour tout a € [0, +oo[ et y € H,
fix+ay) = f(x)+(ulx+ay —x)
f(x +ay) = f(x)
o

= (VF(x)|y)

= lim >(uly)

a—

a0
En choisissant y = u — Vf(x), on en déduit que ||u — Vf(x)||> < 0.
Dol u = VF(x).
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Sous-différentielle d'une fonction convexe : propriétés

» Sous-différentielle d'une fonction convexe et propre

» Monotone
» Si f est différentiable au sens de Gateaux en x alors 0f (x) = {Vf(x)}
» Non nécessairement monotone maximal
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Sous-différentielle d'une fonction convexe : propriétés

» Sous-différentielle d'une fonction convexe et propre

» Monotone
» Si f est différentiable au sens de Gateaux en x alors 0f (x) = {Vf(x)}

» Non nécessairement monotone maximal

Contre-exemple : Pour tout x € ‘H fo

X six>0 L7
f(x) = { ) , g(x) = X e x
400  sinon .
1 i 0 “
S o) = {{ Posx=00 pgg =1 |
%) sinon
D'ou gradf = ]0,+o0[ x {1} C R x {1} = gradg. .
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Sous-différentielle d'une fonction convexe : propriétés

» Sous-différentielle d'une fonction convexe, propre et s.c.i.

» Monotone maximal
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Sous-différentielle d'une fonction convexe : propriétés

» Sous-différentielle d'une fonction convexe, propre et s.c.i.

» Monotone maximal

Exemple : Pour tout x € H f((x))
X six>0
h(X) = { . ) g(X) =X - A
400 sinon x
{1} six>0 / )
= O0h(x)=q]—00,1] six=0, dg(x)={1}. | L
[0} sinon .

D'ou gradh ¢ gradg.
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Sous-différentielle d'une fonction convexe : propriétés

» Sous-différentielle d'une fonction convexe, propre et s.c.i.

» Monotone maximal
» Si ‘H = R, équivalence entre les deux propriétés.
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Sous-différentielle d'une fonction convexe : exemple

Soit C C H.
La fonction indicatrice de C est

0 sixe C

+00 sinon.

(Vx € H) te(x) = {

Exemple : C = [01, d2]
F(x) = 111,01 (x)
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Sous-différentielle d'une fonction convexe : exemple

Soit C C H.
La fonction indicatrice de C est

0 sixe C

+00 sinon.

(Vx € H) te(x) = {

» 1c € [p(H) ssi C est un convexe fermé non vide.
Preuve : epi,. = C x [0, +oc0].
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Sous-différentielle d'une fonction convexe : exemple

Soit C C H.
La fonction indicatrice de C est

0 sixe C

+00 sinon.

(Vx € H) te(x) = {

» 1c € [p(H) ssi C est un convexe fermé non vide.
Preuve : epi,. = C x [0, +oc0].

» Pour tout x € H, dic(x) est le cone normal a C en x défini par

NC(X):{{QUG’H‘(V)/GC) (uly—x) <0} z:nz:C
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Sous-différentielle d'une fonction convexe : exemple

Soit C C H.
La fonction indicatrice de C est

0 sixe C

+00 sinon.

(Vx € H) te(x) = {

» 1c € [p(H) ssi C est un convexe fermé non vide.
Preuve : epi,. = C x [0, +oc0].

» Pour tout x € H, dic(x) est le cone normal a C en x défini par

NC(X):{{@L’GH\(WGC) (u]y—x) <0} sixeC

sinon.

» Si x € int C alors N¢(x) = {0}.
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Sous-différentielle d'une fonction convexe : exemple

Pour tout x € H, Juc(x) est le cbéne normal a C en x défini par

sinon.

NC(X):{{“€H| (VyeC) (uly—x)<0} sixeC

Nc(x)
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Sous-différentielle d'une fonction convexe : exemple

Pour tout x € H, Juc(x) est le cbéne normal a C en x défini par

sinon.

NC(X):{;"GHHWGC) (uly—x) <0} sixeC

» Si C est un espace vectoriel alors, pour tout x € C, N¢(x) = C*.

> Soit c€ M, p € ]0,400[et C=B(c,p)={yeH||y—c| <p}.
Pour tout x € C,

) — {a(X—C) | a € [0,+oo[} si|x—c||=p
Ne(x) {{0} i lx—cfl < p.
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Opérateurs

M kElth Propriétés

monotones
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Opérateurs monotones maximaux : propriétés

Soit H un espace de Hilbert.
Soit A: H — 2% un opérateur monotone maximal.
Pour tout x € H, Ax est un convexe fermé.

Preuve :

Ax = ﬂ {uGHHX—X' u—u'>20}.

(x',u")egraA

Donc Ax intersection de convexes fermés.
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Opérateurs monotones maximaux : propriétés

Soit H un espace de Hilbert.
Soit A: H — 2% un opérateur monotone maximal.
Pour tout x € H, Ax est un convexe fermé.

Soit H un espace de Hilbert.
Si A: H — 2™ est un opérateur monotone maximal de domaine borné
alors A est surjectif i.e. (Yu € H)(Ix € H) u € Ax.
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Opérateurs monotones maximaux : propriétés

Soient H et G deux espaces de Hilbert.
Soit A: H — 2M et B: G — 29 deux opérateurs monotones maximaux.
Les opérateurs suivants sont monotones maximaux :

> y+ypA(p- +z) ot (y,z) € H?, v € [0,+o0[ et p €R

» Ax B

» AL
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Inverse d'un opérateur
maximal monotone
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Inverse d'un opérateur

. i 2
maximal monotone Lol g e
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Conjuguée : définition

Soient H un espace de Hilbert et f: H — ]—o0, +00].
La conjuguée de f est f*: H — [—o0, +00] telle que

(Vu e H) f*(u) = jg?[_)l ((x]u)—f(x)) -
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Conjuguée : définition

Soient H un espace de Hilbert et f: H — ]—o0, +00].
La conjuguée de f est f*: H — [—o0, +00] telle que

(VueH) f*(u)= sup ((x|u)—f(x))

x€dom f

f(x)




Introduction OMM1 OMM2 OMM3
44/135

Conjuguée : définition

Soient H un espace de Hilbert et f: H — ]—o0, +00].
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(VueH) f*(u)= sup ((x|u)—f(x))

x€dom f
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Conjuguée : définition

Soient H un espace de Hilbert et f: H — ]—o0, +00].
La conjuguée de f est f*: H — [—o0, +00] telle que

(VueH) f*(u)= sup ((x|u)—f(x))

x€dom f
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Conjuguée : définition

Soient H un espace de Hilbert et f: H — ]—o0, +00].
La conjuguée de f est f*: H — [—o0, +00] telle que

(VueH) f*(u)= sup ((x|u)—f(x))

x€dom f

Exemples :
=5l P = =002

Preuve : Pour tout (x, u) € H2, (x | u) — [|x||> = &[|u|]> — 3|lu — x|?
est maximum en x = u.
Par conséquent, f*(u) = 3| u||?.
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Conjuguée : définition

Soient H un espace de Hilbert et f: H — ]—o0, +00].
La conjuguée de f est f*: H — [—o0, +00] telle que

(Vu e H) f*(u)= sup ((x|u)—f(x))

x€dom f

Exemples :
S RN

» Soit ¢: R — |—00, +00] une fonction paire. (¢po | -|)* =¢* o - |

> (vx € RN) f(x) = ¢lIx[|§ avec g €]1, +o0]

= (Yu e RV) *(u) = Luld- avec 2 + L =1
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Conjuguée : définition

Soient H un espace de Hilbert et f: H — ]—o0, +00].
La conjuguée de f est f*: H — [—o0, +00] telle que

(VueH) f*(u)= sup ((x|u)—f(x))

x€dom f
» Si f est paire alors * est paire.
Preuve : (v, c ) (- —sup(x]—u — f(x))
:sup( (x| uy — f(—x))
= sup ( — f(x))
o)
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Conjuguée : définition

Soient H un espace de Hilbert et f: H — ]—o0, +00].
La conjuguée de f est f*: H — [—o0, +00] telle que

(Vu e H) f*(u)= sup ((x|u)—f(x))

x€dom f

v

Si f est paire alors f* est paire.

Pour tout @ € 10, +o0[, (af)* = af*(-/a).

Pour tout (y,v) € H? et a € R,

(FC =)+ (V) +a) =F( -+ ] —v)—a

Soit G un espace de Hilbert et L € B(G,H) un isomorphisme.
(fol) =f*o(L71)"

» f* est s.c.i. et convexe.

v

v

v
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Conjuguée : définition

Soient H un espace de Hilbert et f: H — ]—o0, +00].
La conjuguée de f est f*: H — [—o0, +00] telle que

(Vu e H) f*(u)= sup ((x|u)—f(x))

x€dom f

Théoreme de Moreau-Fenchel
Soient A un espace de Hilbert et f: H — ]—o0, +00] une fonction propre.
f est s.c.i. et convexe ssi f** = f.
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Conjuguée : définition

Soient H un espace de Hilbert et f: H — ]—o0, +00].
La conjuguée de f est f*: H — [—o0, +00] telle que

(Vu e H) f*(u)= sup ((x|u)—f(x))

x€dom f

Théoreme de Moreau-Fenchel
Soient A un espace de Hilbert et f: H — ]—o0, +00] une fonction propre.
f est s.c.i. et convexe ssi f** = f.

» Conséquence : Si f € [o(H) alors f* € [o(H).
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Conjuguée : exemple

Soit H un espace de Hilbert et C C H.
oc est la fonction d'appui de C si

(YueH) oc(u) = sup (x| u)
xeC

= 1¢(u).

Atac(u)

\J
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Conjuguée : exemple

Soit H un espace de Hilbert et C C H.
oc est la fonction d'appui de C si

(YueH) oc(u) = sup (x| u)
xeC

= 1¢(u).

Atac(u)

\
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Conjuguée : exemple

Soit H un espace de Hilbert et C C H.
oc est la fonction d'appui de C si

(YueH) oc(u) = sup (x| u)
xeC

= 1¢(u).

A L[51,52] (X) A Uc(u)

|
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Conjuguée : exemple

Soit H un espace de Hilbert.
f:H — ]—o00,+00] est positive homogene si

(Vx € H)(Va € 10, +00]) f(ax) = af(x)

f est positive homogeéne et appartient a [o(H) ssi f = o¢ ou C est un
convexe fermé non vide de H.
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Conjuguée : exemple

Soit H un espace de Hilbert.
f:H — ]—o00,+00] est positive homogene si

(Vx € H)(Va € 10, +00]) f(ax) = af(x)

f est positive homogeéne et appartient a [o(H) ssi f = o¢ ou C est un
convexe fermé non vide de H.

Preuve : (<)
f= L*C et ic € ro(H). Dol ¢ € ro(’H).
De plus, (Vx € H) (Vo € 10, +00[) oc(ax) = aoc(x).
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Conjuguée : exemple

Soit H un espace de Hilbert.
f:H — ]—o00,+00] est positive homogene si

(Vx € H)(Va € 10, +00]) f(ax) = af(x)

f est positive homogeéne et appartient a [o(H) ssi f = o¢ ou C est un
convexe fermé non vide de H.

Preuve : (=)

Soit y € dom f.

f(0) = limaso,a>0 f ((1 — @)0 + ay) = lima0 af(y) = 0.
Soit C={ueH | (VxeH)(x|u)<F(x)}

On a, pour tout u € C,

F(u) = supyey (x [ ) = F(x) <0 = (0| v) = F(0) < F*(u).
D'ou f*(u) =0.
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Conjuguée : exemple

Soit H un espace de Hilbert.
f:H — ]—o00,+00] est positive homogene si

(Vx € H)(Va € 10, +00]) f(ax) = af(x)

f est positive homogeéne et appartient a [o(H) ssi f = o¢ ou C est un
convexe fermé non vide de H.

Preuve : (=)

De plus, pour tout u & C, il existe x € H tel que (x | u) > f(x). On a
alors, pour tout « € ]0, 00|,

f*(u) > (ax | u) — f(ax) = a( (x| u) — f(x)). En faisant tendre «
vers +00, on en deduit que f*(u) = 4o0.

En conclusion, * = 1c € To(H) = f = o¢ et C est un convexe fermé
non vide.
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Conjuguée : exemples de fonctions d'appui

01x six<O0
» Soit f: R — ]—o0,+00] i x =<0 six=0
dox six>0
avec —00 < 01 < Jp < +00.
On a f = o¢ ou C est un intervalle réel fermé tel que inf C = §; et
sup C = 6.
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Conjuguée : exemples de fonctions d'appui

01x six<O0
» Soit f: R — ]—o0,+00] i x =<0 six=0
dox six>0
avec —00 < 01 < Jp < +00.
On a f = o¢ ou C est un intervalle réel fermé tel que inf C = §; et
sup C = 6.

> Soit f une norme £9 de RN avec g € [1, +o0].
Onaf=o0cou

C={yeR"||y

1,1
o <1} avec ¢ + = = 1.
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Conjuguée : exemples de fonctions d'appui

01x six<O0
» Soit f: R — ]—o0,+00] i x =<0 six=0
dox six>0
avec —00 < 01 < Jp < +00.
On a f = o¢ ou C est un intervalle réel fermé tel que inf C = §; et
sup C = 6.

> Soit f une norme £9 de RN avec g € [1, +o0].
Onaf=o0cou

C={yeR"||y

1,1
o <1} avec ¢ + = = 1.

Cas particulier : norme ¢! de RV : C = [-1,1]".
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Conjuguée : sous-différentielle

Inégalité de Fenchel-Young : si f est propre alors

(V(x, u) € H?) f(x)+ f*(u) > (x| u).
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Conjuguée : sous-différentielle

Inégalité de Fenchel-Young : si f est propre alors

(V(x, u) € H?) f(x)+ f*(u) > (x| u).

Preuve :
Puisque f est propre, f*(u) =sup,cy (U | y) — f(y) # —oc et
f*(u) > (x| u) — f(x).
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Conjuguée : sous-différentielle

Inégalité de Fenchel-Young : si f est propre alors

(V(x, u) € H?) f(x)+ f*(u) > (x| u).

Si f est propre alors

(V(x,u) € H?)  we€df(x) & f(x)+F(u)=(x|u).
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Conjuguée : sous-différentielle

Inégalité de Fenchel-Young : si f est propre alors

(V(x, u) € H?) f(x)+ f*(u) > (x| u).

Si f est propre alors

(V(x,u) € H?)  we€df(x) & f(x)+F(u)=(x|u).

Preuve :
En effet,

FO) + 7 (u) = (x| w)

(Vy e H) (uly) = fly) < x| u) —f(x)

=
& (WeH)f(y) > f(x)+(uly—x)
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Conjuguée : sous-différentielle

Soit f: H — ]—00, +00] propre et soit x € H.
Si u € 9f(x) alors x € Of*(u).
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Conjuguée : sous-différentielle

Soit f: H — ]—00, +00] propre et soit x € H.
Si u € 9f(x) alors x € Of*(u).

Preuve :

u € 0f(x) (Vy eH) f(y) > f(x)+{uly—x)
(Vy € H) f(x) = (u|x)+{uly)—f(y) <0
F(x) = (u|x)+f(u) <0

(VweH) (v|x)—f(x)=f(u)+{x|v—u
(VweH) *(v) > (u)+ (x| v—u)

x € Of*(u)

Fenchel-Young

A
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Conjuguée : sous-différentielle

Soit f: H — ]—00, +00] propre et soit x € H.
Si u € 9f(x) alors x € Of*(u).

Soit f € [o(H) et x € H.
u € 0f(x) & x € 0f*(u)
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Conjuguée : sous-différentielle

Soit f: H — ]—00, +00] propre et soit x € H.
Si u € 9f(x) alors x € Of*(u).

Soit f € [o(H) et x € H.
u € 0f(x) & x € 0f*(u)

Preuve :

On a u € 9f(x) = x € Of*(u).

De plus, f € To(H) = f* € To(H) et ** = f.
D'ou x € Of*(u) = u € OF**(x) = Of (x).




Introduction OMM1 OMM2 OMM3
49/135

Conjuguée : sous-différentielle

Soit f: H — ]—00, +00] propre et soit x € H.
Si u € 9f(x) alors x € Of*(u).

Soit f € [o(H) et x € H.
u € 0f(x) & x € Of*(u)

Soit f € ro(H).
(0F)~1 = oF*
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Opérateurs

M kElth Propriétés

monotones
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Opérateurs monotones maximaux : somme

Soient A et B deux opérateurs monotones maximaux.
A + B est monotone mais il n'est pas nécessairement monotone maximal.
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Opérateurs monotones maximaux : somme

Soient A et B deux opérateurs monotones maximaux.
A + B est monotone mais il n'est pas nécessairement monotone maximal.

Contre-exemple :

Nae ey () = -+
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Opérateurs monotones maximaux : somme

Soient A et B deux opérateurs monotones maximaux.
A + B est monotone mais il n'est pas nécessairement monotone maximal.

Contre-exemple :

{a(x —c) | a €0, +oo[} si [[x —c|| = |||l

N(c,jiepy(x) = § {0} si [x —c|| < |lc|
%] sinon,
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Opérateurs monotones maximaux : somme

Soient A et B deux opérateurs monotones maximaux.
A + B est monotone mais il n'est pas nécessairement monotone maximal.

Contre-exemple :

{a(x —c) | a €0, +oo[} si [[x —c|| = |||l

Na(c ey () = § {0} si [x —c|| < |lc|
%] sinon,

Na(—c ey () = -
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Opérateurs monotones maximaux : somme

Soient A et B deux opérateurs monotones maximaux.
A + B est monotone mais il n'est pas nécessairement monotone maximal.

Contre-exemple :
Soit ¢ € H\ {0}, A= Ny ) €t B = Ng_c - Pour tout x € A,

{a(x —c) | a €0, +oo[} si [[x —c|| = |||l

Na(c ey () = § {0} si [x — ¢l < |c|
sinon,

{B(x+¢c) | Bel0,+oo[} sillx+c|=]c]

Ni(—ciey (X) = {0} si [x +c|| < c|

sinon.
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Opérateurs monotones maximaux : somme

Soient A et B deux opérateurs monotones maximaux.
A + B est monotone mais il n'est pas nécessairement monotone maximal.

Contre-exemple :

{a(x —c) | a €0, +oo[} si [[x —c|| = |||

Ng(c ey () = § {0} si [x —c|l < |c|
%] sinon,

{B(x+¢c) | Bel0,+oc[} si|x+c|=]cl
Na(—e e () = § {0} si[lx + cll < [<]|
&

sinon.

On a ainsidom(A+ B) = ...



Introduction OMM1 OMM2 OMM3
51/135

Opérateurs monotones maximaux : somme

Soient A et B deux opérateurs monotones maximaux.
A + B est monotone mais il n'est pas nécessairement monotone maximal.

Contre-exemple :

{a(x —c) | a €0, +oo[} si [[x —c|| = |||

Ng(c ey () = § {0} si [x —c|l < |c|
%] sinon,

{B(x+¢c) | Bel0,+oc[} si|x+c|=]cl
Na(—e e () = § {0} si[lx + cll < [<]|
&

sinon.

On a ainsi dom (A + B) = {0}
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Opérateurs monotones maximaux : somme

Soient A et B deux opérateurs monotones maximaux.
A + B est monotone mais il n'est pas nécessairement monotone maximal.

Contre-exemple :

{a(x —c) | a €0, +oo[} si [[x —c|| = |||

Ng(c ey () = § {0} si [x —c|l < |c|
%] sinon,

{B(x+¢c) | Bel0,+oc[} si|x+c|=]cl
Na(—e e () = § {0} si[lx + cll < [<]|
&

sinon.

On a ainsi dom(A+ B) = {0} et (A+B)(0)=....
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Opérateurs monotones maximaux : somme

Soient A et B deux opérateurs monotones maximaux.
A + B est monotone mais il n'est pas nécessairement monotone maximal.

Contre-exemple :
Soit ¢ € H\ {0}, A= Ny ) €t B = Ng_c - Pour tout x € A,

{a(x— o) |aelo,+ool} sifx—c] = |lc]

N(c.jiepy(x) = § {0} si [x —cll < <]
sinon,

{B(x+c)| Bel0,+oo[} sillx+c|=]c|
Na(—c ey () = 4 {0} si |Ix + || < |lc|

sinon.

On a ainsi dom (A + B) = {0} et (A+ B)(0) = {yc | v € R}.
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Opérateurs monotones maximaux : somme

Soient A et B deux opérateurs monotones maximaux.
A + B est monotone mais il n'est pas nécessairement monotone maximal.

Contre-exemple :

{a(x— o) |aelo,+ool} sifx—c] = |lc]

N(c.jiepy(x) = § {0} si [x —cll < <]
%] sinon,

{B(x+c)| Bel0,+oo[} sillx+c|=]c|
Na(—c ey () = 4 {0} si |Ix + || < |lc|
%} sinon.

On a ainsi dom (A+ B) = {0} et (A+ B)(0) = {vc |~ €R}. Donc?
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Opérateurs monotones maximaux : somme

Soient A et B deux opérateurs monotones maximaux.
A + B est monotone mais il n'est pas nécessairement monotone maximal.

Contre-exemple :
Soit ¢ € H\ {0}, A= Ny ) €t B = Ng_c - Pour tout x € A,

{a(x=c) | a€[0,4+0c[} silx—c|]=|c]|
Na(c ey () = § {0} si [x — ¢l < <]
sinon,

{B(x+¢c) | Be0,+oo[} sillx+c|=]c]
N(—c 1y (x) = 4 {0} si |Ix + || < |lc|
sinon.

On a ainsi dom (A + B) = {0} et (A+ B)(0) = {yc |~y €R}. Donc
A+ B est de domaine borné mais n'est pas surjectif.
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Opérateurs monotones maximaux : somme

Soit H un espace de Hilbert.
Si A et B deux opérateurs monotones maximaux de # dans 2% tels que
I'une des propriétés suivantes soient vérifiées :

» domB =H
» dom AN int (dom B) # @
> 0 € int (dom A — dom B)

alors A + B est monotone maximal.
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Opérateurs monotones maximaux : somme

Soit H un espace de Hilbert.
Si A et B deux opérateurs monotones maximaux de # dans 2% tels que
I'une des propriétés suivantes soient vérifiées :

» domB =H
» dom AN int (dom B) # @
> 0 € int (dom A — dom B)

alors A + B est monotone maximal.

Conséquence : Soit a € [0, +00[. Si A est monotone maximale alors
A+ ald est monotone maximal.
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Opérateurs monotones maximaux : transformée linéaire

Soient H et G deux espaces de Hilbert.
Si un opérateur monotone maximal B: G — 29 est L € B(H,G) sont tels
que |'une des propriétés suivantes soient vérifiées :

» L est surjectif
» 0 €int(dom B —ran L)

alors L*BL est monotone maximal.
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Opérateurs monotones maximaux : transformée linéaire

Soient H et G deux espaces de Hilbert.
Si un opérateur monotone maximal B: G — 29 est L € B(H,G) sont tels
que |'une des propriétés suivantes soient vérifiées :

» L est surjectif
» 0 €int(dom B —ran L)

alors L*BL est monotone maximal.

Conséquence : Soit p € 10, +o0l.
Si A est monotone maximal et LL* = pld alors L*AL est monotone
maximal.

Preuve : LL* = pld = ran L = H.
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2éme Partie : Contractions

1. Généralités sur les contractions
Définition

Propriétés

Exemples

Résolvante

vV Yy Vvyy

2. Opérateur proximal
» Définition
» Propriétés
» Exemples
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Contractions : définitions

Soit H un espace de Hilbert et soit C C H non-vide.
Soit A: C — H.
A est une contraction si (V(x,y) € C?) [Ax—Ay|l < |Ix —y|| .

Si A: " — H est une contraction et o € [—1, 1],
alors Id + A est monotone maximal.

Preuve :
Id + @A est continu sur H. De plus, pour tout (x,y) € H?,

((Id+ aA)x — (Id + aA)y [ x — y) =[x — y[|* —a (Ax = Ay | x — y)
>|lx = y[I* = |l Ax — AylllIx — ¥
>(1 - |of)|Ix - y[I* > 0.
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Contractions : définitions

Soit H un espace de Hilbert et soit C C H non-vide.
Soit A: C — H.
A est une contraction si (V(x,y) € C?) [Ax—Ay|l < |Ix —y|| .

Soit H un espace de Hilbert et soit C C H non-vide.
Soit A: C — H et v € )0, +o0]
A est v-lipschitzien si v~1A est une contraction.

Lipschitz

Contraction
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Contractions : définitions

Soit H un espace de Hilbert.
Soit A: H — 2%
A est une contraction ferme si

(V(x, u) € graA)(V(y, v) € graA) (u—v[x—y)>|lu—v|?.




Introduction OMM1 OMM2 OMM3
56/135

Contractions : définitions

Soit H un espace de Hilbert.
Soit A: C — H.
A est une contraction ferme si

(Wx € C)(Vy € C)  (Ax— Ay [ x—y) > [|Ax — Ay|* .
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Contractions : définitions

Soit H un espace de Hilbert.
Soit A: C — H.
A est une contraction ferme si

(V(x,y) € C?) [ Ax = Ay|2 +[|(Id — A)x — (Id — A)y[|* < [lx — y|* .
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Contractions : définitions

Soit H un espace de Hilbert.
Soit A: C — H.
A est une contraction ferme si

(V(x,y) € C?) [ Ax = Ay|2 +[|(Id — A)x — (Id — A)y[|* < [lx — y|* .

» A est une contraction ferme ssi Id — A est une contraction ferme.

» A est une contraction ferme ssi 2A — Id est une contraction.
2A — Id est appelée la réflexion de A.
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Contractions : définitions

Soit H un espace de Hilbert.
Soit A: C — H.
A est une contraction ferme si

(V(x,y) € C?) [ Ax = Ay|2 +[|(Id — A)x — (Id — A)y[|* < [lx — y|* .

Si A est une contraction ferme alors A est une contraction.

Lipschitz

Contraction

Contractio
ferme
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Contractions : définitions

Soit H un espace de Hilbert et soit C C H non-vide.
Soit A: C — H et B € ]0,+00].
A est [-cocoercif si SA est une contraction ferme.
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Contractions : définitions

Soit H un espace de Hilbert et soit C C H non-vide.
Soit A: C — H et B € ]0,+00].
A est [(-cocoercif si

(Vx € O)(Vy € C) (x—y|Ax— Ay) > B||Ax — Ay|? .
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Contractions : définitions

Soit H un espace de Hilbert et soit C C H non-vide.
Soit A: C — H et B € ]0,+00].
A est [(-cocoercif si

(Vxe O)(Vy € C) (x—y | Ax— Ay) > B||Ax — Ay|]?.

» Soit H et G des espaces de Hilbert et L € B(G,H) non nul. Si
A: H — H est B-cocoercif alors L*AL est ||L||~2B-cocoercif.

Preuve : Pour tout (x,y) € H2,
(L*ALx — L*ALy | x —y) = (ALx — ALy | Lx — Ly) > B||ALx—ALy||?

De plus, ||L*ALx — L*ALy||?> < ||L||?||ALx — ALy||?.
D'ott (L*ALx — L*ALy | x — y) > B||L*ALx — L*ALy|?/|[L||2.



Introduction OMM1 OMM2 OMM3
57/135

Contractions : définitions

Soit H un espace de Hilbert et soit C C H non-vide.
Soit A: C — H et B € ]0,+00].
A est [(-cocoercif si

(Vx € C)(Vy € C)  (x—y|Ax—Ay) > B||Ax — Ay .

» Soit H et G des espaces de Hilbert et L € B(G,H) non nul. Si
A: H — H est B-cocoercif alors L*AL est ||L||~23-cocoercif.

» Si A est 3-cocoercif alors A est 3~ 1-lipschitzien.



Introduction OMM1 OMM2 OMM3
57/135

Contractions : définitions

Soit H un espace de Hilbert et soit C C H non-vide.
Soit A: C — H et B € ]0,+00].
A est [(-cocoercif si

(Vxe O)(Vy € C) (x—y | Ax— Ay) > B||Ax — Ay|]?.

» Soit H et G des espaces de Hilbert et L € B(G,H) non nul. Si
A: H — H est B-cocoercif alors L*AL est ||L||~23-cocoercif.

» Si A est 3-cocoercif alors A est 3~ 1-lipschitzien.

» Si A: H — H est p-cocoercif alors A est monotone maximal.
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Contractions : définitions

Soit H un espace de Hilbert et soit C C H non-vide.
Soit A: C — H et B € ]0,+00].
A est [(-cocoercif si

(Vxe O)(Vy € C) (x—y | Ax— Ay) > B||Ax — Ay|]?.

Lipschitz ]

Contraction

Contractio

Cocoercif
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Contractions : définitions

Soit H un espace de Hilbert et soit C C H non-vide.
Soit A: C — H et soit « €]0,1].

A est a-moyenné s'il existe une contraction R: C — H tel que

A=(1-a)ld+ aR.
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Contractions : définitions

Soit H un espace de Hilbert et soit C C H non-vide.
Soit A: C — H et soit « €]0,1].

A est a-moyenné si

1—

«
" 1(1d — A)x — (1d— A)y|* < x—y]*.

(V(x,y) € C?)  Ax—Ay|*+
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Contractions : définitions

Soit H un espace de Hilbert et soit C C H non-vide.
Soit A: C — H et soit « €]0,1].

A est a-moyenné si

1—
(0%

«
(V(x,y) € C?)  Ax—Ay|*+ 1(1d — A)x — (1d— A)y|* < x—y]*.

» Un opérateur a-moyenné est contractant.
» Un opérateur est fermement contractant ssi il est 1/2-moyenné.

» Un opérateur a-moyenné est a/-moyenné, pour tout o/ € [« 1[.

v

Soit A €]0,1/a[. Si A est a-moyenné alors (1 — \)Id + M\A est
Aa-moyenné.
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Contractions : définitions

Soit H un espace de Hilbert et soit C C H non-vide.
Soit A: C — H et soit « €]0,1].

A est a-moyenné si

1—

«
" 1(1d — A)x — (1d— A)y|* < x—y]*.

(V(x,y) € C?)  Ax—Ay|*+

» Soit (wj)1<i<n €]0,1]" tel que Y7 ; w; =1 et soit (a;)1<i<n €]0, 1[".
Si, pour tout i € {1,...,n}, Aj: C — H est a;-moyenné, alors
Z,’-':l w;Aj est a-moyenné avec ov = maxi<j<p Q;.

» Soit (aj)i<i<n €]0,1[" . Si, pour tout i € {1,...,n}, Aj: C — C est
aj-moyenné, alors Aj - -+ A, est a-moyenné avec
n

n—1+ L

maxi<i<n &j
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Contractions : définitions

Soit H un espace de Hilbert et soit C C H non-vide.
Soit A: C — H et soit « €]0,1].

A est a-moyenné si

l—«

(V(x,y) € C?)  Ax—Ay|*+ 1(1d — A)x — (1d— A)y|* < x—y]*.

a

» Si A:H — H un opérateur a-moyenné avec « €]0,1/2],
alors A est monotone maximal.

Preuve : A est continue. De plus, pour tout (x,y) € H?,

0 < Ax = Ay|*> + (1 —20)|Ix — y|> < 2(1 —a) (x —y | Ax — Ay).
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Contractions : résumé de la situation

Lipschitz |

Contraction

a—moyenné

Contractio

ferme

Cocoercif
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Contractions : propriétés

Soit H un espace de Hilbert et soit C C H non-vide.
Soit A: C — H et soient 8 € ]0,+o0[ et v €]0, 24].
Si A est (B-cocoercif alors Id — A est 7/(23)-moyenné.

Preuve :

A B-cocoercif < SA contraction ferme.

Il existe donc une contraction R: C — H telle que SA = (Id + R)/2.
On a donc

Id — A = (1——6)Id+—( R).

(—R) étant une contraction, Id — yA est v/(23)-moyenné.
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{ Contractions }
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61/135
{ Contractions ’—ﬂ A quoi ca sert ? }
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Contractions : exemple

Lemme de descente
Soient H un espace de Hilbert, f: X — R et v € ]0,400[. Si f est
différentiable et de gradient v-lipschitzien alors

(VO y) €H) F(y) < F(x) + {y = x | V() + Sy = x|
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Contractions : exemple

Lemme de descente
Soient H un espace de Hilbert, f: X — R et v € ]0,400[. Si f est
différentiable et de gradient v-lipschitzien alors

(VO y) €H) F(y) < F(x) + {y = x | V() + Sy = x|

Preuve :
Pour tout (x,y) € H? et t € R, soit ¢(t) = f(x + t(y — x)).
¢ est différentiable et ¢/'(t) = (y — x | VFf(x + t(y — x))). On a alors

1
(1) — p(0) = /0 S (t)dt
& fy) — Fx) —ly — x| VF())

= [ = x TG+ ey =) = V() k.
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Contractions : exemple

Lemme de descente
Soient H un espace de Hilbert, f: X — R et v € ]0,400[. Si f est
différentiable et de gradient v-lipschitzien alors

(VO y) €H) F(y) < F(x) + {y = x | V() + Sy = x|

Preuve :
fy) = f(x) = {y = x | VF(x))

1
- / by — x| VF(x + t(y — x)) — VF(x) dt.
0
Or, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
(y =x | Vi(x + t(y —x)) = Vf(x))
< |ly = xlIVF(x + t(y = x)) = V)| < tv]ly — x|
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Contractions : exemple

Soient H un espace de Hilbert, f € To(H) et v € ]0,400[. Si f est
différentiable et de gradient v-lipschitzien alors, pour tout (x,y) € H?,

F(VE(y)) = F(VF(X)) + {x [ VE(y) = VF(x)) + %I\Vf(y) ~ V)|
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Contractions : exemple

Preuve :
D’apres le lemme de descente, pour tout (x,y,z) € H3,

FH(VE(y)) 2 (z | VE(y)) - f(2)
>(z | V(y) = VE(x)) + (x| VF(x)) = f(x) = gl\z — x|

De plus, d'apres I'inégalité de Fenchel-Young,
(x| VE(x)) = f(x) = F(VF(x)).
D'ou

Fr(VE(y)) 2 (z | VE(y) = VE(x)) + F(VF(x)) - %HZ — x|
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Contractions : exemple

Preuve :
D'ou
F(VEY)) 2 (2| VF(y) = V) + F(VF()) - Sz = x|
=" (VF(x)) + (x| VF(y) = VF())
(2= x| VF(y) = VF()) = iz = X

On en déduit que
F(VE(y)) 2 (VF(x)) + (x | V(y) = VF(x))
+ (vl 17/2)" (VE(y) = Vi(x))
2 (VE(x)) + (x | VF(y) = VF(x))

+ o IVFly) — VI
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Contractions : exemple

Théoréme de Baillon-Haddad
Soient H un espace de Hilbert, f € o(#) et v € ]0,+o00[. Si f est
différentiable, Vf v-lipschitzien < Vf v~ 1-cocoercif.
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Contractions : exemple

Théoreme de Baillon-Haddad
Soient H un espace de Hilbert, f € o(#) et v € ]0,+o00[. Si f est
différentiable, Vf v-lipschitzien < Vf v~ 1-cocoercif.

Preuve :
Pour tout (x,y) € H?,

FH(VE(y)) 2 £7(VF(x)) + (x| VE(y) = V(X)) + %Ilw(y) — V)|
et symétriquement

FH(VE(x)) 2 £7(VF(y)) + (y | V(x) = V(y)) + %IIW(X) — V)l
En sommant,

—y = x| VE(y) = VE(x)) + %HW(X) ~ VF(y)|* <o.
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Contractions : exemple

Théoreme de Baillon-Haddad
Soient H un espace de Hilbert, f € o(#) et v € ]0,+o00[. Si f est
différentiable, Vf v-lipschitzien < Vf v~ 1-cocoercif.

Soient H un espace de Hilbert, f € To(H), v € 10, +oo[ et v €]0,2v71[.
Si f est différentiable et de gradient v-lipschitzien alors Id — vV f est
~v /2-moyenné.

Remarque : Id — vV est I'opérateur de descente de gradient.
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Contractions : exemple

Théoreme de Baillon-Haddad
Soient H un espace de Hilbert, f € o(#) et v € ]0,+o00[. Si f est
différentiable, Vf v-lipschitzien < Vf v~ 1-cocoercif.

Soient # un espace de Hilbert et v € ]0, +o0].
Soit f € Tg(H). f est différentiable de gradient v-lipschitzien ssi f* est

v~ 1 fortement convexe .

Remarque : f* est v~ 1-fortement convexe si f* — v~ - ||/2 est convexe.
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L Généralités sur les contractions

Définition

Propriétés

-

Exemples Résolvan
-4
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Résolvante : définition

Soit H un espace de Hilbert. Soient A : H — 2%.
La résolvante de A est

Ja=(1d+ A

Soit H un espace de Hilbert. Soient A : H — 2% et v € 10, +oo].
L' approximation de Yosida de A d’indice y est

1
TA= —(Id — J,4).
,y( 7A)
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Résolvante : définition

L’ image d'un opérateur B: H — 2™ est

ran B = {u € H | 3x € H,u € Bx}.

Theoreme de Minty
Soit H un espace de Hilbert. Soit A: # — 2" un opérateur monotone.
Si ran (Id + A) = H alors A est monotone maximal.

Preuve : Pour tout (xl, u1) S 'Hz, supposons que

(V(xz, u) € graA) (x1 = x2 | ug — up) > 0.

Puisque ran (Id + A) = H, il existe (x5, u5) € graA tel que
X1+ up = x4 + uj. Par conséquent,

0< (xa—xg |u—up) = (a— x| x5 —x1) =[x — x|
D'ol x1 = x5 et up = ub.
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Résolvante : définition

L’ image d'un opérateur B: H — 2™ est

ran B = {u € H | 3x € H,u € Bx}.

Theoreme de Minty

Soit H un espace de Hilbert. Soit A: # — 2" un opérateur monotone.
A est monotone maximal ssi ran (Id + A) = H.
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Résolvante : propriétés

Soit H un espace de Hilbert. Soit A : H — 2%
A est monotone ssi J4 est une contraction ferme.

Preuve : A est monotone ssi

(V(x, u) € graA) (V(y,v) € graA) (x—y|u—v)>0
& (V(x,u) € graA) (V(y,v) € grad) (x—y|x—y+u—v)>|x—y|?
< (V(x, ') € gra(Id + A)) (V(y, V') € gra(ld + A))
(x=ylu=v)=lx=y|?
& (YU, x) € grada) (V(V,y) € grada) (U =V [x—y) > |x —y|?

& J, est une contraction ferme
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Résolvante : propriétés

Soit H un espace de Hilbert. Soit A : H — 2%
A est monotone ssi J4 est une contraction ferme.

Preuve : A est monotone ssi

(V(x, u) € graA) (V(y,v) € graA) (x—y|u—v)>0
& (V(x,u) € graA) (V(y,v) € grad) (x—y|x—y+u—v)>|x—y|?
< (V(x, ') € gra(Id + A)) (V(y, V') € gra(ld + A))
(x=ylu=v)=lx=y|?
& (YU, x) € grada) (V(V,y) € grada) (U =V [x—y) > |x —y|?

& J, est une contraction ferme

Remarque : Ja: ran (Id + A) — H.



Introduction OMM1 OMM2 OMM3
68/135

Résolvante : propriétés

Soit H un espace de Hilbert. Soit A : H — 2%
A est monotone ssi J4 est une contraction ferme.

Soit H un espace de Hilbert. Soit A : H — 2%
A est monotone maximal ssi J4: H — H est une contraction ferme.

Preuve : A monotone < Ja: ran (Id + A) — H contraction ferme
+ théoreme de Minty.
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Résolvante : propriétés

Soit H un espace de Hilbert. Soit A : H — 2%
A est monotone ssi J4 est une contraction ferme.

Soit H un espace de Hilbert. Soit A : H — 2%
A est monotone maximal ssi J4: H — H est une contraction ferme.

Soit 7 un espace de Hilbert. Soient A : # — 27X monotone maximal et
v € 10, +o0].

Pour tout x € H, il existe un unique p € H tel que x — p € yAp
etonap=Jax.

Preuve : x € (Id +vA)(p) & p = Jyax
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Résolvante : propriétés

Soit 7 un espace de Hilbert. Soient A : # — 27X monotone maximal et
v € 10, +o0].
» Jya et Id — J, 4 sont des contractions fermes.

» La résolvante réfléchie R,4 = 2J,4 — Id est une contraction.

» 7A est y-cocoercive.
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Résolvante : propriétés

Soit H un espace de Hilbert. Soit A: H — 2" un opérateur monotone
maximal.

» Soitze Het B=A(-—2z).Ona:Jg=2z+Ja(-—2).
» SoitzeHet B=z+A. Ona:Jg=Ja(-—2z).
> Soit & € [0, +00[ et B = A + ald. Ona:JB:Ji<1+;a>

1+

Preuve :
Pour tout x € H,

p=Jdatarax < x—pe(A+ald)(p)
& (I+a)x—pec+a)tap
& p=Jrayral(l+a) ).
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Résolvante : propriétés

Pour tout i € {1,...,n}, soit H; un espace de Hilbert et A;: H; — 2Hi un
opérateur monotone maximal.

JayxxA, =da, X oo xda, t Hi X X Hp = Hi X --- X H,

()(1,. .. ,)qq) — (~L41)(1,. .. ,~L4n)(n).
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Résolvante : propriétés

Soit H un espace de Hilbert. Soient A : H — 27 un opérateur monotone
maximal et v € ]0, +ool.

J’yA—1 =1Id - ’YJ'y—lA(’y_l')

Preuve : Pour tout x € H,

x € (Id +~vA7)(p)

v Hx—-p)eAlp
peAr(x—p)

v ey tA(Y H(x — p))

v ixe(d+yA) (v Hx - p))
7 x = p) = h1a(v1x)

p=x—"d-14(7 1x).

P = J’yA—lx

SR A
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Résolvante : propriétés

Soit H un espace de Hilbert. Soient A : H — 27 un opérateur monotone
maximal et v € ]0, +ool.

J’yA—1 =1Id - 7J7—1A(7_1')

Remarque : Ja + J4-1 = 1d.
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Résolvante : propriétés

Soient # et G deux espaces de Hilbert. Soient A : . — 2" monotone
maximal et L € B(G,H) tel que LL* = uld ot p € ]0,+o0[. On a

Jisar=Id—L* o *Ao L.

Preuve : LL[* = uld = ran L = H est fermé et, par conséquent,

V =ran (L*) = (ker L) est fermé. La projection orthogonale sur V
est Py = L*(LL*)71L = ptL*L.

Pour tout x e H, p=Jpaix < x—p e L*ALp. Donc x —p e V.
On en déduit que Pyip = Pyix =x — Pyx =x — p~1L*Lx.

De plus, x — p € L*ALp = Lx — Lp € pALp & Lp = Jya(Lx).

On a ainsi Pyp = p L Lp = pL*Ja(Lx) et
p=Pyp+Pyip=x—pL*(Id — Jya)(Lx) = x — L*(*A(Lx)).
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Résolvante : propriétés

Soient # et G deux espaces de Hilbert. Soient A : . — 2" monotone
maximal et L € B(G,H) tel que LL* = uld ot p € ]0,+o0[. On a

Jisar=Id—L* o *Ao L.

Soit 7 un espace de Hilbert. Soient A : # — 27X monotone maximal et
L € B(H,H) une isométrie bijective. On a Ji«a; = L*JaL.

Preuve : L=t = [* = Id — L*(Id — Ja)L = L*JsL
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Résolvante : propriétés

Soit 7 un espace de Hilbert. Soient A : # — 27X monotone maximal et
B=pA(p:)ou peR*. OnaJg= p_lJpzA(p-).

Preuve : L = pld.
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Résolvante : propriétés

Soit 7 un espace de Hilbert. Soient A : # — 27X monotone maximal et
B=pA(p:)ou peR*. OnaJg= p_lJpzA(p-).

Soit H un espace de Hilbert. Soient A : % — 27X monotone maximal, et
B=—A(—). Ona Jg=—Ja(—).
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Résolvante
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i Opérateurs
Résolvante :
proximaux
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Opérateur proximal : rappels

Soient H un espace de Hilbert. Soit f: H — |—o0, +o0].
f est coercive si lim) 100 f(X) = +00.
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Opérateur proximal : rappels

Soient # un espace de Hilbert. Soit f: H — |—o00, +0o0].
f est coercive si lim) 100 f(X) = +00.

Quelles sont les fonctions coercives ?
2 (%) L (%) Af(X)

_|_
[ 8
Xy
><VV<Z\\\\\\
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Opérateur proximal : rappels

Soient # un espace de Hilbert. Soit f: H — |—o00, +0o0].
f est coercive si lim) 100 f(X) = +00.

Quelles sont les fonctions coercives ?
Akf(X) Af(X)
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Opérateur proximal : rappels

Soient # un espace de Hilbert. Soit f: H — |—o0, +0o0].
f est strictement convexe si

(Vx € dom f)(Vy € dom f)(Va €]0, 1[)
x#y = flax+(1-a)y) <af(x)+(1—a)f(y).
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Opérateur proximal : rappels

Soient # un espace de Hilbert. Soit f: H — |—o0, +0o0].
f est strictement convexe si

(Vx € dom f)(Vy € dom f)(Va €]0, 1[)
x#y = flax+(1-a)y) <af(x)+(1—a)f(y).

Quelles sont les fonctions strictement convexes ?

fCL/ \ \

x



Introduction OMM1 OMM2 OMM3
77/135

Opérateur proximal : rappels

Soient # un espace de Hilbert. Soit f: H — |—o0, +0o0].
f est strictement convexe si

(Vx € dom f)(Vy € dom f)(Va €]0, 1[)
x#y = flax+(1-a)y) <af(x)+(1—a)f(y).

Quelles sont les fonctions strictement convexes ?
f(x) f(x) 4 f(x)

’
~ 4 7’
s
v
N .
.~ 7
v
AR
VRN
~
N
s
>
N \
X

\

.
X
x
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Opérateur proximal : rappels

Soient H un espace de Hilbert et C un convexe fermé de H. Soit f € 'y(H)
tel que dom f N C # @.
Si f est coercive ou C est borné alors il existe p € C tel que

f(p) = inf £(x).

Si, de plus, f est strictement convexe, ce minimiseur p est unique.
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Opérateur proximal : définition

Soient H un espace de Hilbert. Soient f € T'g(H) et v € 10, +o0].
Pour tout x € H, il existe un unique p € H tel que

1 1
f —|lp—x||*> = inf f —ly — x||*.
(p) + 2,yllp x| o, (v) + 2,ylly x||
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Opérateur proximal : définition

Soient H un espace de Hilbert. Soient f € T'g(H) et v € 10, +o0].
Pour tout x € H, il existe un unique p € H tel que

1 1
f “lp—x|? = inf f Ay — x||? .
(p) + 27Hp x|l o, (v) + 27Hy x|

Preuve : f € To(H) < f* € [o(H). Il existe donc u € H tel que
f*(u) € R. D'apres I'inégalité de Fenchel-Young, on a

(VyeH) fly)=>(uly) —f(u).

On a donc f(y) + (27)7Yly — x||> = +o0 quand ||y|| — +oo.
Par ailleurs (2)7|| - —x||? étant strictement convexe,
f + (27) 71|l - —x]|? est une fonction coercive strictement convexe.
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Opérateur proximal : définition

Soient H un espace de Hilbert. Soient f € I'o(H) et v € 0, +o0].
Pour tout x € H, il existe un unique p € H tel que

1 1
f “lp—x|? = inf f Ay — x||? .
(p) + 27Hp x|l o, (v) + 27Hy x|

Soient H un espace de Hilbert. Soit f € [o(H).
» L' enveloppe de Moreau de parameétre v € |0, +oo[ de f est

1
TFiH —R:x inf f —|ly — x|
xi inf £(3) + 5 lly x|
» L’ opérateur proximal de f est

1
prox,: H — H: x +— argmin f(y) + =|ly — x|*.
yYEH 2
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Opérateur proximal : définition

Soient H un espace de Hilbert. Soit f € [o(H).

» L' enveloppe de Moreau de parameétre v € |0, +oo[ de f est
1
TF:H = R: x> inf f —|ly — x|
xio inf F() + ol = x|
» L’ opérateur proximal de f est

1
prox;: H — H: x +— argmin f(y) + =|ly — x|*.
YEH 2

f(x) prox(x)

Xy
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Opérateur proximal : définition
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Opérateur proximal : définition
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Opérateur proximal : définition
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Opérateur proximal : définition

1.5 4 4

-3 —2 —1 o 1 2 3
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Opérateur proximal : définition
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Opérateur proximal : définition

1.5 4 4
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Opérateur proximal : définition

1.5 4 4

-3 —2 —1 o 1 2 3
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Opérateur proximal : définition

1.5 4 4

-3 —2 —1 o 1 2 3
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Opérateur proximal : définition

1.5 4 4

-3 —2 —1 o 1 2 3
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Opérateur proximal : définition

1.5 4 4

-3 —2 —1 o 1 2 3
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Opérateur proximal : définition

Soient # un espace de Hilbert. Soient f € I'o(#H) et g € [o(H).
Si dom f Nintdom g # @ alors O(f + g) = Of + Og.

Soient # un espace de Hilbert et f € [o(#).

proxs = Jor .
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Opérateur proximal : définition

Soient # un espace de Hilbert. Soient f € I'o(#H) et g € [o(H).
Si dom f Nintdom g # @ alors O(f + g) = Of + Og.

Soient # un espace de Hilbert et f € [o(#).

proxs = Jor .

Preuve : D'aprés la regle de Fermat, pour tout x € H,
p = argmin f 4+ (2y)7Y| - —x|? ssi

0€d(f+ 31 —xI2)(p) = 9(p) + P~ x
= x € (Id + of)(p).
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Opérateur proximal : définition

Soient # un espace de Hilbert. Soient f € I'o(#H) et g € [o(H).
Si dom f Nintdom g # @ alors O(f + g) = Of + Og.

Soient # un espace de Hilbert et f € [o(#).

proxs = Jor .

Remarque : Comme dom (proxs) = H, cela fournit une preuve que Of
est un opérateur monotone maximal!
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Opérateur proximal : propriétés

Soient H un espace de Hilbert, f € [o(H) et (x,p) € H2.

p=prox;x << (YeH) (y—plx—p) +f(p)<f(y)
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Opérateur proximal : propriétés

Soient H un espace de Hilbert, f € [o(H) et (x,p) € H2.

p=prox,;x & (VyeM) (y—plx—p)+f(p)<f(y)

Preuve : (=)
Soit py =ay+ (1 —a)pouy e Hetac]01]. Ona

1 1
f(p) + 5P = xII* < f(pa) + 5llPa — x|
1
<af(y)+ (1 —a)f(p) +5lp —x+aly - p)II.
D'oti f(p) < af(y) + (1= a)f(p)+aly —p|p—x)+ 5|y — pl?

S (y—plx—p)+f(p) <fly)+5lly —pl”
On obtient le résultat quand o — 0.
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Opérateur proximal : propriétés

Soient H un espace de Hilbert, f € [o(H) et (x,p) € H2.

p=prox;x << (YeH) (y—plx—p) +f(p)<f(y)

Preuve : (<)
On a, pour tout y € H,

1 1
f(p) + 5P = x> < f(y) +y = plp—x) + Sllp = x|
1 1
=f0)+5lly —p+p—xI?=3ly - pl?

1
< F(y) + 5lly = X1
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Opérateur proximal : propriétés

Soient H un espace de Hilbert, f € [o(H) et (x,p) € H2.

p=prox,;x & (VyeM) (y—plx—p)+f(p)<f(y)

Soient H un espace de Hilbert, f € To(H) et v € ]0,+o00[. 7f est
différentiable de gradient y~!-lispchitzien et

(VxeH) VIf= 'y_l(Id - proxvf) = 70f.
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Opérateur proximal : propriétés

Soient H un espace de Hilbert, f € [o(H) et (x,p) € H2.

p=prox,;x & (VyeM) (y—plx—p)+f(p)<f(y)

Soient H un espace de Hilbert, f € To(H) et v € ]0,+o00[. 7f est
différentiable de gradient y~!-lispchitzien et

(VxeH) VIf= fy_l(Id - proxvf) = 70f.

Preuve : Propriété précédente + ... des calculs.
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Soit H

un espace de Hilbert, x € H et f € I'o(H).

Propriétés

g(x)

| Proxgx

Translation

f(x—z),z€e H

z+ proxs(x — z)

Perturbation quadratique

F) +allx P /24 (2| x) +~
zeEH,aa>0,vy€ER

x—z
prox af+1 (Tﬂ)

Changement d'échelle

f(px), p € R*

1
5Prox 5¢(px)

Réflexion

f(=x)

—prox¢(—x)

Enveloppe de Moreau

Vf(x) = inf f ! 2
(X)fy'g,_t (y)+ZHX—yH
v >0

2 (v + prox(iiqye ()
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Opérateur proximal : propriétés

Pour tout i € {1,...,n}, soit H; un espace de Hilbert et f; € ['o(H,;).
Pour tout (x1,...,xn) € Hi X -+ X Hp,
si

Introduction

X, xn) = Y fi(xi).
i=1

alors
ProxXs(xi, ..., xp) = (proxf’.(x,-)) 1<i<n -
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Opérateur proximal : propriétés

Soient H un espace de Hilbert séparable et (b;);c/ une base orthonormale
de H.
Pour tout i € /, soit p; € To(R) tel que p; > 0. Pour tout x € H,

F(x) = ¢i((x | b))

iel

alors
proxs(x) = > e prox,, ({x | bj))b;.

Remarque : L'hypothese (Vi € 1) ¢; > 0 peut étre relaxée si H est de
dimension finie.
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Opérateur proximal : propriétés

Soient H un espace de Hilbert séparable et (b;);c/ une base orthonormale
de H.
Pour tout i € I, soit ¢; € To(R) tel que ¢; > 0. Pour tout x € H,

F(x) = ¢i((x | b))

iel

alors
proxs(x) = > e prox,, ({x | bj))b;.

Soit H un espace de Hilbert, f € [o(H) et v € 0, +oc].

(Vx € H) PIOX, fxX = X — fyproxv—lf(’y_lx) o




Introduction OMM1 OMM2 OMM3
86/135

Opérateur proximal : propriétés

Soient H et G deux espaces de Hilbert. Soient f € To(H) et L € B(G,H)
tel que ran L = H. On a

Of oL =L Of L.
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Opérateur proximal : propriétés

Soient H et G deux espaces de Hilbert. Soient f € To(H) et L € B(G,H)
tel que ran L = H. On a

Of oL =L Of L.

Soient H et G deux espaces de Hilbert. Soient f € [o(H) et L € B(G,H)
tel que LL* = uId ot p € ]0,+o0[. On a

proxso; = Id — u=*L* o (Id — proxs) o L.
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Opérateur proximal : propriétés

Soient H et G deux espaces de Hilbert. Soient f € To(H) et L € B(G,H)
tel que ran L = H. On a

Of oL =L Of L.

Soient H et G deux espaces de Hilbert. Soient f € [o(H) et L € B(G,H)
tel que LL* = uId ot p € ]0,+o0[. On a

proxso; = Id — u=*L* o (Id — proxs) o L.

Remarque :

Si L € B(H,H) est une isométrie bijective, alors proxs,; = L*proxsL.
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Projection

(Vx € H)

Soit H un espace de Hilbert. Soit C un convexe fermé non vide de H.

o1
prox, (x) = argmlnEHy — x||? = Pc(x).
yeC
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Opérateur proximal : exemples

Projection
Soit H un espace de Hilbert. Soit C un convexe fermé non vide de H.

.1
(VxeHM)  prox, (x) = argmlnEHy — x||? = Pc(x).
yeC

Remarques :

» p=Pc(x) & x—p€dic(p)=Nc(p) = (VyeC){y—p|x—p) <0.
En particulier, si C est un espace vectoriel : p = Pc(x) < x —p € C*.

» Yic = (27)"1dZ ol dc distance au convexe C définie par
dc X = |nfyec ||y - x|| |Ix — Pcx]||. On a alors
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Opérateur proximal : exemples

Projection
Soit H un espace de Hilbert. Soit C un convexe fermé non vide de H.

.1
(VxeHM)  prox, (x) = argmlnEHy — x||? = Pc(x).
yeC

Remarques :

» p=Pc(x) & x—p€dic(p)=Nc(p) = (VyeC){y—p|x—p) <0.
En particulier, si C est un espace vectoriel : p = Pc(x) < x —p € C*.

» Yic = (27)"1dZ ol dc distance au convexe C définie par
dc X = |nfyec ||y - x|| |Ix — Pcx]||. On a alors
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Opérateur proximal : exemples

Fonction quadratique :
Soient H et G deux espaces de Hilbert.
Soient L € B(G,H), v € |0,+o0[ et z€ G.

f=nv]|lL-—z|? /2 = prox; = (Id + YL*L) 1 (- + vL*z).
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Opérateur proximal : exemples

Fonction d'appui :
Soit H un espace de Hilbert. Soit C un convexe fermé non vide de H.

(Vx € H) prox,. = Id — Pc.

Cas du seuillage doux : H =R, §; = inf C et §» = sup C. Pour tout x € R,

0ix six<O0 x—01 six <
oc(x)=40 six=0 = prox,.(x) =softc(x) =40 sixeC
dox six>0 X —07 Si x> 0.

prox, (x) {

/51 ‘ 02 ;
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3ere Partie : Recherche d'un zéro

1. Zéros d'un opérateur monotone (maximal)
2. Points fixes

3. Convergence
» Définition
» Fejér monotonie
» Principe de demi-fermeture

4. Algorithmes

» Krasnosel'skii Mann
Douglas-Rachford
PPXA
Forward-Backward
Forward-Backward-Forward

vV vy vYyy
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Opérateurs monotones : zéros

Soit H un espace de Hilbert.
Soit A : H — 2% un opérateur monotone.
L' ensemble des zéros de A, noté zer A, est

zer A= {x € H|0 € Ax} .

Soit H un espace de Hilbert.
Soit A : H — 2™ un opérateur maximal monotone.
Si I'une des hypothéses suivantes est Vvérifiée

» A est surjectif
» lim inf|Ax| = | ||Iim inf{||ul| | (3x € H) u € Ax} = +o0,
X||—+00

lIx[|—=+o00

» dom A est borné,
alors zer A # @.
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Opérateur monotones maximaux : zéros

Soit H un espace de Hilbert.
Soit A : H — 2% un opérateur monotone maximal.
zer A est fermé et convexe.
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Opérateur monotones maximaux : zéros

Soit H un espace de Hilbert.
Soit A : H — 2% un opérateur monotone maximal.
zer A est fermé et convexe.

Preuve :
A opérateur monotone maximal ssi A~! opérateur monotone maximal.
zer A = A710 est un convexe fermé.
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Opérateurs monotones : zéros

Soit H un espace de Hilbert. A: H — 27t est strictement monotone si

(‘v’(xl, u) € graA) (V(xz, ) € graA) x1 #xp = (U — up | X1 — x2) > 0.
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Opérateurs monotones : zéros

Soit H un espace de Hilbert. A: H — 27t est strictement monotone si

(‘v’(xl, u) € graA) (V(xz, ) € graA) x1 #xp = (U — up | X1 — x2) > 0.

Soient H un espace de Hilbert et A: H — 27 un opérateur strictement
monotone.
zer A contient au plus un élément.

Preuve :
Si (x1,x) € (zer A)? et x; # xp alors 0= (x3 — x | 0 — 0) < 0!
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Opérateurs monotones : zéros

Soit H un espace de Hilbert et 8 € ]0, +o0].
A: H — 2M est B-fortement monotone si

(V(xl, u) € graA) (V(xz, up) € graA) (i —wp | x1 — x2) > Blx1 — x2||2.
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Opérateurs monotones : zéros

Soit H un espace de Hilbert et 8 € ]0, +o0].
A: H — 2M est B-fortement monotone si

(V(xl, u) € graA) (V(xz, up) € graA) (i —wp | x1 — x2) > Blx1 — x2||2.

Soit H un espace de Hilbert et 8 € ]0, 4o0].
Si A: H — 2™ est S-fortement monotone ssi A~1: H — H est S-cocoercif.

Soit H un espace de Hilbert et 8 € ]0, 4o0].
A: H — 2" est B-fortement monotone alors A est strictement monotone.
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Opérateurs monotones : zéros

Soit H un espace de Hilbert et 3 € ]0,4+oc[. Si A: H — 2% est monotone
maximal et S-fortement monotone alors zer A est un singleton

Introduction

Preuve : Pour tout (x1,u1) € graA et (x2, u2) € graA,

[x1 = xell|lua]] = (1 — x2 | 1)
=(x1—x2 | u1— )+ (x1 —x2 | u2)

™

> Sl = xel® + (= xe | w2)

2
En fixant xp et wp, si ||x1]| — +00, on en déduit que ||u1| — +oo.
Ceci montre que lim |4 oo inf [|Ax|| = +00 et donc zer A # @.
De plus, A étant strictement monotone, il y a un seul élément dans

zer A.
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Opérateurs monotones : zéros et minimiseurs

Soit H un espace de Hilbert. Soit f: H — |—o00, +00] une fonction propre
strictement convexe alors Of est strictement monotone.
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Opérateurs monotones : zéros et minimiseurs

Soit H un espace de Hilbert. Soit f: H — ]—00, +00] une fonction propre
strictement convexe alors Of est strictement monotone.

Preuve : Soient (xi, u1) € gradf et (xp, up) € gradf tels que x1 # xo.
On a, pour tout a €]0, 1],

f(x1)+ (u1 | alxe —x1)) < f(x1 4+ alxe — x1))
< (1= a)f(x1) + af(x)
= <U1 | X — X1> < f(Xg) — f(Xl).

Symétriquement, (up | x1 — x2) < f(x1) — f(x2) et, par sommation,

(1 — | x—x1) <0
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Opérateurs monotones : zéros et minimiseurs

Soit H un espace de Hilbert. Soit f: H — ]—00, +00] une fonction propre
strictement convexe alors Of est strictement monotone.

Soit H un espace de Hilbert. Soit f: H — |—o0, +00] une fonction propre
strictement convexe alors f posseéde au plus un minimiseur.
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Opérateurs monotones : zéros et minimiseurs

Soit H un espace de Hilbert. Soit 5 € |0, +oo[ et f: H — ]—00, +00] une
fonction propre [-fortement convexe alors Of est B-fortement monotone.
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Opérateurs monotones : zéros et minimiseurs

Soit H un espace de Hilbert. Soit 5 € ]0,+oo[ et f: H — ]—00, +0o0] une
fonction propre [-fortement convexe alors Of est B-fortement monotone.

Preuve : f 3-fortement convexe si f = h+ f3|| - ||>/2 ol h est convexe.
Soient (x1, u1) € graof et (xp, up) € gradf. On a

u € 8f(X1) S up— fBx € 8h(X1).
De plus,

Flxe) = hoa) + 5 bl > hoxa) + (i1 — Bt | x2 =0} + 2 ol
= Fa) + (en 0 — ) + 2l — ol

Symétriquement, f(xi) > f(x2) + (2 | x1 — x2) + 2||x2 — x1|2.
D’'ou, en sommant,
0> (un—w | x—xi)+Blxa — x|
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Opérateurs monotones : zéros et minimiseurs

Soit H un espace de Hilbert. Soit 5 € |0, +oo[ et f: H — ]—00, +00] une
fonction propre [-fortement convexe alors Of est B-fortement monotone.

Soit H un espace de Hilbert. Soit 3 € |0, 400 et f € [o(#) une fonction
[-fortement convexe alors f posseéde un unique minimiseur.
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Algorithmes de points fixes : zéros et points fixes

Soit H un espace de Hilbert. Soit B : H — 2.
L'ensemble des points fixes de B est défini
FixB = {x € H|x € Bx}
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Algorithmes de points fixes : zéros et points fixes

Soit H un espace de Hilbert. Soit B : H — 2.
L'ensemble des points fixes de B est défini
FixB = {x € H|x € Bx}

Soit H un espace de Hilbert.
Soit A: H — 2" un opérateur monotone et soit v € ]0, +oo].

On a FixJ, 4 = zer A
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Algorithmes de points fixes : zéros et points fixes

Soit H un espace de Hilbert. Soit B : H — 2.
L'ensemble des points fixes de B est défini
FixB = {x € H|x € Bx}

Soit H un espace de Hilbert.
Soit A: H — 2" un opérateur monotone et soit v € ]0, +oo].

On a FixJ, 4 = zer A

Preuve : (Vx € H) 0 € Ax

te 0

x = Jyax
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Algorithmes de points fixes : zéros et points fixes

Soit H un espace de Hilbert. Soit B : H — 2.
L'ensemble des points fixes de B est défini
FixB = {x € H|x € Bx}

Soit H un espace de Hilbert.
Soit A: H — 2" un opérateur monotone et soit v € ]0, +oo].

On a FixJ, 4 = zer A

0 € yAx
x € (Id 4+ vA)x
x € (Id + vA)1x

x = Jyax

Preuve : (Vx € H) 0 € Ax

t ¢
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Algorithmes de points fixes : notions de convergence

Soit H un espace de Hilbert.
Soit (Xp)nen une suite d'éléments de H et X € H.

> (xn)nen converge fortement vers X si
lim ||x, —X|| = 0.
n——+400
On note x, — X.
> (xn)nen converge faiblement vers X si

(Vy e H) lim (y|x,—X)=0.

n—-+o00

On note x, — X.

Remarque : Dans un espace de Hilbert de dimension finie, les convergences
forte et faible sont équivalentes.
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Algorithmes de points fixes : notions de convergence

Soit H un espace de Hilbert.
Soit (xp)nen une suite d'éléments de H.
(xn)nen converge faiblement ssi
» (Xn)nen est bornée
et

> (Xn)nen posséde au plus un point d'accumulation dans la topologie
faible.

» X est un point d’accumulation de (x,)qen dans la topologie faible s'il
existe une sous-suite (xp, )ken de (xn)nen convergeant faiblement
vers X.
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Algorithmes de points fixes : notions de convergence

Soit H un espace de Hilbert.
Soit (xp)nen une suite d'éléments de H.
(xn)nen converge faiblement ssi
» (Xn)nen est bornée
et

> (Xn)nen posséde au plus un point d'accumulation dans la topologie
faible.

Illustration :

X0 | X1 | X2 | X3 | X4 | X5
1 (-1]1-1|1]-1
— (Xn)nen est bornée mais possede 2 points d'accumulations —1 et 1.
— (Xn)neN ne converge pas.
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Algorithmes de points fixes : notions de convergence

Lemme 1
Soit H un espace de Hilbert et D C H non vide.
Soit (xn)nen une suite d'éléments de D.

(xn)nen converge faiblement vers un point de D si
» pour tout x € D, (||xn — x||)nen converge
et

» tout point d’accumulation de (x,)nen dans la topologie faible
appartient a D.




Introduction OMM1 OMM2 OMM3
101/135

Algorithmes de points fixes : notions de convergence

Preuve :

Si (||xn — x||)nen converge alors (||x, — x||)nen et donc (x,)nen sont
bornées.

Supposons que (Xn, )ken et (Xn,)ren soient telles que x,, — X et

— X' ot (X,X') € D?. Pour tout n € N,

Xny

2(xn | X' = %) = llx0 = X = [lxa = X7 = [I%]* + [X']|*.

Puisque (||xn — X||)nen et (|[xn — X||)nen convergent, il existe a € R
tel que (x, | X' —X) = a et donc (x,, | X' —X) = (X | X' —X) = a.
De la méme facon, (X' | X' —X) =a. D'ot ||X¥' —X|?=0=X =X
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Algorithmes de points fixes : suites Fejér-monotones

Soit H un espace de Hilbert et D C H non vide.
Soit (xp)nen une suite d'éléments de H.
(xn)nen est une suite Fejér-monotone par rapport a D si

(Wx e D)(VneN)  [xnp1 = x[| < [Ixn = x]].

Soit H un espace de Hilbert et D C #H non vide.
Soit (xn)nen une suite Fejér-monotone par rapport a D alors

> (Xn)nen est bornée.

~ pour tout x € D, (||x, — x||)nen converge .

> (dD(X"))nGN est décroissante et convergente.
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Algorithmes de points fixes : suites Fejér-monotones

Convergence d'une suite Fejér-monotone

Soit H un espace de Hilbert et D C #H non vide.
Soit (xn)nen une suite d'éléments de H.
(xn)nen converge faiblement vers un point de D si
> (Xn)nen une suite Fejér-monotone par rapport a D
et

» tout point d'accumulation de (x,)sen dans la topologie faible
appartient a D.
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Algorithmes de points fixes : suites Fejér-monotones

Lemme 2
Soit H un espace de Hilbert et C un convexe fermé non vide de H.
Si (xn)nen est une suite de C convergeant faiblement vers X alors X € C.
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Algorithmes de points fixes : suites Fejér-monotones

Lemme 2
Soit H un espace de Hilbert et C un convexe fermé non vide de H.
Si (xn)nen est une suite de C convergeant faiblement vers X alors X € C.

Preuve :
Onax-— PC;(\ S Nc(PC;(\).
Puisque (Vn € N) x, € C, on a

(xp — PcX | X — PcX) < 0.

En utilisant le fait que x, — X, on en déduit que ||X — PcX||? =0,
d'oll X = P¢(x) € C.
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Algorithmes de points fixes : suites Fejér-monotones

Principe de demi-fermeture

Soit H un espace de Hilbert et C un convexe fermé non vide de H.
Soit T: C — H un opérateur contractant.

Si (xn)nen est une suite de C convergeant faiblement vers X et

si Tx, — x, — 0 alors x € FixT.
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Algorithmes de points fixes : suites Fejér-monotones

Principe de demi-fermeture

Soit H un espace de Hilbert et C un convexe fermé non vide de H.
Soit T: C — H un opérateur contractant.

Si (xn)nen est une suite de C convergeant faiblement vers X et

si Tx, — x, — 0 alors x € FixT.

Preuve :
X, = X = X € C et TXx défini. Pour tout n € N,

[ — TRIZ = |Ix0 = X2+ X = TR|? +2(xp —X | X — TX)

%0 — TXII2 = |1%0 — Txall® + | Txn — TR|> 4+ 2 (xn — Txp | Txp — TX)

= % = TR = [0 — Txall? + [ T — TXII? — [Ix0 — ]
F2(xn— Txn | Txn — TX) —2(xp — X | X — TX)
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Algorithmes de points fixes : suites Fejér-monotones

Principe de demi-fermeture

Soit H un espace de Hilbert et C un convexe fermé non vide de H.
Soit T: C — H un opérateur contractant.

Si (xn)nen est une suite de C convergeant faiblement vers X et

si Tx, — x, — 0 alors x € FixT.

Preuve :
X = TX|I? =|Ix0 — Txoll> + || Txn — TX||2 = ||xn — X||?
20— Txp | Txn = TX) —=2(x, =X | X — TX).
T étant une contraction et, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
% = TRIP < lixn = Tl + 2le = Tl T = TR = 2 {0 = X | X = TX)
< o = Tl + 2l = Toallloen = R = 2 (x0 =% | % = T%)..

Xp — X = (Xp)nen borné, d'ou le résultat par passage a la limite.
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Algorithmes de points fixes : suites Fejér-monotones

Soit H un espace de Hilbert et C un convexe fermé non vide de H.
Soit T: C — C un opérateur contractant tel que FixT # @.
Soit xg € C,

(VneN)  xp41 = Txp.

Si xp — Txp — 0, alors (xp)nen converge faiblement vers un point de Fix T.
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Algorithmes de points fixes : suites Fejér-monotones

Soit H un espace de Hilbert et C un convexe fermé non vide de H.
Soit T: C — C un opérateur contractant tel que FixT # @.
Soit xg € C,

(VneN)  xp41 = Txp.

Si xp — Txp — 0, alors (xp)nen converge faiblement vers un point de Fix T.

Preuve :

Pour tout n € Net y € FixT, [[xop1 — y|| < || Txa — Ty[| < [Ixa — ¥
(xn)nen est donc Fejér-monotone par rapport a FixT.

Soit (Xn, Jken une sous-suite de (xp)nen telle x, — X ou X € H.

Par hypothese x,, — Tx,, — 0 et donc, d'aprés le principe de
demi-fermeture, X € FixT.

Ceci assure la convergence faible de (xp)nen.
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Algorithmes de points fixes : algorithme du point proximal

Soit H un espace de Hilbert.

Soit A : H — 2% un opérateur monotone maximal tel que zer A # @.
Soit v € 0, +o0[ et xg € H.

Si, pour tout n € N, X541 = Jyaxy, alors x, — xpp1 — 0.
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Algorithmes de points fixes : algorithme du point proximal

Soit H un espace de Hilbert.

Soit A : H — 2% un opérateur monotone maximal tel que zer A # @.
Soit v € 0, +o0[ et xg € H.

Si, pour tout n € N, X541 = Jyaxy, alors x, — xpp1 — 0.

Preuve : J, 4 étant fermement contractant, pour tout
x € zer A = FixJyz,

Ixn+1 = x| = [|dy %0 — Jyax]|?
< Jlxn = x[1? = [1(3d = Jya)xn = (1d = Jya)x|?
= [Ixn — X”2 — llxn — Xn+1”2
= [Xnr1 = x| + 1X0 = xo41l* < lIxa — x|

Dot 370 IIxk — xkx1]1? < [Ix0 — x> < 4+00. On en déduit que
Xp — Xp+1 — 0.
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Algorithmes de points fixes : algorithme du point proximal

Soit H un espace de Hilbert.

Soit A : H — 2% un opérateur monotone maximal tel que zer A # @.

Soit v € 0, +o0[ et xg € H.

Si, pour tout n € N, x,41 = J,aXn, alors (x,)nen converge faiblement vers
un zéro de A.
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Algorithmes de points fixes : algorithme du point proximal

Soit H un espace de Hilbert.

Soit A : H — 2% un opérateur monotone maximal tel que zer A # @.

Soit v € 0, +o0[ et xg € H.

Si, pour tout n € N, x,41 = J,aXn, alors (x,)nen converge faiblement vers
un zéro de A.

Preuve : J,4: H — H est une contraction et x, — J,ax, — 0.
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Algorithmes de points fixes : algorithme du point proximal

Soit H un espace de Hilbert.

Soit A : H — 2% un opérateur monotone maximal tel que zer A # @.
+oo

Soit (Vn)nen une suite de |0, o0 telle que ny,z, =400 et xg € H.

n=0
Si, pour tout n € N, Xp.1 = Jy, aXp, alors (x,)nen converge faiblement vers
un zéro de A.
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Algorithmes de points fixes : algorithme du point proximal

Soit H un espace de Hilbert.

Soit A : H — 2% un opérateur monotone maximal tel que zer A # @.
+oo

Soit (Vn)nen une suite de |0, o0 telle que ny,z, =400 et xg € H.

n=0
Si, pour tout n € N, Xp.1 = Jy, aXp, alors (x,)nen converge faiblement vers
un zéro de A.

Preuve : ... plus sportive.
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Méthodes d'optimisation : algorithme du point proximal

Soit H un espace de Hilbert.
Soit f € [p(H) telle que Argminf # &.

Si, pour tout n € N,

+o00
Soit (Vn)nen une suite de |0, +o0[ telle que ny,z, =400 et xg € H.

n=0

Xp41 = PrOX, rXp

alors (xn)nen converge faiblement vers un minimiseur (global) de f.
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Algorithmes de points fixes : suites Fejér-monotones

Algorithme de Krasnosel'skii-Mann

Soit H un espace de Hilbert et C un convexe fermé non vide de H.
Soit T: C — C un opérateur contractant tel que FixT # &.

Soit (An)nen une suite dans [0, 1] telle que

> Anll = Ap) = +o0.

neN
Soit xp € C et (Vn € N) xp11 = Xp+ Ap(Txp — Xxp). Les propriétés suivantes
sont satisfaites :
> (xn)nen est Fejér-monotone par rapport a FixT.
» (Txn — Xn)nen converge fortement vers 0.

> (xn)nen converge faiblement vers un point de Fix T.
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Algorithmes de points fixes : suites Fejér-monotones

Preuve :
Pour tout n € N, par combinaison convexe, x, € C.

Fejér-monotonicité par rapport a FixT : (Vx € FixT)(Vn € N)
X1 — x]|?
=||xn + An( Txp — xn) — x]|?
=[1(1 = An)(xn — x) + An(Txn — X)||2
=(1 = X0)?[1x0 — x||% + X2|| Txp — x[|> = 2X0(1 = Xp) (X — X5 | T — X)
=(1— Xp)lIxn — |12 + Aall T = x| = An(1 = A0) || Toxa — X + x — x|
=(1 = An)llxn — XH2 + Anl[ Txn — TXHQ = An(1 = An)[[ Txn — XnH2
(1= An)llxn — XH2 + Anllxn — XHQ = An(1 = An)[[ Txn — XnH2

<(1
<Jlxo — xIP.
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Algorithmes de points fixes : suites Fejér-monotones

Preuve :
Montrons que Tx, — x, — 0.
On déduit de ||xp1 — x[|2 < [Ix0 — x[|I> = An(1 = An)|| Txn — xa|? que

Z An(1 = An)[| Txn — Xn”2 < |Ix — XH2

neN
+00
:>(Vn S N) /Q; || Tx) — XkH2 kZ )\k(l — )\k) — 0.
=n

Les hypotheses sur la suite (Ap)nen conduisent a
liminf, o || Txn — xa|| = 0.
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Introduction OMM1

Algorithmes de points fixes : suites Fejér-monotones

Preuve :
Les hypotheses sur la suite (Ap)nen conduisent a
liminf, 4o || TXn — xa|| = 0. De plus, en utilisant I'hypothése que T

est une contraction

| Txns1 — Xnt1ll = | Txngr — Txa + (1= An)(Txn — Xa) |
< xn+1 = Xall + (1 = An) | Txn — |

= || Txn — Xnl|-

Par conséquent, (|| Tx, — Xn||)nen converge et

Tx, — x, — 0.
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Algorithmes de points fixes : suites Fejér-monotones

Preuve :

Soit (Xn, Jken une sous-suite de (xp)nen telle que x, — X. D'apres le
principe de demi-fermeture, Tx,, — x,, — 0, implique que X € FixT.
La convergence faible de (x,)nen vers x se déduit de la
Fejér-monotonicité de (x,)nen par rapport a FixT.
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Algorithmes de points fixes : Douglas-Rachford

Soient H un espace de Hilbert et v € ]0, +o0].
Soient A: H — 2" et B: H — 2" deux opérateurs monotones. On a

zZer (A + B) = J'yB(FiXR'yARyB)~
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Algorithmes de points fixes : Douglas-Rachford

Soient H un espace de Hilbert et v € ]0, +o0[.
Soient A: H — 2™ et B: H — 2™ deux opérateurs monotones. On a

zZer (A + B) = J,YB(FiXR,YAR«/B).

Preuve : Soit x € H.

0evy(Ax+Bx) e (dy e H
dy eH
dy e H

dy e H

x—y€EeyAxety —x € vyBx
2x —y € (Id+~vA)x et x = J,gy
x = Jya(Rygy) et x = J,By
Rya(Rygy) = 2x — Rypy =y

et x = J,gy
& (Jy € FixR aRy8) x = JyBy.

<
<
<
<

~— —r N
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Algorithmes de points fixes : Douglas-Rachford

Soit H un espace de Hilbert de dimension finie .

Soient A: H — 2™ et B: H — 2™ deux opérateurs monotones maximaux
Soit v € ]0,+o0[ et soit (An)nen une suite dans [0,2] telle que
ZnEN An(2 = Ap) = +o0.

Supposons que zer (A + B) # &. Soit xg € H et

Yn = JyBXn
(Vn e N) Zp = JyA(2Yn — Xn)
Xpt+1 = Xpn + )\n(zn - yn)‘
Les propriétés suivantes sont satisfaites :
> Xy — X

> (¥n)nen et (zp)nen convergent vers J,gX € zer (A+ B).
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Algorithmes de points fixes : Douglas-Rachford

Preuve : Soit T = R,aR,p. T est contractant et
@ # zer (A+ B) = J,g(FixR,aR,g) = FixT # @. De plus, pour
tout n € N,

Xn+1 = Xn + An (J,YA(2J73X,, — Xp) — J,YBX,,)
= Xp + Ap (JyA(RyBXn) - J«/an)
An
= Xp + 7 (2J7A(R7an) - R'yBXn - Xn)

=X, + %(Txn —x,,).

= Algorithme de Krasnosel’skii-Mann avec facteurs de relaxations

(An/2)nen.
On en déduit que Tx, — x, — 0 et x, — X € FixT.
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Algorithmes de points fixes : Douglas-Rachford

Preuve : Pour tout n € N,

1
zp — Yn = Jya(24yBXn — Xp) — JyBXn = E(TX,, —xp) — 0

Jyg étant continue, on a y, — J,gX € zer (A+ B).
Puisque z, — y, — 0, on a aussi que z, — J,gX € zer (A + B).
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Algorithmes de points fixes : Douglas-Rachford

Soit H un espace de Hilbert.
Soient A: H — 2" et B: H — 2™ deux opérateurs monotones maximaux
Soit v € ]0,400[ et soit (Ap)neny une suite dans [0,2] telle que

Y nen An(2 — Ap) = +oo.
Supposons que zer (A + B) # @. Soit xp € H et

Yn = J'yBXn
(Vn e N) = Sl B = 25
Xpt+1 = Xn + )\n(zn - }/n)'

Les propriétés suivantes sont satisfaites :

> Xy — X

> (¥n)nen et (zn)nen convergent faiblement vers J, gx € zer (A + B).
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Algorithmes d'optimisation : Douglas-Rachford

Soit H un espace de Hilbert.

Soient f € I'o(H) et g € [o(H).

Soit y € 10, 400[ et soit (Ap)nen une suite dans [0, 2] telle que
ZneN )‘n(z - )\n) = +00.

Supposons que zer (Of 4+ 0g) # . Soit xp € H et

Yn = Prox,gXn
(Vn e N) Zp = proxX,¢(2y, — xn)
Xpt1 = Xn + )\n(zn - _Vn)-

Les propriétés suivantes sont satisfaites :

Xy — X

> Zy—Yn—0,y, = yetz, = yoly=prox, X € Argmin(f + g).
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Algorithmes d'optimisation : Douglas-Rachford

Restauration d'image :

» x € RY  : image originale (inconnue),
» A e RVXN . opérateur de flou,
» neRN  : bruit additif blanc gaussien centré,

» ze RN : observation = image floue et bruitée

= Trouver une image X la plus
proche possible de X a partir de
z
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Algorithmes d'optimisation : Douglas-Rachford

Restauration d'image : Approche variationnelle

X € Argmin||Ax — z||3 + 7||Wx||y avec 7€ ]0,+oo] et W e RVXN
x€RN

» Algorithme de Douglas-Rachford avec g = ||A- —z||3 et f =n||W - |1

Yn = PIOX. zXp
(Vn e N) Zp = proxX,¢(2yn — xn)

Xpt+1 = Xn + )\n(zn - }/n)'
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Algorithmes d'optimisation : Douglas-Rachford

Restauration d'image : Approche variationnelle

X € Argmin||Ax — z||3 + 7||Wx||y avec 7€ ]0,+oo] et W e RVXN
x€RN

» Algorithme de Douglas-Rachford avec g = ||A- —z||3 et f =n||W - |1

Yn = ProX,gx, —  Forme explicite
(Vn e N) Zp = proxX,¢(2yn — xn)

Xpt+1 = Xn + )\n(zn - }/n)'
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Algorithmes d'optimisation : Douglas-Rachford

Restauration d'image : Approche variationnelle

X € Argmin||Ax — z||3 + 7||Wx||y avec 7€ ]0,+oo] et W e RVXN
x€ERN

» Algorithme de Douglas-Rachford avec g = ||A- —z||3 et f =n||W - |1

Yn = PTOX,gXp
(Vn e N) Zp = prox.¢(2y, — xn) —  Forme explicite

Xpt+1 = Xn + )\n(zn - }/n)'

il = SOft [y ]

prox
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Algorithmes d'optimisation : Douglas-Rachford

Restauration d'image : Approche variationnelle

X € ArgmmHAx —z|3+n|Wx|1 avec n € ]0,400] et W RNV
x€ERN

» Algorithme de Douglas-Rachford avec g = ||A- —z||3 et f =n||W - |1

Yn = PIOX. zXp
(Vn e N) Zy = prox.¢(2y, — x,) —  Forme explicite si W~ L=

Xn+1 = Xn + An(Zn — yn)- (e.g. transformée en ondelettes)

‘proxfow = W*proxf(W-)‘
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Algorithmes d'optimisation : Douglas-Rachford

Restauration d'image : Approche variationnelle

X € Argmin||Ax — z||3 + 7||Wx||y avec 7€ ]0,+oo] et W e RVXN
x€RN

» Algorithme de Douglas-Rachford

Image dégradée z  Image restaurée X [DR — DWT]
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Algorithmes d'optimisation : Douglas-Rachford

Restauration d'image : Approche variationnelle

X € Argmin||Ax — z||3 + 7||Wx||y avec 7€ ]0,+oo] et W e RVXN
x€RN

» Algorithme de Douglas-Rachford

Yn = PIOX g Xn
Zy = proxX.¢(2yn — Xn)
Xp+1 = Xn + )\n(zn - Yn)-

100 200 300 400 500
Itérations

v = {50, ,5.10%,10%,5.103}
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Algorithmes d'optimisation : Douglas-Rachford

Restauration d'image : Approche variationnelle

X € Argmin||Ax — z||3 + 7||Wx||y avec 7€ ]0,+oo] et W e RVXN
x€RN

» Algorithme de Douglas-Rachford

Iy, -y,
o
o

Yn = PIOX,zXp
Zy = proxX.¢(2yn — Xn) 10°
Xptl = Xp + )\n(zn - Yn)'

10"

20 40 60 80 100
Itérations

A= {1, 21}
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Algorithmes d'optimisation : Douglas-Rachford

Restauration d'image : Approche variationnelle

X € Argmin||Ax — z||3 + 7||Wx||y avec 7€ ]0,+oo] et W e RVXN
x€RN

» Algorithme de Douglas-Rachford

Gef— ]
2 — DR (rouge)

S — Point proximal (bleu)
:’ 107

a

200 400 600 800 1000
Temps (sec)
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Algorithmes d'optimisation : Douglas-Rachford

Soit H et G deux espaces de Hilbert.

Soient g € o(H) et L € B(G,H) tel que ran L est fermé et L*L est un
isomorphisme.

Soit v € ]0, 400 et soit (Ap)nen une suite dans [0, 2] telle que

Y nen An(2 = Ap) = +oo0.

Supposons que zer (L* o 9g o L) # @. Soit xg € H, v = (L*L) 1 L*x et

Yn = PTOX.zXp
¢ = (L*L)"1L*y,

Xn+1l = Xp + )\,,(L(2cn —Vp) — yn)
Vatl = Va + An(Cn — Vn).

(Vn eN)

On a alors :
Vs, — Vou V€ Argmin(g o L).




Introduction OMM1 OMM2 OMM3
119/135

Algorithmes d'optimisation : Douglas-Rachford

Eléments de preuve :

minimize g(Lv) < minimize ¢g(x) + g(x)
veg xEH

ou E =ranL.
On applique I'algorithme de Douglas-Rachford avec
f =g = prox,s = Pg et en posant

(Vn e N) Pey, = Lc, et Pex, = Lv,

ol ¢, = argmin ||y, — Lc||?> = (L*L) "1 L*y,.
ceH
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Algorithmes d'optimisation : Douglas-Rachford

Cas particulier de I'algorithme de Douglas-Rachford :
H=Hix--Hpou Hi,...,Hn espaces de Hilbert

(‘v’x =(x1,...,Xm) € H) g(x)=>",gi(x)

ou (Vie{l,...,m} gi € To(H;)

L:v (Liv,...,Lpv) ou (Vi€ {1,...,m}) L; € B(G,H,)).

Algorithme PPXA+

Soit (xo,i)1<i<m € H, vo = (3071 LiLi) ™ 207 Lixo,i et

Yn,i = PrOX, g Xni, 1 €{1,...,m}

cn = (g LiLi) ™ 30 Ly,

Xnt1,i = Xni + An(Li(2¢h — Vo) = Yni), i€ {1,...,m}
Vil = Vi + An(Cn — V).

(Vn e N)

On a alors v, — vV € Argmin ) ", gi o L;.
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Algorithmes d'optimisation : Douglas-Rachford

Cas particulier de I'algorithme de Douglas-Rachford :
H=Hix--Hpou Hi,...,Hn espaces de Hilbert

(‘v’x =(x1,...,Xm) € H) g(x)=>",gi(x)

ou (Vie{l,...,m} gi € To(H;)

L:v (Liv,...,Lpv) ou (Vi€ {1,...,m}) L; € B(G,H,)).

Algorithme PPXA+

Soit (xo,i)1<i<m € H, vo = (714 LiL) ™ 307, Lixo,i et

Yn,i = PrOXy g Xni, 1 €{1,...,m}

cn = (s L) 300 Liymi

Xnt1,i = Xnmi + An(Li(26h — Vo) — ¥ni), € {l,...,m}
Vi = Vi -+ Al — Vi)

(Vn e N)

SiHi=...=Hmet Ly =... =L, =1d = algorithme PPXA
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Cas particulier de I'algorithme de Douglas-Rachford :
H=Hix--Hpou Hi,...,Hn espaces de Hilbert
(Vx = (x1,...,xm) € 1) g(x) = >, gi(xi)

ou (Vi €{1,...,m} gi € To(H;)

L:v— (Liv,...,Lpv)ou (Vie{l,...,m}) L; € B(G, Hi).

Algorithme PPXA

Soit (x0,i)1<i<m € H, vo = % 27;1 Xo,i €t
Yn,i = PrOXy g Xni, 1 €{1,...,m}

Cn = 15 2o Vi

Xn+1,i = Xn,i + An(2¢n —

it = T Sl — Vs

(Vn eN)
Vn _}/n,i)a

SiHi=...=Hmet Ly =... =L, =1d = algorithme PPXA

ied{l,...
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Algorithmes d’optimisation : PPXA-+

Restauration d'image : Approche variationnelle

n € 10, +oo]
X € Argmin||Ax — z|)3 + 7||[H* V*]*x|l2.1 + tc(x) avec { H,V € RNxN
X N
< C = [0, 255]V

» Algorithme PPXA+ avec g1 = ||A- —z||3 et Ly =1d
g =112 et Lo =[HV]"
s =tcetlz=1d

Yni = ProX g xni,i € {1,2,3}

cn = (D L) Sy Ly

Xnt1,i = Xn,i + An(Li(2¢h — V) — yni), i € {1,2,3}
Vntl = Vp + )\n(cn - Vn)-

(Vn e N)
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Algorithmes d’optimisation : PPXA-+

Restauration d'image : Approche variationnelle

1 € 0, +o0]
X € Argmin||Ax — z|)3 + 7||[H* V*]*x|l2.1 + tc(x) avec { H,V € RNxN
X N
< C = [0, 255]V

» Algorithme PPXA+ avec g1 = ||A- —z||3 et Ly =1d
g =112 et Lo =[HV]"
s =tcetlz=1d

Yni = ProX, g xni, i € {1,2,3} —  Forme explicite
c, = (Z?:l L L)t Z?:l LYy,; —  Forme explicite
Xnt1,i = Xn,i + An(Li(2¢h — V) — yni), i € {1,2,3}
Vit = Vn + An(cn — Vp).

(Vn e N)
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Algorithmes d’optimisation : PPXA-+

Restauration d'image : Approche variationnelle

n € 10, +oo]
X € Argmin||Ax — z|)3 + 7||[H* V*]*x|l2.1 + tc(x) avec { H,V € RNxN
X N
< C = [0, 255]V

» Algorithme PPXA+
™ e % -
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Algorithmes d’optimisation : PPXA-+

Restauration d'image : Approche variationnelle

n € 10, +oo]
X € Argmin||Ax — z|)3 + 7||[H* V*]*x|l2.1 + tc(x) avec { H,V € RNxN
X N
e C = [0, 255V

» Algorithme PPXA+

Image dégradée z Image restaurée X [DR — DWT]
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Algorithmes d’optimisation : PPXA-+

Restauration d'image : Approche variationnelle

n € 10, +oo]
X € Argmin||Ax — z|)3 + 7||[H* V*]*x|l2.1 + tc(x) avec { H,V € RNxN
X N
< C = [0, 255]V

» Algorithme PPXA+

Yn,i = PTOXyg.Xn i, e
_ 3 1 \—1 2 * L
cn= (=1 LiLi) ™" 201 Ly yn,i =
10°
Xn+1,i = Xn,i + )\n(Li(2Cn - Vn) - }/n,i)a
Vil = Vp + )‘n(C" - V”)‘ s w6 10 20 2o %0
Itérations

v = {5.10%, |1 ,5.10%,10%5.10*}
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Algorithmes d’optimisation : PPXA-+

Restauration d'image : Approche variationnelle
n € ]0,+o0[
X € Argmin||Ax — z||3 + n||[H*V*]*x||2,1 + tc(x) avec { H,V € RNXN
xERY C = [0, 255]N
» Algorithme PPXA+
w0
Yn,i = PTOXyg. Xn i, >
= L) Y Ly z )
Xn+1,i = Xn,i + An(Li(2¢h — Va) = Yn.i), !
Vntl = Vo + An(Cn — Va). B wo a0 o0

A={1, 2.1}
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Algorithmes de points fixes : suites Fejér-monotones

Soit H un espace de Hilbert et soit « €]0, 1].

Soit T: H — H un opérateur a-moyenné avec a €]0, 1] tel que
FixT + o.
Soit (An)nen une suite dans [0,1/a] telle que

Z An(l — a),) = 4o0.
neN

Soit xp € H et (Vn € N) xp41 = Xp+ An( Tx, — Xp). Les propriétés suivantes
sont satisfaites :

> (xn)nen est Fejér-monotone par rapport a FixT.

» (Txn — Xn)nen converge fortement vers 0.

> (xn)nen converge faiblement vers un point de Fix T.
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Algorithmes de points fixes : suites Fejér-monotones

Preuve :

T étant a-moyenné, il existe une contraction R telle que
T=(1-a)ld+aR.

Soit (Vn € N) pp = aX, € [0,1].

Les itérations peuvent se ré-écrire

(Vn € N) Xnt1 = Xn + An( Txn — Xxp)
= Xp + pn(Rxn — Xn).

Par ailleurs, FixR = FixT.
+ Algorithme de Krasnosel'skii-Mann.
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Algorithmes de points fixes : algorithme Explicite-Implicite

(Forward-Backward)

Soit H un espace de Hilbert.
Soit A: H — 2™ un opérateur monotone maximal .

Soit B: H — H un opérateur [-cocoercif ol 3 € ]0, +o0] .

Soient v €]0,203[ et 6 = min{1,3/v} + 1/2.

Soit (An)nen une suite dans [0, ] telle que > .y An(d — Ap) = +o0.
Supposons que zer (A + B) # &. Soit xg € H et

Yn = Xp — YBxn
Xnt1 = Xn + )\n(J'yA_Vn - Xn)-

(Vn e N) {

(xn)nen converge faiblement vers un point de zer (A + B).
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Algorithmes de points fixes : algorithme Explicite-Implicite

(Forward-Backward)

Soient v €]0,203[ et 6 = min{1,3/7} + 1/2.
Soit (An)nen une suite dans [0, [ telle que > . An(d — Ap) = +o0.

.

y/B010.2[

2

[
3]

min {1,p/y} + 1/2

5=
=

0.5
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Algorithmes de points fixes : Forward-Backward

Preuve : Soit T = J,4(Id — vB). Pour tout x € H,
x €EFixT & x —vyBx € (Id + vA)x & 0 € Ax + Bx.
Dot FixT = zer (A+ B) # @. De plus, pour tout n € N,
Xn+1 = Xn + An(TXn — Xn)-
Par ailleurs, J, 4 est 1/2-moyenné et

B [-cocoercif et v €]0,28[ = Id — B est v/(28)-moyenné.
On en déduit que T est a-moyenné avec
2
o= P — & al=4
t a7

Le résultat découle alors du précédent.
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Algorithmes de points fixes : Forward-Backward

Soit H un espace de Hilbert.
Soit A: H — 2’ un opérateur monotone maximal .

Soit B: H — H un opérateur [-cocoercif ou 5 € ]0,4o0] .

Soient (Yn)nen une suite dans [y,7] ot 0 < 7y <7 < 20.
Soit (Ap)nen une suite dans [\, 1] ot A €]0, 1].
Supposons que zer (A + B) # @. Soit xp € H et

(‘v’n c N) Yn = Xn — nBxy
Xn+1 = Xp + )\n(J nAYn — Xn)-

(xn)nen converge faiblement vers un point de zer (A + B).

Remarque : Quand B =0 et A\, = 1, on retrouve |'algorithme du point
proximal.
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Algorithmes d’optimisation : Forward-Backward

Soit H un espace de Hilbert.

Soit f € Mo(H).

Soit g € To(H) de gradient 1/j-lipschitzien ou 3 € ]0, 4o0].
Soient (7,)nen une suite dans [y,7] ot 0 < v <7 < 26.
Soit (An)nen une suite dans [\, 1] ot A €]0, 1].

Supposons que Argmin(f + g) # &. Soit xp € H et

(Vn c N) {Yn = Xp — 'Yan(Xn)

Xnt1 = X + An(ProX., ¢¥n — Xp).

(xn)nen converge faiblement vers un minimiseur de f + g.
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Algorithmes d’optimisation : Forward-Backward

Interprétation MM (Majoration-Minimisation)
Pour tout n € N, définissons p, = prox%f(x,, —Vg(xn)). On a:

f(Xnt1) = f((l — A\n)Xn + )\,,p,,) < (1= Ap)f (%) + Anf(pn)-
Par ailleurs, d'apres le lemme de descente,
1
8(xnt1) < g(xn) + (VE(xn) | Xn41 — xn) + %Hxﬂ-l — xal%.

Enfin, d'aprés la définition de I'opérateur proximal,
1 1
Ynf (Pn) + 5 1Pn = X0 + 1 VE(R)II* < 1 (x0) + 5721 VE0xn) |

1 _
& f(pn) +(Vg(xa) | Pn— xn) + E'Yn 1Hpn - Xn”2 < f(xn)

1 . _
S Aaf(pn) +(VE(xn) | Xay1 — Xn) + §7n 1)‘n1||xn—i-1 - Xn”2 < Anf(xn)

puisque Xp1+1 — Xn = An(pn — Xn).
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Algorithmes d’optimisation : Forward-Backward

Interprétation MM (Majoration-Minimisation)

f(xn+1) = F((L = An)Xn 4+ Anpn) < (1= An)f(xn) + Anf(pn)
g(xn+1) < g(xn) + (V& (xn) | Xnt1 — xn) + %Hxn—i-l — xa]?
Anf(pn) + (Vg (xn) | Xnt1 — Xn) + %’Y;l)\glnxﬂ-l - XnH2 < Anf(xn)

1, 4. _ _
=f(Xnt1) + &(Xng1) + 5(% 1)‘nl -8 1)Hxn—i-l - Xn”2 < F(xn) + &(xn)-

Donc si 7, A, = 71 >0 = vuAn < B, (F(xa) + 8(xn)) qen €St une suite
décroissante.

Puisque (Vn € N) p, = prox, sy, € dom f, si xo € dom f,

alors (Vn € N) x,11 = (1 — \p)xp + Appp € dom f.

Ainsi, (f(xn) + &(xn)) oy €St une suite réelle décroissante.
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Algorithmes d’optimisation : Forward-Backward

Restauration d'image : Approche variationnelle

U € Argmin||AF*u — z||3 + n||ul|; avec n € ]0, +o0[ et F € RNV*M

u€RN

> Algorithme FB avec g = ||AF* - —z||3, f = | - ||l1 et X = F*@.

Yn = Xn “"Yr1‘7é;()0n)
Xn+1 = Xp + An(PTOX, £Yn — Xn)
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Algorithmes d’optimisation : Forward-Backward

Restauration d'image : Approche variationnelle

U € Argmin||AF*u — z||3 + n||ul|; avec n € ]0, +o0[ et F € RNV*M

u€RN

> Algorithme FB avec g = ||AF* - —z||3, f = | - ||l1 et X = F*@.

Yn=Xn—YVEg(x,) —  Forme explicite : 2FA*(AF* - —2z)
Xp+1 = Xp + )\n(prox,y"fy,, —x,) —  Forme explicite
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Algorithmes d’optimisation : Forward-Backward

Restauration d'image : Approche variationnelle

U € Argmin||AF*u — z||3 + n||ul|; avec n € ]0, +o0[ et F € RNV*M

u€RN

» Algorithme FB

Image dégradée z Image restaurée
[FB - DTT]
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Algorithmes d’optimisation : Forward-Backward

Restauration d'image : Approche variationnelle

U € Argmin||AF*u — z||3 + n||ul|; avec n € ]0, +o0[ et F € RNV*M

u€RN

» Algorithme FB

Image dégradée z Image restaurée
[PPXA - TV]
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Algorithmes d’optimisation : Forward-Backward

Restauration d'image : Approche variationnelle

U € Argmin||AF*u — z||3 + n||ul|; avec n € ]0, +o0[ et F € RNV*M
ueRN

» Algorithme FB

Image dégradée z Image restaurée
[DR — DWT]
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Algorithmes d’optimisation : Forward-Backward

Restauration d'image : Approche variationnelle

U € Argmin||AF*u — z||3 + n||ul|; avec n € ]0, +o0[ et F € RNV*M

u€RN

» Algorithme FB

[
o,
s

=%, 1

Yn = Xn — Y0V &(Xn)
Xn+1 = Xp + An(PTOX, £Yn — Xp)

20 40 60 80 100
Itérations

2 AF*|Py, = {01, ,1.9,2}
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Algorithmes d’optimisation : Forward-Backward

Restauration d'image : Approche variationnelle

U € Argmin||AF*u — z||3 + n||ul|; avec n € ]0, +o0[ et F € RNV*M
ueRN

» Algorithme FB

{Yn = Xn — ’Yan(Xn) ‘; 3\

Xpt1 = Xn + )\n(pTOX«/nfyn - Xn)

200 600 800

400
Itérations

An={05, ,1.1}
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Algorithmes d’'optimisation : gradient projeté

Soit H un espace de Hilbert.

Soit C un convexe fermé non vide de .

Soit g € To(H) de gradient 1/j-Lipschitzien ou 3 € ]0, +o0].
Soient (7,)nen une suite dans [y,7] ot 0 < v <7 < 26.

Soit (An)nen une suite dans [\, 1] ot A €]0, 1].

Supposons que Argmin, . g(x) # &. Soit xo € H et

(Vn € N) Vi = 5% — A4 %),
Xnt1 = Xn + )\n(PC_yn - Xn)-

(xn)nen converge faiblement vers un minimiseur de g sur C.
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Algorithmes d’'optimisation : gradient projeté

Restauration d'image : Approche variationnelle sous forme régularisée

n € 10, +o0]

ueRN F € RNXM

U € Argmin||AF*u — z||3 + n|jully  avec {

Restauration d'image : Approche variationnelle sous forme contrainte

{e € 10, +o0|

€ Argmin ||AF*u—z||3 avec F e RNxM

u€RN |ul|1<e
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Algorithmes de points fixes : Forward-Backward-Forward

Soit H un espace de Hilbert.
Soit A: H — 2’ un opérateur monotone maximal .

Soit B: H — H un opérateur monotone 1/S-lipschitzien ou 3 € 10, +oof .

Soient ¢ €]0, 8/(1 + B)[ et (Yn)nen une suite dans [g, (1 — €)f].
Supposons que zer (A + B) # &. Soit xg € H et

Yn = Xn — YnBxn

Pn = -lvn/4)/n

9n = Pn — YnBpn
Xn+1 = Xn — ¥Yn + qn.

(Vn eN)

(Xn)neN €t (pn)nen convergent faiblement vers X € zer (A + B).
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Algorithmes d'optimisation : Forward-Backward-Forward

Soit H un espace de Hilbert.

Soit f € To(H).

Soit g € To(H) de gradient 1/j-lipschitzien ou 3 € ]0, 4o0].
Soient ¢ €]0, 3/(1 + B)[ et (7n)nen une suite dans [g, (1 — €)f].
Supposons que Argmin(f + g) # &. Soit xo € H et

Yn = Xn — YnV&(Xn)
Pn = PrOX, f¥n

dn = Pn — Van(pn)
Xn+1 = Xn — ¥n + qn.

(Vn e N)

(Xn)neN €t (pn)nen convergent faiblement vers X € Argmin(f + g).
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Conclusions

» Cadre trés flexible
Unifiant un certain nombre de probléemes :

» approches régularisées
m
nimize f _
minimize (x) + ’E:l gi(x)

ol f: H—R, (Vie{l,...,m}) g: H — R sont convexes.
» approches d'admissibilité

m
Trouver x € H tel que x € ﬂ G
i=1

ou (Vi € {1,...,m}) G est un convexe non vide fermé de H.
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Conclusions

» Cadre trés flexible
Unifiant un certain nombre de problémes :

» problemes parcimonieux (sparse)

minimize f(x)+ oc(x)
xEH
ol f € To(H) et C est convexe non vide fermé de H.
» problemes contraints
minimize g(x
xeC g( )

ou g € [o(H).
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Conclusions

> Résultats en dimension infinie (problemes continus).

» L'importance de (s')éclater.
Méthodes paralleles appropriées aux implantations multi-coeurs.

» Robustesse des méthodes aux erreurs numériques sommables.
ProxsXx, — ProxsXn + €,

ol (en)nen suite de H telle que > |len]| < +oc.

» Applications a d'autres domaines : théorie des jeux, EDP,...
Traquez les opérateurs monotones dans vos domaines de prédilection !

» Extension au cadre non convexe a explorer.
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