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Evaluation de fonctions

Probleme : évaluation d’une fonction » sur R ou un sous-ensemble de
R.

On souhaite utiliser essentiellement des additions, soustractions, mul-
tiplications (on évite les divisions) = utilisation de polyndmes.

Les algos d’évaluation des fonctions élémentaires (exp,In, cos, sin,
arctan,/ ,...) utilisent des approximants polynomiaux.

Une méthode pour produire des approximants polynomiaux efficaces en machine 2/42



Evaluation des fonctions élémentaires

exp, In, cos, sin, arctan,/ , ...

Premiere étape. Réduction d’argument (Payne & Hanek, Ng, Daumas
et al) = évaluation d’une fonction ¢ sur R ou un sous-ensemble de R se
ramene a |’ évaluation d’une fonction f sur |a, b|.

Seconde étape. Approximation polynomiale de f :
e approximation aux moindres carres;
e approximation minimax.

Une méthode pour produire des approximants polynomiaux efficaces en machine 3/42



Approximation minimax

Rappel' Soit g - [CL, b] — R, HgH[a,b] — Supaﬁxﬁb ’g(ﬁlf)’
Onnote R, | X| = {p e R X|;degp < n}.

Approximation minimax : soient f:|a,b] — R, n €N, on cherche
p e R, X]t.q.
— flljar = inf — flla.1-
P = Fllasy = _inf 1g = Fllan
Algorithme de Remez donne p.

Probleme : approx. minimax non utilisable en machine directement car
les coefficients de p non représentables sur un nombre fini de bits.
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Notre contexte : les coefficients des polyndmes doivent étre stockes
sur un nombre imposé de bits.

Soit m = (m;)o<i<, UNe suite finie d’entiers naturels.

Soit q(x) = qo + q1x + - - - + g™ € R, |z|. Chaque ¢; doit étre un mul-
tiple entier de 27" : ¢, = a,; /2" avec a; € Z.
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Polyn bmes tronqu és

Soit m = (m;)o<i<, Une suite finie d’entiers naturels. On note

P ={qg=qo+qx+- - + qx" € R,[X];

q; multiple entier de 27 Vi }.

Premiere idee. Remez — p(z)=po+pixz+---+p,x". Chaque
p; arrondi vers p;, le plus proche multiple entier de 2 ™ —
p(x) = po + prx + -+ + ppz”.

Probleme : p pas nécessairement I'approx. minimax de [ parmi les
polyndmes de P".
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Applications

Deux cibles :

e implantations matérielles spécifiques en faible précision (~ 15 bits).
Réduction du colt (temps et surface de silicium) en gardant une
précision correcte ;

e implantations logicielles en simple ou double précision IEEE. Tres
grande précision en gardant un colt (temps et mémoire) raisonnable.
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Enonc é du probl éme

Soient f : |a,b] — R,n € N, m = (m;)o<;<, Une suite finie d’entiers na-
turels, p(z) = po + p1x + - -+ + pra” Papprox. minimax de f sur |a,b| (Re-
mez).

a a Gp o, .
Pﬁz{Q(@:Q—TS()WLQﬂ;iU*"“ +%$ ;CLz‘EZaW}-

Chaque p; arrondi vers p;, le plus proche multiple entier de 27" —
p(x) =po+p1x+ - + puz™.
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On pose
e = = pllay et €=If—Dllap-

On compare ¢ et <.

On introduit K € |, £]. On cherche un polynGme tronqué
p* e P"tq.
—_ * p— 1 —
f = 2™ |la,p] oin, f = alljap
et
f =P l[ap) < K.
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Démarche
On pose p*(z) = p§ + pjz + -+ + pra™.

1. On produit des relations vérifiees par les p: = nombre fini de po-
lynOmes candidats.

2. Sice nombre est assez petit, on lance une recherche exhaustive : calcul
des normes || — ql|(,,5], ¢ parcourant les polynomes candidats.
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Premiere approche : polyn 6mes de Chebyshev

On se place sur |0, a| (fonctionne aussi sur |—a, al).

Définition . Les polyndbmes de Chebyshev peuvent étre définis par la
récurrence

To(ai) = 1
Tl(ﬂj) = X
T,(x) = 22T, 1(x) — T, _o(x);
Ou par ( » ) (’ | _ 1)
Tnlz) = { cosh (ncosh™ z) (x >_1).

T. J. Rivlin, Chebyshev polynomials.
P. Borwein and T. Erdélyi, Polynomials and Polynomials Inequalities.
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Proposition . Soient a, b € R, a < b. Le polyndbme unitaire de degré »n a

coef. dans R avec la plus petite norme || - ||, ;) est
(b—a)” 2r —b—a
7% :
22n—1 b—a
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Soient f:[0,a] = R, mg,....,m, €N, p(x) =po+pix+--- + ppa”
I'approx. minimax de f sur [0, a| (Remez),

a a an,
Pt ={a@) = oot e

27711 an

x"a; € Z,Vi} .

On détermine des bornes t. g. si les coef. de ¢ € P sont au dela de
ces bornes alors

Hf—CJH[o,a] > K ie. ¢g#p".

ldée : introduire p. On a

1 f —dallo.a = Ilp — dllio.a = I|.f — Pllj0,a)-

Si|lp—qllj0.a] > € + K, C'est gagne.
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On ecrit le -eme coef. de ¢ sous la forme p; + ¢;, avec ¢, # 0. On a

(q—p)(z) =iz + Y (g5 —pj)a’.

| minimum implique

H:z; +_ Z IR xjH[o ]

O<]<n
JFt

minimum.
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Nous utilisons 77 (x) = T,,(2x — 1).
Oona7l:(z)="Ts,(x?).

Proposition . Soit a € |0, +oo[, on définit
2 n « (L
ag + o +agx” 4 - Fapr” =17 (—)
Soitk e N, 0 <k <n, le polynOme
5 ()
895 a

a la plus petite norme ||.||;o . parmi les polynomes de degré au plus n
avec un k-ieme coef. = 1. Cette norme vaut |1 /ay|.
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On a donc

j 1
4 + Z ~Pi)T oy
L o<i<n, [0,a] ¢
JFi

AN

ou «; est le i-eme coef. de 77" (x/a). D'ou,

|04/
i|

Rappel : si || — plljo.q) > €+ K,0naq # p~.

Dongc, s'il existe 7, 0 < i < n, t.q. |0;| > (¢ + K)|«;| alors

lg — pllj0,a) > €+ K.

Rappel : 6; = ¢; — p;. Donc, le i-eme coef. de p* doit appartenir a

pi — (e + K)|ag|,pi + (€ + K)|aul].
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On a pose ¢ = ||/ — plljo.a), P"(2) = pj + piz+ - +prz". On a pour
tout ¢
pi — (e + K)las| <p; <pi+ (e + K)|a.

Rappel : pr = a,;/2™ avec a; € Z. On obtient pour tout :

27 (pi — (e + K)|ou|)]| < 2™p; < [27(pi 4 (e + K)|vil) ] -

VO TV
C; d;

On a donc d; — ¢; + 1 valeurs possibles pour I'entier 2™ip.

Ona A =][]["_,(d; —¢; + 1) polyndmes candidats. Si A assez petit, re-
cherche exhaustive : calcul des normes ||/ — ¢|{(0,4), ¢ parcourant les po-
lynOmes candidats. Sinon, seconde approche.

Une méthode pour produire des approximants polynomiaux efficaces en machine 17/42



Approximation de la fonction  cos sur |0, 7 /4] par un
polyn Ome de degr é 3

>m = [12,10,6,4]:polstar(cos,Pi/4,3,m);

"minimax = ", .9998864206 +
(.00469021603 + (-.5303088665 + .06304636099 x) X) X

"Distance between f and p =", .0001135879209

1 3 17 2 )
"hatp = ", - X - - X + -—— X +1
16 32 1024

"Distance between f and hatp =", .0006939707
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>Do you want to continue (y;/n;)? v,
>Enter the value of parameter lambda: 1/2;

degree 0O: 4 possible values between 2047/2048 and
4097/4096

degree 1: 22 possible values between -3/512 and
15/1024

degree 2. 5 possible values between -9/16 and
-1/2

degree 3: 1 possible values between 1/16 and
1/16

440 polynomials need be checked

>Do you want to try to refine the bounds (y;/n;)?n;

Une méthode pour produire des approximants polynomiaux efficaces en machine

19/42



1 3 17 2 3 4095
"pstar = ", - X - =-X + - X+ ---
16 32 512 4096

"Distance between f and pstar =", .0002441406250

"Time elapsed (in seconds) =", 1.840

Dans cet exemple, on gagne — log,(0.35) ~ 1.5 bits de précision.
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Approximation de la fonction exponentielle sur
0,log(1 + 1/2048)] par un polyn dme de degr € 3

>Digits:=30:
>m = [56,45,33,23]: polstar(exp,log(1.+1./2048),3,m);

"minimax = ", .999999999999999981509827946165 +
(1.00000000000121203815619648271
+ (.499999987586063030320493910112
+ .166707352549861488779274879363 X) X) X
-16
"Distance between f and p =", .1849017208895 10

1398443 3 4294967189 2  35184372088875

8388608 8589934592 35184372088832

Une méthode pour produire des approximants polynomiaux efficaces en machine 21/42



72057594037927935

72057594037927936

"Distance between f and hatp =",
-16
.23624220969326235229443 10

>Do you want to continue (y;/n;)? v,
>Enter the value of parameter lambda: 1;

degree 0: 6 possible values between
18014398509481983/18014398509481984
and 72057594037927937/72057594037927936
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degree 1: 109 possible values between
35184372088821/35184372088832
and 35184372088929/35184372088832
degree 2: 146 possible values between
4294967117/8589934592
and 2147483631/4294967296
degree 3: 194 possible values between 699173/4194304
and 1398539/8388608
18 523 896 polynomials need be checked
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Raffinement et approche plus g énérale : polytopes

Premiere approche a plusieurs défauts :
e domaine de validité seulement [0, a] ou [—a, al;
e Vvite limitée. Pas étonnant car

» inegalité triangulaire utilisée;

» coefficients traités indépendamment.
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Définitions . Soit k£ € N.

On appelle polyédre un sous-ensemble ¥ de R” t.g. il existe une ma-
trice A € M,, (R) et un vecteur b € R™ (avec m > 0) t. q.

T = {x € R¥|Az < b}.
On appelle polytope un polyedre borne.

On dit gu’un polyedre (resp. polytope) ‘I3 est rationnel s’il est determiné
par un systeme d’inégalités linéaires a coefficients rationnels.
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Exemple de polyédre : demi-plan dans R>.
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Exemple de polyédre : cone dans R?.
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Exemple de polytope.
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Rappel du probl eme

On pose
e = = pllay et €=If—bllap-

On compare ¢ et <.

On introduit K € |, £]. On cherche un polyndme tronqué
p* e P"tq.
f =P ljap) = oin, f = alljap
et
f =P |,y < K. (1)
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On pose p*(x) = p§ +pix+ - +pra”.

Sur [0, a/, on avait obtenu pour tout ;

27 (pi — (e + K)lou|)| < 2™p; < [27(pi 4 (e + K)|il) | -

TV Vv
C; d;

Elles définissent un polytope dont les entiers 2"ip* sont eléments.

ldée : réduire ce polytope (= recherche exhaustive réduite).
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Méthode valable sur |[a, b].
On doit avoir
fl#) - K <) pia' < f(z)+ K (2)
1=0
pour tout = € |a,b]. Onap’ = a’ /2™ avec a; € 7.

On spécialise (2) en un certain nombre N de valeurs rationnelles de
la,bl. Soitx =r/savecr € Z,s € N. On a

*
1

() K <Egh () < s () ex

Choisir m(Z) et M (%) € Qtelsque m(Z) < f (%) — Ket f (L) + K < M(%),

m(Z) “proche” de f (£) — K et M (%) “proche” de f (L) + K.
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Si N > n+ 1 = on a un polytope rationnel dont les entiers a; = 2™ip*
sont elements.

Si polytope assez petit, lancer recherche exhaustive en parcourant
les points a coord. entieres du polytope. Pour cela, on utilise des bi-
bliotheques (comme Polylib, CLooG ou PIP) concues pour parcourir ef-
flcacement les points entiers de polytopes.

Remarque . Produit seulement des candidats.
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Méthode valable sur |a, b].

On doit avoir
fl@) K <Y piat < f(a) + K (3)

pour tout = € |[a, b|.

1. ChoisirAet BeQ,a <A< B <b, A“proche”de a et B “proche” de b.
On définit z;, = A + %(B — A) ot d € N choisi Vk, 0 < k < d.

2. On spécialise (3) en les ;.. On calcule approx. rationnelles des
flag) — K et f(ag) + K.
d > n = on aun polytope rationnel dont les entiers 2""ip* sont élements.

3. Si polytope assez petit, lancer recherche exhaustive en parcourant
les points a coord. entieres du polytope. Pour cela, on utilise des bi-

bliotheques (comme Polylib, CLooG ou PIP) congues pour parcourir
efficacement les points entiers de polytopes.
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® ® ¢ e e e e e e e e e o
® ® 0 o o o o o o o o o 0
[ [ 0 [ [ [ [ [ [ 0
® ® 0 o o o o o o 0
(0, 1)
® ® 0 o o I o o o 0
® ® 0 o o o o 0
(0,0) (1,0)
® ® 0 o o o o o o 0
® ® 0 o o o o o o 0
® ® 0 o ® ® ® ® o 0
® ® e e e e e e e e e e 9
® ® ® o o o ® ® ® ® ® o o

Approximation par un polyndome de degré 1. Polytope vert : 110 points

de Z*. Polytope bleu : 21 points de ZZ. Polytope rouge : 1 point de Z>.

Une méthode pour produire des approximants polynomiaux efficaces en machine

34/42



Approximation de la fonction exponentielle sur
0,log(1 + 1/2048)] par un polyn dme de degr € 3

>Digits:=30:
>m = [56,45,33,23]: polstar(exp,log(1.+1./2048),3,m);

"minimax = ", .999999999999999981509827946165 +
(1.00000000000121203815619648271
+ (.499999987586063030320493910112
+ .166707352549861488779274879363 X) X) X
-16
"Distance between f and p =", .1849017208895 10
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1398443 3 4294967189 2

8388608 8589934592

72057594037927935

72057594037927936

"Distance between f and hatp =",

35184372088875

35184372088832

-16

.23624220969326235229443 10

>Do you want to continue (y;/n;)? v;
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>Enter the value of parameter lambda: 1;

degree 0: 6 possible values between
18014398509481983/18014398509481984
and 72057594037927937/72057594037927936
degree 1: 109 possible values between
35184372088821/35184372088832
and 35184372088929/35184372088832
degree 2: 146 possible values between
4294967117/8589934592
and 2147483631/4294967296
degree 3: 194 possible values between 699173/4194304
and 1398539/8388608
18 523 896 polynomials need be checked

>Do you want to try to refine the bounds (y;/n;)?y;
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>Enter the value of parameter d. 25;

degree 0: 2 possible values between

72057594037927935/72057594037927936
and 1

degree 1: 27 possible values between
35184372088857/35184372088832
and 35184372088883/35184372088832

degree 2: 32 possible values between
536870897/1073741824
and 4294967207/8589934592

degree 3: 44 possible values between 1398421/8388608
and 21851/131072

76 032 polynomials need be checked

>Do you want to try to refine the bounds (y;/n;)?n;
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>Do you want to change the value of Digits (y;/n;)?y;
>Enter the value of Digits: 21,
1398443 3 2147483595 2 35184372088873

"pstar =", ------- X + =-cmmeeee- G S X
8388608 4294967296 35184372088832
72057594037927935
F
72057594037927936

"Distance between f and pstar =",
-16
.20246280367096470182285 10

"Time elapsed (in seconds) =", 54721.961
Dans cet exemple, on gagne — log,(0.85) ~ 0.22 bits de précision.
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La méthode a base de polytopes est souple'!

On peut ajouter des contraintes (fixer des coef. par exemple) ou exa-
miner un autre type d’erreur.

Exemples .
e Sil'on restreint la recherche a des polyndomes impairs, on considere

K<Zp* 20t < )+ K, k=0,...,d

avec z; € QN |a,b|, d > I.On calcule des approx. rationnelles m;, et
My, de f(xr) — K et f(xy) + K. On obtient un polytope rationnel ‘I3
de R**! dont nous parcourons les points a coordonnées entieres.
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e Sil'on restreint la recherche a des polynomes dont le terme constant
vaut 1, on considere

fxr) — K<1+Zp* 240l < flap)+ K, k=0,....d

1=1

avec zp € QN la,b],d>n — 1.

e On peut chercher le meilleur polyndme tronqué pour I'erreur relative
| - Hrel,[a b définie par

1
1f = Dllreluy = sup e )|!p( z) — f(z)].

a<x<b
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Soit K > 0, on cherche un polynome tronqué p* € P tel que

Hf p Hrel [a,b] min Hf CIHreI,[a,b]

qeEPM
et
Hf _p*HreI,[a,b] < K. (4)
On considere
—K|f(x) <Zp ' < K|f(z)| + f(z)

pour au moins n + 1 valeurs rationnelles de x € [a, b].
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