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Premiere partie

Une introduction






On va étudier des systemes de preuves formelles donnant des objets plus riches et plus
manipulables que les preuves obtenues dans le systeme de Hilbert.

Les regles de dérivation sont similaires & celles rencontrées par exemple dans les systemes
d’aide a la preuve comme Coq ou Phox.

On insistera sur l'interprétation calculatoire de ces preuves formelles.

Présentation de la notion de séquent

On cherche & définir un systéme de preuve formelle pour des formules. Il apparait cependant
que l'utilisation de structures plus riches simplifie le travail : les séquents.

Un séquent est une paire de listes de formules notée Aq,...,A, + Bi,..., By qui sert a
représenter I’état d’une preuve : a partir des hypotheses Ay, ..., A,, on a prouvé les conclusions
B, ..., B mais la virgule a gauche du signe - est interprétée comme une conjonction et la

virgule a droite comme une disjonction.
Chercher a prouver une formule A revient alors a prouver le séquent - A.

Quelques preuves formalisées dans une théorie avec axiomes

Cette section constitue une petite introduction pratigue. On considere le calcul des prédicats
avec I'égalité = et le langage de 'arithmétique de Presburger {0, S, +}.
On se donne un ensemble de regles de base. Pour ’égalité :

— refl Flt=u ¢m Fit=u Fu=wv
Ft=t Fu=t Y Ft=w

trans

pour les axiomes de ’arithmétique :

Ft=u F St = Su
F Ve—(Sz = 0) FVa(x =0V Iy(z = Sy)) F St — Su Ff—u
Ft+0=t Ft+Su=S(t+u)

Remarque : Si on veut étre plus rigoureux, on peut donner comme regles de ’égalité :

L['/a] F Al'/a]
L[/l t = u b A["/]

Ft=t

L’objectif est désormais de prouver des résultats élémentaires (mais de plus en plus com-
plexes) a partir des régles ci-dessus et en introduisant de nouvelles régles (essentiellement pour
les connecteurs logiques) quand le besoin se fait sentir.

Exercice 1
Montrer x + SSy = SS(x + y).

CORRECTION : Avec les regles que ’'on a données :

Fa+ Sy=5S(x+vy)
Faz+SSy=S(z+ Sy) FS(z+ Sy) =SSz +y)
Fa+SSy=SS(z+y)

Exercice 2
Montrer Vz(z + S0 = Sz).

CORRECTION : Avec 'introduction du V :



Fe+0==x
Faz+50=S(z+0) FS(x+0) =Sz
Fax+50=S5x
F Vz(x + S0 = Sx)

Exercice 3
Montrer VaVy((x =0Ay =0) = z+y =0).

CORRECTION : En calcul des séquents, avec une nouvelle régle pour = :

)
2=0Fz+0=0
r=0,y=0Fz4+y=0
r=0ANy=0Fzx+y=0
Fx=0Ay=0)—2z+y=0
FYy((z=0Ay=0) - z+y=0)
FVaVy(zr=0Ay=0) > x+y=0)

Exercice 4
Montrer Vz(—(x = 0) — Jy(z = Sy)).

CORRECTION : Avec un mélange de calcul des séquents et déduction naturelle classique :

FVz(z =0V Iy(x = Sy))
Fz=0V3Iylx=Sy)
Fx=0,3y(x = Sy)

—(z =0) F Jy(x = Sy)
F=(z=0) — Jy(z = Sy)
FVaz(=(z =0) — Jy(z = Sy))

Exercice 5
Montrer VzVy(—(y = 0) — Jz(x + y = Sz)).

CORRECTION : Avec un mélange de calcul des séquents et déduction naturelle :

Fax+ Sy =S(x+7v)

FYy(=(y =0) = I/ (y = SY')) F3z(xz 4+ Sy’ = Sz)
F=(y=0) = 3 (y=S5Y) ~(y=0)F=(y=0) y=25y F3z(x+y=92)
—(y=0)F 3 (y =Sy 3y (y = Sy') - 3z(x +y = S2)

—(y=0)F Iz(z+y = S2)
Fo(y=0) = 3z(z+y=52)
FYy(=(y =0) = Jz(z+y = Sz))
FVaVy(—(y = 0) — Jz(z +y = Sz))

Exercice 6
Montrer VaVy(z +y =0 — y = 0).

CORRECTION : Avec un mélange de calcul des séquents et déduction naturelle, et méme plus :



F Yo—(Sv =
F=(S(z+ 2)
F=(S(x+2) =0)
S(x+2z)=0F
r+Sz=S@x+z2),r+S

Fo+Sz=S8(x+=z)

r+S2=0FSz=0
FVy(y =0V 3z(y = Sz)) y=Sz,x4+y=0Fy=0
Fy=0V3z(y =952) y=0,x+y=0Fy=0 z(y=852),r+y=0Fy=0

r+y=0Fy=0
Fe+y=0—y=0
FYy(xr+y=0—y=0)
FVYaVy(r+y=0—y=0)

Exercice 7
Montrer VaVy(x +y =0 — (z =0Ay =0)).

CORRECTION : En déduction naturelle :

FVavy(z +y=0—y=0) r=0Fz=0
FVYy(r+y=0—y=0) Fr+0==z 2+0=2,2+0=0Fz=0
Fr+y=0—-y=0 r4+y=0Fxz+y=0

r4+0=0F2x=0
r+y=0Fy=0 y=0,z+y=0Fz=0

r4+y=0Fz=0

z+y=0Fz=0Ay=0

Fe+y=0—(x=0Ay=0)
FYy(z+y=0—(x=0Ay=0))
FVaVy(r+y=0— (z=0Ay =0))

Exercice 8

Montrer VzVy((3z(x + z = y)) — (Fz(x + 2z = Sy))).

CORRECTION : En calcul des séquents (avec un contexte dans la régle de symétrie de 1’égalité)

Fao+Sz=S(z+ 20)
T+zo=yFzr+z=y F3z(x+ 2= S(z+ 20))
r+z=yFy=2x+2 y=x+z0 b Jz(x+ 2z = Sy)
r+zo =yt Jz(xr+ 2z = Sy)
(r+z=y)F Jz(x+ 2= 95y)
F3z(z+2z=y)) = (Fz(z+ 2= Sy))
Fvy(Bzz + 2 =y) = Bz(z + 2 = Sy)))
FVaVy((3z(z+ 2z =y)) —» (3z(z + 2z = Sy)))

On peut alors faire un bilan des regles que I'on a utilisées.



Catalogue de regles de dérivation avec séquents

Voici une liste de regles de dérivation possibles :

S . IFA—>B T'FA _LBEA
THAVB TFB T.ANBF A
A4 T,AFA TEF T A T, A, AF B
LA T-A T,BFA "T,AFB
- TAVBFA TFA T, Al L] - A THAA
AFAA TFA T.VzAF A T-AFA

Les regles sont les briques élémentaires qui permettent de construire les dérivations. Les
preuves que 'on va considérer sont des arbres dont les regles constituent les nocuds, elles sont
donc de la forme :

LA - T FA,
r-A

1.e. on a n > 0 prémisses et une unique conclusion.

De nombreuses occurrences de formules sont présentes dans une instance d’une regle. At-
tention, dans le séquent - A, A il y a deux occurrences différentes d’une méme formule A.
Cependant, par abus de langage, on dira souvent formule a la place d’occurrence de formule.
Afin de faire un peu de tri entre les différentes occurrences de formules (et de séquents), on
introduit les notions suivantes :

— Une formule est active si elle est “concernée par la régle” (c’est-a-dire en particulier que

sa présence est requise pour que la régle soit correctement appliquée).

— Une formule est principale dans une regle qui agit sur un connecteur particulier si elle

contient le connecteur en question.

— Les contextes sont les formules qui ne sont pas actives dans la régle (ce sont celles que

Pon note I' ou A dans la description de la regle).

— Les prémisses d’une regle sont les séquents situés au-dessus de la regle.

— La conclusion d’une regle est le séquent situé au-dessous de la regle.

— Une régle zéroaire est une regle sans prémisse, une regle unaire est une regle avec une

prémisse, une regle binaire est une regle avec deux prémisses, ...

Correction des regles

Afin de ne pas engendrer d’aberrations logiques, on peut vérifier que les regles que 'on
écrit sont valides pour la logique classique. Pour cela, on interprete un séquent Aq,..., A, F

Bq,...,B, par la formule Ay A--- ANA, — By V---V B} et une regle Fl'_AIF"'_'AF"FA”

par ('t = A)A--- ATy = Ay) = (I' = A) et on vérifie que l'interprétation de toute regle
est une tautologie.

Exemple 1
La regle :

Al,.... A FABy.... B Ai.. A, FB.B,.... B
/\addR
Ay,..., A, FAANB,By,...,Bx




est interprétée par :

(AgN--NA, — AVB1V- - VBR)A(A1A- - NA, — BVB1V---VBy) = (A1A---ANA, — (AAB)VBV--

dont on peut vérifier que la valeur de vérité est 1 pour toutes valeurs des A;, des B;, de A et

de B.

Il en découle que si toutes les regles d’une dérivation sont ainsi valides, le séquent conclusion
de la preuve correspond & une formule vraie de la logique classique.

Zoologie des regles

On cherche a y voir un peu plus clair dans les différentes regles que 'on a rencontrées et
pour cela, on les classe selon un certains nombre de critéres. Si on considere les régles suivantes
qui concernent toutes le connecteur A :

'4,A TFBA T-AA T'FBA

addR mulR
I‘l_A/\B’A 1ntro P,F/l_A/\B,A,A/ mtro
LACA g, LBEA g LABEA
TAANBF A intro T AANBF A intro T,AABF A "intro
PEANBA gag LEANBA g

TFAA /elim TFB,A eim

PFAABA  TWABFA o
P,F/ - A,A/ ehm

PLANBFA  THAA TEBA Ly LAANBEA
THA Aelim T.ABFA elm

on peut faire les observations suivantes :

— Ily a des régles d’introduction, i.e. pour lesquelles la formule principale (celle qui contient
le A) est dans la conclusion de la regle. Il y a des régles d’élimination, i.e. pour lesquelles
la formule principale est dans une prémisse de la regle.

— Iy a des régles gauches, i.e. pour lesquelles la formules principale se trouve dans la partie
gauche d’un séquent. Il y a des régles droites, i.e. pour lesquelles la formules principale se
trouve dans la partie droite d’un séquent.

— Enfin si on s’intéresse aux contextes dans les régles binaires, certaines regles requiérent
des contextes identiques dans les deux prémisses et les superposent dans la conclusion, on
les appelle regles additives. D’autres régles binaires au contraire juxtaposent les différents
contextes issus des différentes prémisses, ce sont les régles multiplicatives. Cette termi-
nologie additive/multiplicative s’étend également aux reégles O-aires, unaires, ... comme
indiqué dans le nom des regles ci-dessus, mais il faudra attendre 1’élimination des cou-
pures (section 1.2) pour une justification.

A partir de ces différentes notions, on peut définir plusieurs systemes de dérivation :

— Le calcul des séquents est obtenu en choisissant uniquement des regles d’introduction.

— La déduction naturelle est obtenue en choisissant uniquement des regles droites.

— La déduction libre est obtenue en choisissant uniquement des regles d’élimination.

Ces différents systemes sont complets (prouvent toutes les formules vraies en logique classique)
ce qui montre que certaines formulations de regles sont redondantes, par exemple élimination
droite et introduction gauche (le premier choix donne la déduction naturelle et le second donne
le calcul des séquents).

"V By)



Remarque : En déduction libre, on utilise les regles d’élimination & gauche et a droite sans
formule active en conclusion :

IA—-BFA T,AFA r-A—BA TFAA T,BFA .

TEA —>21(%g1 Ly TFA elim R
IAANBFA  T'FAAN T'EBA
T.TV.T" - A. A A /\elimL

10



Deuxieme partie

Logiques classique et intuitionniste

11






Chapitre 1

Calcul des séquents

1.1 Calcul des séquents classique (LK)

Calcul des séquents propositionnel

Les formules de la logique classique propositionnelle que ’on considére sont :
A = X | -A | ANA | AVA | A—-A | T | F

et les séquents sont de la forme I' = A ou I' et A sont des suites de formules (possiblement
vides).

La taille d’une formule est donnée par |X| =1, |-A| = |A|+1, |Ao B| = |A|+|B|+1 (pour
tout connecteur binaire o), |T| =1 et |F| = 1.

Les regles du calcul des séquents sont classées en trois principaux groupes : le groupe identité,
le groupe structurel et le groupe logique. On distingue également les versions multiplicatives et
additives des regles.

Groupe identité multiplicatif.

7axmul F"A,A F,,Al—A, 1
AF A TT EA AN cut™u
Groupe identité additif.
—  _ add I'FAA T AFA
TAF A A @ T cufpdd

Groupe structurel.

Lech
o) F71(A)
I'NAAFA 'FAAA
T AFA ctrLL TTEAA ctrR
A T'FA
T AL A WL TrAA U

13



Groupe logique multiplicatif.

THAA T'FB,A I A BFA
y ; /\mulR —/\mulL
I.T'FAAB,A A T.AANBFA
T+ A, B,A T,AFA  T,BFA
—\/mulR vmulL
I'-AvVB,A LIV, AVvBHEAA
—  omul T'FA
FT TR Tora ML
Mmul —FmUIL
TFFA TR FH
PAFA rrAa
I--A4,A [,-AFA
T AFBA ILBFA THAAN
TFA-BA R I T, A= BFAAN L
Groupe logique additif.
-AA THEBA LAFA LBEA
TFarBa  NR T.ANBEA Nk T.ANBEA I\ L2
TEAA THBA LAFA  T,BFA
TFAvB.A V T TFAvVBA ¥V he T.AvBra VL
__ sadd — padd
TFT,A IR TFFA P L
TAFA THAA
IF-AA [L-AFA
T AFA ” Tk B,A i T-AA  T,BFA
TFAsBA 7 TFA— BA 7 he T AsBra L

On a choisi de représenter les séquents par deux suites de formules ce qui induit la présence
de la régle d’échange. C’est la maniére la plus propre de présenter les choses (en particulier en
ce qui concerne la notion d’occurrence de formule), mais dans la pratique on considérera plutot
une représentation des séquents par deux multi-ensembles (ce qui transforme la regle d’échange
en une égalité). En cas de doute c’est la représentation avec échange explicite qui fera foi.

Proposition 1 (Correction et Complétude)
Le calcul des séquents pour la logique minimale (i.e. avec pour seul connecteur — ) est correct
et complet par rapport au systéme de Hilbert.

DEMONSTRATION : On prouve tout d’abord la correction & ’aide du théoréme de complétude
de la logique classique : si - A est prouvable dans LK, on vérifie, par induction sur la taille
de la preuve, que A est vraie (a la maniere décrite page 8) donc A est prouvable dans le
systeme de Hilbert.

Pour la complétude, on prouve par récurrence sur la longueur n de la preuve A; ... A, de
A,, dans le systeme de Hilbert que pour tout 1 < i <n, - A; est prouvable dans LK.

Si A,, est une instance de 'axiome A — (B — A), par récurrence - Ay, ..., = A,,_1 sont
prouvables dans LK, et il suffit d’instancier la preuve :

14



pour prouver - A,,.
De méme dans le cas de 'application d’une instance de (A — (B — C)) = (A — B) —

(A= Q) :
axr axr
BF B Ara
crc v AsBArp L .
BoCA=BArc 0L AFA Y
A5 (BS O ASBAAFC - L
A—(B—C),A— B,A-C e
_>mulR

A—- (B—C),A—-BFA-=C ol
ASBoOFAsB) s (@As0) R
FAS B0 (A=B) = Aoy R
Et encore idem pour ((A - B) - A) - A :

ArAa ™
ArB.A "M
AF A FAsB4A o R
A-B)sAraa b
A=B) —Ara ™M
F(A>B)sA)»a 7R
Enfin si A,, est obtenue par application de la regle de modus ponens entre la formule A;
et la formule A;, alors A; = A; — A, et par hypothese de récurrence = A; et = A; sont
prouvables dans LK, il reste & montrer - A,, :

axr

A F A, T raA

1
- A > Ay A > Ak A, b
.y} cut
mn

d

Remarque : La preuve précédente utilise toutes les régles du calcul des séquents pour le connec-
teur — ainsi que toutes celles des groupes identité (multiplicatif par exemple ici) et structurel.
Calcul des séquents du 1" ordre

Pour obtenir la logique du premier ordre, on étend les formules a partir d’'un langage de
termes du premier ordre par :

A = Xty...t, | ... | VzA | dzA

La taille d'une formule est |Xt¢;...t,| = 1, ..., [VzA| = |A| + 1 et |FzA| = |A| + 1 (ainsi
A[' /o]l = 14]).

'FAA VR LAY F A
I'FVzA A I'VvzAEF A VL
e AlY/],A IAFA

L0 3R ——= 1~ dL

I'FdxA A r3zAF A

15



avec la contrainte que x ne doit pas étre libre dans T' ni A pour les régles VR et L.

Exemple 2
Une preuve en calcul des prédicats classique :

Pyt Py

Pz, Pyt Py “

Pxy + Py, Py — Py
- Pzg — Py, Py — Py

F Pxy — Py,Vy' Py — Py’ VHB;:,{
+ Pxy — Py,3zVyPx — Py VR

FVyPxy — Py, 3aVyPx — Py
F JdaVyPx — Py, daVyPx — Py
F JaVyPxz — Py

R
ctrR

Exercice 9
Donner toutes les contraintes sur les variables pour que cette preuve soit correcte.

CORRECTION : Il faut wg # y, xo # y et y # y/'.

Symétries, équivalences de connecteurs, ...

Il existe plusieurs manieres d’enrichir un systeme logique avec de nouvelles regles sans en
changer expressivité. On distinguera principalement regles dérivables (c’est le cas qui nous
intéressera principalement) et admissibles.

Définition 1 (Regles dérivables et admissibles)
EA - T FA,

Une regle est dérivable si il existe une preuve qui, partant des prémisses

A
I'; B A;, permet de dériver I' - A.
A - T FA,

Une regle est admissible si dés que les prémisses I'; = A; sont

prouvables, la conclusion I' = A est également prouvable.

Remarque : Ainsi toute régle dérivable est admissible, mais la réciproque n’est pas toujours
A—-CFAVB

vraie, notamment si on quitte la logique classique (par exemple -

FA&B
FA®B

Le calcul des séquents possede les propriétés importantes suivantes :

— Il existe une symétrie (presque) parfaite entre les regles gauches et les regles droites. Etant
donnée une regle gauche, si on fait passer les formules actives de 'autre coté du signe +
et si on modifie comme il faut le connecteur principal, on obtient une regle droite (et
réciproquement).
La symétrie est encore plus simple dans le cas du groupe identité et du groupe structurel.

— La symétrie précédente permet d’associer une dualité entre connecteurs de la maniere sui-
vante (les regles gauches de I'un correspondent aux regles droites de ’autre et réciproquement) :

(A=-C)—= AV ((A—=C)—B)

en logique intuitionniste ou en logique linéaire).

<l +H>
rTee
W om <



A cette dualité correspondent les lois de De Morgan qui permettent de faire commuter la
négation et les autres connecteurs :

~(AV B) 4F -AA-B
~(AAB) 4 AV -B
-T 4 F
-F - T
—(VzA) 4 Jz—-A
—(3zA) 4+ Vz-A

ainsi également que le cas trivial =(—A) 4+ =—A (puisque — est auto-dual).

— Certaines regles sont redondantes. Ainsi il est possible de définir certains connecteurs a
partir d’autres (et les régles du connecteur défini sont dérivables a partir de celles des
connecteurs qui le définissent), par exemple :

A— B=-AVB
“A=A—>F
F=AN-A

— Les regles additives sont dérivables a partir des regles multiplicatives et réciproquement
(modulo les régles structurelles). C’est en particulier le cas pour le groupe identité et
nous ne retiendrons désormais que le groupe identité multiplicatif plus “atomique” que le
groupe identité additif. Ainsi :

Ara @™
<L _ dd
T.AF A “’kz AF A4 o
T,AFAA Y
rrAd  LAFA _Tr44 _TWAPAT
F,P I—A,A L cut™ F,F"‘A,A ’U]]fl;gR F,F,,Al_ A/ U)kkR
rFaA o0 LUFAAN " T Ara N "
“Tra " NN cut”
I'FAA I'BA I'-4,5,A vaddRy
T A B A WR TFAB A WR LFPAVE B A | g,
— 7 mulp — 7 \mulR I'FAVB,AVB,A
TFAVB,A TFAVB,A CrAVBA iR

Remarque : Lors de la description de la dualité de De Morgan ci-dessus, on a ignoré le connec-
teur —. Il peut en fait parfaitement rentrer dans ce cadre a condition de définir le connecteur
peu usuel A — B dont les régles peuvent étre obtenues a partir de la définition A — B = AA—B.

Exercice 10
Soit A une (occurrence de) sous-formule d’une formule B, on dit que A est en occurrence positive
(resp. occurrence négative) dans B si elle se situe un nombre pair (resp. impair) de fois soit a

17



gauche d’un connecteur — soit sous un connecteur — :

pos(Xty...t,) = {Xt1...t,} neg(Xti...t,) = 0
pos(-A) = neg(4) U {~A) neg(=A) = pos(A)
pos(ANB) = pos(A)Upos(B)U{AA B} neg(ANB) = neg(A)U neg(B)
pos(AV B) = pos(A)Upos(B)U{AV B} neg(AV B) = neg(A)U neg(B)
pos(A — B) = mneg(A)Upos(B) U{A — B} neg(A — B) = pos(A) U neg(B)
pos(T) = {1} neg() = 0
pos(F) = {F} neg(F) = 0
pos(VzA) = pos(A)U{VzA} neg(VxA) = neg(A)
pos(IxA) = pos(A)U{3xA} neg(3xA) neg(A)

Soit A une (occurrence de) sous-formule d’une formule B d’un séquent s, A est positive dans
s si elle est positive dans B et B est a droite dans s ou si elle est négative dans B et B est a
gauche dans s (A est négative dans s sinon).

Montrer que A est positive (resp. négative) dans le séquent conclusion d’une preuve si et
seulement si elle lest également dans tous les séquents ou elle apparait (attention il ne s’agit
que des apparitions de “ce” A pas d’autres occurrences égales a A “par hasard”, distinction
qu’il conviendrait de formaliser proprement, on parle parfois de classe d’identité de formule).

Calcul des séquents monolatere

Ona—-—AF Aet AF ——A et, en s'appuyant sur les symétries gauche / droite pour les
regles des connecteurs duaux et les lois de De Morgan, on peut méme considérer que A = —=—A :
il revient au méme par exemple d’appliquer la régle droite d’'un connecteur o pour obtenir
Ao B ou de passer a gauche par négation, appliquer la régle du connecteur dual ¢ pour obtenir
(mA)o(—B) et revenir a droite par négation pour obtenir ~(—A<¢—-B) (= =—(Ao B) par De
Morgan).

Autrement dit, les régles de De Morgan permettent de faire commuter la négation avec tous
les autres connecteurs (on va oublier — pour se simplifier la vie), on peut donc la faire descendre
au plus bas.

Définition 2 (Négation involutive définie)
Au lieu de considérer des formules données par la grammaire :

A = Xty...t, | A | ANA | AVA | T | F | VzA | FzA
On se restreint a :
A = Xty...ty | " Xt1...tn, | ANA | AVA | T | F | VzA | dzA
On définit = A pour A # Xt;...t, par:

-T=F
-F=T
—(VzA) = Jz-A
—(JzA) =Vz-A

ainsi A = —=—A.



On peut rééerire les regles du calcul des séquents en remplagant I' H A par - =", A (on
ne garde que le groupe identité multiplicatif car on a vu que le groupe identité additif est
alors redondant, on discutera le cas des groupes logiques a la section 1.2 ; on oublie également
Iimplication qui est définissable et dont les régles sont dérivables). Les regles de la négation
deviennent 'identité.

— —— ax |_P7A l_A7_‘A t
~4,-A4 FT,A cu
FILAA i S
TFT A T A ctr T A T A w
FT,LA FAB FT,A,B
AU 7\/mul
FT,A,ANB FT,AVB
‘nAFLB FTA FTB
FT,AANB FT,AvB 1 FT,AvB 2
— pmul T dd
|—TTu FT.F proul FI,T T
FT,A v FT,A[lL/,]
FT,VzA FT,3z4

avec la contrainte que x ne doit pas étre libre dans I' pour la regle V.

Ce systeme n’est pas forcément plus confortable pour écrire des preuves mais l'est tres
nettement pour étudier les propriétés de LK puisqu’on a essentiellement divisé le nombre de
regles par deux.

Exemple 3 (Distributivité)
ANBVC)« (ANB)V(ANC)et AV(BAC) < (AVB)AN(AVO)

BB “woToe.c anul

. FoAA F-BA-C,B,C

F-A, A F=A,~BA—-C,B,ANC

F—A,-A,~BA-C,AANB,ANC A
F-A,-BA-CANB,ANC T
F—A,-BA-C,(AANB)V(AAC) Y

F—AV(-BA-C),(ANB)V(AArC) Y

/\mul

mul

Réversibilité / irréversibilité

Lorsque I'on s’intéresse a construire une dérivation en calcul des séquents dont la conclusion
est un séquent donné, on utilise les regles de bas en haut et il est important de remarquer que
certaines regles peuvent étre appliquées de maniere automatique.

La définition méme d’une regle est basée sur le fait que s’il est possible de dériver les
prémisses alors on autorise & dériver la conclusion. Le contraire est en général faux, on peut
dériver F X vV =X mais ce n’est pas pour ¢a que 'on peut dériver F X (ni - —X) qui est la
prémisse correspondante de la regle V444 (ou vidd).

On dit qu’'une regle est réversible si lorsque sa conclusion est dérivable alors ses prémisses
sont dérivables. Autrement dit les reégles inverses sont admissibles (en général on utilisera plutot
dérivables). Les autres regles sont dites irréversibles.
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Ces notions sont surtout intéressantes dans le cas des regles logiques. En effet cela permet
de savoir lorsque 'on peut automatiquement détruire un connecteur. Par contre la regle de
contraction est réversible mais 'appliquer de maniere systématique donnerait lieu & une preuve
infinie.

Les regles logiques réversibles sont : V™l aadd pmul pmul o add (cas un peu dégénéré voir
section 5.2 ou 'on parlera de connecteur réversible) et V.

44" F-BB "
FT,AV B F-AA-BAB
FT,A4,B cu
FoAA T F-B,B "
\/a \/a
FT,AAB F-AV-B,A 1t FT,AAB F-AV-B,B 2t
FT,A cu FT,B cu
_ omul
FOLF FT T;
}_F CU
FoA A “g
FI,VzA Fdz—A A
CT A cut

Les autres reégles logiques sont irréversibles, par exemple F =X V =Y, X A'Y est dérivable
alors que F =X V —Y, X Pest mais pas - Y donc la régle A™ est irréversible.

Exercice 11
Montrer que les autres regles logiques sont bien irréversibles.

Une maniére plus intuitive de comprendre la réversibilité est de voir que la conclusion
contient toutes les informations nécessaires pour reconstruire les prémisses (ce n’est pas le cas,
par exemple, pour A™ o il faut choisir un partage du contexte ni pour \/‘i‘ddl et \/gddl ou il faut
choisir quel coté du V on efface).

1.2 Elimination des coupures

La propriété centrale, essentielle, fondamentale, cruciale, ... du calcul des séquents est
lélimination des coupures qui consiste & transformer une preuve pour faire disparaitre la regle
de coupure.

Cas clefs

Un cas simple (et central) est celui ol les deux formules coupées sont principales dans une
regle logique. On transforme localement un morceau de dérivation :

FT,A FA B F=,-A B FAB F=,-A B
/\mul — vmu] — cut
FILAAAB =,-AV-B ~ FT,A FAZ A
FT A= cut FT A= cut

on a en fait deux choix ici.
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FILA FI',B FA A
’ ’ dd ’ add -
FT.ArB A FA -Av-B I - FLA _FA-4A s
T A cut FT,A
FT,A FIT'.B A, -B
) ) dd ’ add -
FT.AAB N FA-Av-B 2 s LB _FASB
T A cut FT,A
FT
Ep— 1
e o LT
cT cut
l_ F, A l_ A7 _'A[t/$] El [t/ﬂU]
FT,VzA F A, Jz-A ~ DAL F A, AR
cut ’ ad ’ T cut
FT,A FT.A

la condition x ¢ T est ici cruciale pour que la substitution dans la sous-dérivation de gauche ne
modifie pas I'.

FT,A  FAB FZE,-A add P14 P-4
FT,A,AAB = —AV-B Vlt - ‘TE cu
FT,AE “ FT,AE "
FT,B A, -A-B
FT,A +T,B o - A,-A, B il ST A ST A A cut
FILAAB FA-AvV-B ~ cut
cut FD, T, A
FT,A ﬁctr

On constate que si on mélange regles additives et multiplicatives, il est nécessaire d’introduire
des regles structurelles (ceci correspond en fait a repasser par le codage des régles d’un style
dans lautre et a appliquer le cas clef additif/additif ou multiplicatif/multiplicatif).

Exercice 12
Ecrire les autres cas possibles.

La possibilité d’écrire ces cas clefs d’élimination des coupures (notamment dans les cas addi-
tif /additif ou multiplicatif/multiplicatif) est un signe de la bonne interaction entre les différentes
reégles des connecteurs duaux (ou entre régles gauches et régles droites de chaque connecteur si
on revient en bilatere).

Additif / multiplicatif

Les cas clefs de I’élimination des coupures nous montrent que pour minimiser ’apparition
de regles structurelles, il faut grouper les regles logiques entre regles additives et regles multi-
plicatives ce qui justifie le choix de dénomination pour les regles O-aires et unaires. On a déja
vu que ces regles sont inter-prouvables, on peut donc se contenter de ne garder que les regles
additives ou que les regles multiplicatives.

On obtient ainsi le “carré des connecteurs” :

/\add

\/add

/\mul

\/mul
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— horizontalement : conjonction vs. disjonction

— verticalement : additif vs. multiplicatif

— en diagonale : réversible vs. irréversible

Ces deux derniers choix donnent quatre groupes de regles qui sont complets : une regle de
conjonction et une régle de disjonction ce qui permet de dériver les autres. On verra que les
deux ont leur intérét.

Preuve de I’élimination des coupures

Théoréme 1 (Gentzen)
Soit m une preuve du séquent =T en calcul des séquents, il existe une preuve @' de - T' n'utilisant
pas la régle de coupure.

On utilise ici la méthode d’“élimination des coupures par substitution” plutot que la méthode
originelle de Gentzen.

DEMONSTRATION :  Soit C' une coupure dans 7 :

1 T2

SN
C

FT,A

FT.4

on définit le type de C par :

— C est une coupure logique si Ry (resp. Ry) est une regle logique dans laquelle A (resp.
—A) est principale;

— (' est une coupure structurelle simple si seule I'une des deux ’est ;

— (C est une coupure structurelle double si aucune des deux ne ’est.

L’élimination des coupures logiques est donnée par les cas clefs que ’on a vus précédemment.

Pour une coupure structurelle, I’élimination est définie de la maniére suivante :

— On choisit une prémisse de C' pour laquelle elle est structurelle (disons 7).

— On considere I'arbre de la formule A dans la preuve 7y, dont les feuilles sont soit des
regles d’affaiblissement (ou de maniére équivalente une regle Tadd), soit des axiomes,
soit des regles logiques dans lesquelles A est principale.

— Pour une feuille affaiblissement, on remplace la regle d’affaiblissement sur A par des
regles d’affaiblissement sur A.

— Pour une feuille axiome, on remplace I’axiome + A, ~A par w3 (qui prouve - A, —A).

— Pour une feuille logique, on insére, sous la conclusion - =, A de cette regle, une coupure
avec my :

f o
FZ A FA A
FZ, A
— On remplace ainsi toutes les feuilles de I'arbre structurel de A dans m; par des A. On
modifie alors toutes les régles concernées par cet arbre de maniere a remplacer partout
A par A et 7 est ainsi transformée en une preuve 7 de - I', A.

cut

On doit désormais montrer que I'on peut appliquer cette procédure de maniere a éliminer
les coupures.

A toute coupure C' de 7, on associe la paire (n, k), appelée poids de C, ou n est la taille
de la formule coupée A et k vaut 0 si C est logique, 1 si C' est structurelle simple et 2 si
C est structurelle double. Le poids de 7 est le multi-ensemble des poids de ses coupures.
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Les poids de coupures sont munis de I'ordre bien fondé donné par I'ordre lexicographique.
On a les remarques suivantes sur l’évolution des poids, lors d’une étape d’élimination
d’une coupure C' :

— Soit C” une coupure engendrée par C avec C structurelle, c’est une coupure sur la méme
formule A et qui est logique si C' est structurelle simple et qui est structurelle simple si
C' est structurelle double. Ainsi le poids de C’ est strictement inférieur au poids de C.

— Soit C’ une coupure engendrée par C' avec C' logique, c’est une coupure sur une sous-
formule stricte de A donc le poids de C” est strictement inférieur au poids de C.

— Soit Cy une coupure située au-dessous de C dans 7, lors de I'élimination de C, la
formule coupée de Cy ne change pas. De plus soit son type n’est pas modifié, soit C a
pour conclusion I'une des prémisses de Cj et le type de Cy peut passer de structurelle
double & structurelle simple ou de structurelle simple & logique. Ainsi, soit le poids de
Cp n’est pas modifié, soit il diminue.

Les poids des preuves sont ordonnés par l'ordre multi-ensemble (bien fondé) engendré

par 'ordre bien fondé sur les poids de coupures. Pour montrer que ’on peut éliminer les

coupures dans 7, il suffit donc de montrer que I'on peut toujours choisir une coupure et

I’éliminer en faisant diminuer le poids de la preuve.

Soit C' une coupure de 7 telle qu’il n’y ait aucune coupure ni dans 7y ni dans mo. On note
7’ la preuve obtenue en éliminant C' dans 7. Les coupures de 7’ sont les mémes que celles
de 7 (qui sont soit au-dessous de C' et leur poids peut diminuer, soit dans une position
incomparable avec celle de C et leur poids n’est pas modifié), sauf C' qui disparait et
sauf celles créées par I'élimination de C' (éventuellement aucune) et dont les poids sont
strictement inférieurs & celui de C'. Ainsi le poids de 7’ est obtenu & partir de celui de 7 en
supprimant le poids de C, en ajoutant des poids strictement inférieurs pour les coupures
créées et en remplacant éventuellement le poids de certaines coupures par leur nouveau
poids plus petit. On obtient que le poids de 7" est strictement inférieur & celui de 7. O

Remarque : On peut montrer (difficile) que la procédure d’élimination des coupures que 1'on
a décrite est en fait fortement normalisante.

Attention la preuve naive, qui définirait des étapes plus élémentaires par simples commuta-
tions de paires de regles ne fonctionne pas, elle peut donner lieu a des boucles :

"T.AB FA-B "TAB _FE-4
FT,ALA At L= oA . 1.2, B Ut LA -B
FT,AE o FT,A =
ou :
T, A FﬂAA,mt FoA A Y FA-A t
FT,A U LA A . FT,A A4 cu
FT,A cu FT,A cu

et méme pire :

FA-A Y Fa-a ™ FAa-a Y ra-a v
FAA-AN-A N FAANA -A-A -
FA-An-A FANA A

FANA -AA—A cut
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Sous-formules, non contradiction

Une conséquence majeure du théoréeme d’élimination des coupures est la propriété de la
sous-formule :

Proposition 2 (Sous-formule)
Si A est prouvable en calcul des séquents alors A est prouvable en n'utilisant que des sous-
formules de A.

DEMONSTRATION : Il suffit de constater en regardant chaque régle de bas en haut que cette
propriété n’est violée que par la coupure (que l'on peut éliminer!). O

En particulier, il n’est nécessaire d’utiliser que les regles logiques portant sur les connecteurs
présents dans la formule que 'on veut démontrer.

Proposition 3 (Non contradiction)
Les séquents = F et - ne sont pas prouvables en calcul des séquents.

DEMONSTRATION : Si k- F est prouvable alors - aussi :

__ mmul
FE o FT L
l_

Si F est prouvable, on considere une preuve sans coupure et on constate qu’aucune derniere
regle n’a pu étre appliquée. a

cut

Expansion des axiomes

La regle d’axiome peut s’appliquer a une formule arbitraire. Il est en fait suffisant de se
la donner pour les variables : - X, =X, et elle devient alors dérivable pour tous les autres
connecteurs (on peut méme choisir un style additif ou multiplicatif).

ar ar

-4, A - -B,B
F—AA-B,A B
F-AA-B,AVB VY

mul

mul

ar ——— axr

F -4, A - -B,B
F-AV-B,A F-AV-B,B
F AV -B,AA\B

add
\/1

add
v 2

/\add

[ Tmul

FT

- qul

- T,F

add
FFE.T T

)

ar

F-A A 5
Fdz—A A v
Fdz—A,VzA
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La procédure qui transforme un axiome sur A en des axiomes sur les sous-formules de A (et
donc sur des variables si on pousse la transformation jusqu’au bout) s’appelle I’ezpansion des
aTiomes.

Il s’agit 1a encore d’un signe de bonne interaction entre régles de connecteurs duaux.

Si on reprend les preuves de réversibilité de la section 1.1, on constate qu’elles sont toutes
construites sur le méme schéma : on prend ’expansion d’axiome correspondant a la regle qui
nous intéresse, on constate que la derniére régle est celle qui nous intéresse, on I'enleve et on
coupe avec la prémisse de la regle (ce qui revient a couper sur I'expansion d’axiome, a appliquer
une “étape commutative” et a retirer la derniere regle qui est celle que 'on veut inverser).

Calcul des séquents réversible sans coupure

On s’intéresse ici au calcul propositionnel uniquement.

Grace aux inter-dérivabilités de régles, on a vu que l'on peut choisir de ne prendre comme
regles logiques que V™, aA2dd pmul ot Tadd (4 sont toutes des régles réversibles! Par ailleurs,
on peut supprimer la regle de coupure sans changer I'expressivité.

Supposons que l'on veuille prouver un séquent - I'. On travaille de bas en haut. Puisque les
regles logiques que 'on a choisies sont toutes réversibles, on peut les appliquer autant que pos-
sible et on obtient des séquents qui ne contiennent que des atomes - Xq,..., X,,,Yy,..., Y.

On remarque alors qu’un tel séquent est prouvable si et seulement si il existe 1 < i < n
et 1 < j <k tel que X; = Y;. En effet, si c’est le cas, on applique une regle axiome et des
affaiblissements. Réciproquement, les seules regles que 1’on peut appliquer sont des contractions,
des affaiblissements et des axiomes et on montre le résultat par récurrence sur le nombre de
regles appliquées. Or cette propriété correspond exactement a I'axiome additif (que l'on avait
mis de c6té plus tot).

On a ainsi montré que la prouvabilité du calcul des séquent est la méme que celle du calcul
obtenu en prenant comme régles : axiome additif et V™l padd pmul o Tadd

En utilisant cette formulation du calcul, il est facile de prouver le théoreme de complétude
propositionnel. On part (de bas en haut) d’un séquent - A, on applique (de maniére arbi-
traire) les regles logiques pour les différents connecteurs de A, et on obtient des séquents qui
ne contiennent que des atomes. Par réversibilité des regles, A est prouvable si et seulement si
tous ces séquents sont prouvables, c’est-a-dire si et seulement si ils contiennent tous une paire
d’atomes duaux. Si A n’est pas prouvable on a donc obtenu un séquent qui ne contient pas de
paire d’atomes duaux. On définit un modele de la manieére suivante : si X apparalt dans ce
séquent on lui attribue la valeur 0, si =X apparait dans ce séquent on attribue a X la valeur 1,
et pour les autres variables on choisit des valeurs arbitraires. Ainsi ce séquent a la valeur 0 dans
le modele et on montre que ceci se transmet inductivement & la conclusion donc A est réfutée
par le modele.

Une dérivation de = A dans ce calcul réversible propositionnel sans coupure lu de bas en
haut correspond a la mise en forme normale conjonctive de A.

De méme on obtient la décidabilité du calcul propositionnel. On a déja dit que A est prou-
vable si et seulement si les séquents atomiques obtenus contiennent tous des paires d’atomes
duaux ce qui est évidemment décidable.

Renversement

Si on travaille sur des preuves sans coupure, on peut considérer le fait d’introduire une
coupure entre une preuve 7w et une preuve 7y puis d’éliminer cette coupure comme une opération
de transformation de 7 (la plupart des transformations “intéressantes” sur les preuves peuvent
étre décrites de cette maniere!).
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On a rencontré ce type de situation concernant la réversibilité (voir section 1.1 et Expansion des axiomes
page 24). Partant d’une preuve contenant le “connecteur réversible” qui est sans coupure, on
introduit une coupure avec une expansion d’axiome. Si on élimine alors la coupure, on obtient
une preuve du méme séquent mais qui se termine par I’application de la regle d’introduction
réversible. De maniere globale, la transformation subie par la preuve correspond a faire com-
muter la régle réversible vers le bas avec toutes les autres regles pour ’amener en conclusion.

Théoréeme de Herbrand

Concernant la logique du premier ordre, on va prouver le théoreme du séquent intermédiaire
ainsi qu’une forme simple du théoréeme de Herbrand (pour les formes prénexes de la forme gﬁ)

Une formule A est en forme prénexe si elle s’écrit sous la forme A = Qiz1 ... QpxyAg OU
Q; € {V,3} (1 <i < n)et Ay est une formule sans quantificateur. On montre facilement a
partir des propriété suivantes :

(VxA) A B -+ Vz(A A B) siz ¢ B
(VxA) VvV B -+ Vz(AV B) siz ¢ B
(3zA) A B -3z (AN B) siz ¢ B
(3zA) Vv B - 3z(AV B) siz ¢ B

que toute formule du premier ordre est équivalente en logique classique a une formule en forme
prénexe.

Grace aux inter-dérivabilités de régles, on a vu que l'on peut choisir de ne prendre comme
regles logiques que A™, vadd pmul '/ ot 3 Par ailleurs, on peut supprimer la régle de coupure
sans changer ’expressivité.

Dans cette version du calcul des séquents, considérons deux applications consécutives de
regles Ry et Ro telles que la formule principale de R; n’est pas active dans Rs. Si Ry est soit
ctr soit wk et si Ry est soit ctr soit wk soit A™ soit \/add, alors Ry et Ry commutent :

Fr.ec4a FT,C,C0A
FT,C, A Cv’;dd s F1,C,C,AV B tl
FT,0,AVDB ‘1 Fr.c,Avp "
~r.c.c.B FT,C,C,B .
PGB 4 ~ FLCCAVB
FT,C,AVB 2 FT,C,AvB <"
-T,0,C,A FT,0,0,A +A,B
— 2 et /\mul
FT,C,A FAB ~T.ACCANB
FT,A,C,AAB A FT,AC,ANB "
FT.AABB FTAABB
T,A BB t” - FT,4,A B t”
FT,4, B FT,4,B
~rAA FrAA
Fr, A T - FT,A A B “;
FT,4,B “ Fr,4B
~rA FTA
FT,C,A “’vadd ~ FLAVE 1
FT,C,AVB '1 FT,0,AvB "
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FT,B

FreB ™ -
FI,C,AvDB 2
FrA
FT,.c,A "™ FAB
FT,A,C,AnB N
T
FTVA wkk ~
FT,4,B "

Si R; est soit 3 soit V et si R9 est soit cir soit wk soit

FT,C[H.), A
FT,32C,A ~ 0 ™
\/a
FT,32C,AVB 1
FT,C[1/.), B
FT,32C, B ~

\/add
FT,3zC,AVB "2

FT,C[t/,], A
FT,32C, A
FT,A,32C, AN B

mul

FT,C[t/.], A, A
FI,3zC,AA ; ~
0,320, 4

1,0/,
=T, 3zC " ~
FT,32C, A Y

Frcea
FTVaC A "~

FTVzC, AvB I

Fr.CB
- I,VzC, B -

\/add
FT,Y2C,AV B 2

FT,C, A
FT,VzC, A
FT,A,V2C,ANB

/\mul

FT,0,A, A

FT.VaC, A A " -

ctr

FT,V2C, A
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/\mul

-T,B
FT,AV B
FT1,C,AVB

wk
FT,A ,

FTAANE
FT,A,C,ANB Y

/\mul

B A
FT,B wk
FT,4,B "

soit \/"J‘dd7 alors R; et Ry commutent :

FT,C A

FT,C[ /L), AVB !

FT,32C,AV B

A, B -

-T,C['/.], B o
FT,C[H/.), AV B _?
+FT,32C, AV B

FT,C[H/.],A FAB

mul

FI,A,C[t/.],ANB
FT,A,32C,ANB

FT,C[H.), A A

FT,C[H), A

A, B -

ctr

FI,Ct/,], A
FT,32C, A

FT,CO1 /4 "

FT,32C, A

FT,CA
S \/a

FT,C,AvB 'l
FT,V2C,AV B

FLCB
FI,C,AVDB ‘2
FI,V2C,AV B

FT,0,A FA,B
FT,A,C,AAB
FT,A,V2C,ANDB

mul

FT,0,A, A
FT,C, A
FT,VaC, A

ctr
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-rc -rc .
FT,VzC . s FT,0,A Y
FT,VzC, A ¥ FT,VzC, A

en renommant z au besoin pour qu’elle n’apparaisse pas dans A ni B ni A pour 'application
des regles V.

Théoréme 2 (Séquent intermédiaire)

Soit = ' un séquent prouvable ne contenant que des formules en forme prénexe, il existe un
séquent = A sans quantificateur, une preuve ™ de = A et une preuwve n’ de T a partir de = A
n'utilisant que des régles structurelles, ¥V et 3.

DEMONSTRATION :  Soit g une preuve de F I' sans coupure, avec axiomes atomiques et des
affaiblissements propositionnels telle qu’aucune regle ¥V ou d n’est appliquée plus haut
qu'une régle A™ ou 244, La seule regle binaire étant A™, on peut parler dans une telle
preuve de I'application de régle 3 ou V la plus haute. Soit = A son séquent prémisse, c’est
un séquent sans quantificateur et les régles situées au-dessous ne peuvent étre ni A™ nj
\/add‘

Il reste a démontrer qu’une telle preuve existe.

Puisque F I' est prouvable, il existe une preuve 7 sans coupure n’utilisant que les regles
Amulyadd Srmul Sy et 3 et Jes regles structurelles. On applique I'expansion suivante aux

axiomes :
——ax ———ax
F-A A yadd F-B,B yadd
F-AvV-B,A "1 +-AV-B,B 2u1
/\m

F AV -B,-AV -B,AANDB
F—AV-B,AAB

— mul
cT o
FT,F

ctr

T
FOr A A D
F A vVzA "
On transforme les affaiblissments sur des formules prénexes avec quantificateur en des
affaiblissements propositionnels par :

B L
FT,A wﬂ FT,A “’v
T, 324 FT,VzA

quitte a bien choisir le nom z dans la regle V.

On considere la mesure suivante : on somme pour chaque occurrence de regle V ou 3, le
nombre de régles A™ et V244 situées au-dessous. Si la mesure vaut 0, la preuve vérifie les
conditions nécessaires pour conclure. Sinon on montre qu’on peut toujours transformer la
preuve pour faire décroitre strictement la mesure : soit R; la regle V ou 3 la plus basse
telle qu’il y ait une regle A™ ou V244 au-dessous et on note Ry la plus haute parmi celles-
ci. On montre par récurrence sur le nombre de regles entre R; et Rs que I'on peut faire
passer R; sous Ry. S’il n’y a aucune regle, on applique la commutation correspondante (la
mesure associée a la preuve décroit alors strictement). Sinon, les régles entre les deux sont
nécessairement des regles ctr ou wk. Soit A la formule principale de Ry, on fait commuter
toutes les régles qui portent sur A avec les régles qui ne portent pas dessus (grace aux
commutations mentionnées précédemment), et on amene ainsi R; juste au-dessus de Ra.
O
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On peut ajouter comme commutation valide qu'une regle ctr ou wk commute vers le bas
avec une regle 3 portant sur sa formule principale :

FT, Al Al o]

ET AL o], Al ]

t t
ST Al ctr —- HT,3zA, Al /]
FT. 304 LN 2
= 1,324
_FT LT
t =+
- T, A[/,] . T
FI,dzA

Théoréme 3 (Herbrand)

Soit A =Vzy...Vr,3yi ... JypAo une formule en forme prénexe (n >0, k > 0 et Ay sans quan-
tificateur), si A est prouvable, il existe p > 1 et des termes (tg)lgigk,lgjgp tels que Ay [t%/yl] o[ [y V
oV A[f ] [tk /y.) est prouvable.

DEMONSTRATION : Par réversibilité de la régle V, on se rameéne au cas ou Jyy ... JyiAg est
prouvable. On applique le théoreme du séquent intermédiaire pour obtenir une preuve de
F A qui suivie de régles 3, ctr et wk donne F Jy; ... JypAg. En faisant commuter les 3 vers
le haut dans cette partie basse de la preuve, on vérifie qu’on passe de - A & un séquent
F = par application de régles 3 uniquement puis de - Z a + Jy; ... Jyr Ap par application
de regles structurelles uniquement donc = = Jy; ... Jyx Ao, ..., Iy1 ... Jyr Ao (p > 1 copies
de la formule). Puisque = A est sans quantificateur, toutes les regles 3 possibles sont
appliquées entre - A et - = fournissant les termes (f])1<;<k1<j<p €t imposant que A =

AO[ti/yl] U [t}“/yk]’ R ’AO[tf/yl] U [ti/yk]'
Enfin, si Ao[11/y,] - [ /y], - > Ao /] - - - [tk /4] est prouvable alors - Ag[t1 /] - - [k /4, V.
NV Aoy [y, également. O

Le théoreme de Herbrand est en fait un énoncé plus général pouvant étre appliqué a n’im-
porte quelle formule en forme prénexe.

Dynamique non déterministe

Si on considere I’élimination des coupures comme un processus calculatoire qui transforme
une preuve en un résultat (une preuve sans coupure) (voir chapitre 3), on constate que la
procédure que 'on a définie est non déterministe, il n’y a pas de “résultat” unique :

— Lors de I’élimination d’une coupure dans laquelle aucune des formules coupées n’est prin-
cipale dans une regle logique, on a choisi arbitrairement une direction pour faire remonter
la coupure.

— Cependant, ceci pourrait mener tout de méme & un unique résultat mais la paire critique
de Lafont nous montre le contraire :

T T

- T - T
L
CT.T cut

cette preuve va se réduire en m; ou en mo selon le choix de la direction pour éliminer la
coupure (& un petit rien pres). Ceci montre méme un non déterminisme tres fort puisque
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pour toute paire de résultats que I’on choisit, on construit ainsi une preuve qui peut donner
les deux.
C’est une des raisons pour laquelle on souhaite briser (malheureusement?) une part de la
symétrie de LK, on espere ainsi faire disparaitre ce type de paires critiques.

1.3 Calcul des séquents intuitionniste (LJ)

Restriction “exactement une formule a droite”

Afin de retrouver plus de déterminisme dans ’élimination des coupures, on va briser la
symétrie gauche / droite. On est obligé de revenir & un calcul bilatére. On impose que les
séquents contiennent exactement une formule a droite I' F A. Parmi les regles obtenues on
sélectionne le groupe identité multiplicatif (“plus primitif”) et les régles logiques additives (qui
supportent mieux la contrainte sur les séquents excepté pour — que 'on choisit multiplicative
(Iimplication additive n’est pas un connecteur tres intuitif, et d’autre part une seule regle
survit) :

ax A AAEC ;
ArFA T,AFC cu
I'AAFC _I'EC
T,AFc ¢ r,Arc i
A 'FEB a4 LAFC add rB-C add
r-anp MR T ArBro Nl TANBEC V12
_I'FA aad _I'FB  add rAa-c  I,BFC
T-avp ¥V R TFavp ¥ R r.AvBrc VL
dd —  rpadd
rrFT TR ILFrC F L
I'A-B ol I'B-FC A-A
rra-p R ILAA-BFrCc — L
A VR LAl /] FC ' Alt/,] rArC L
'+ VzA TVzAF C =T T.92AF C
avec x non libre dans I' pour la regle VR et dans I' et C' pour la regle JL.
Ces séquents intuitionnistes sont plus “intuitifs”, Aq,..., A, F A représente une étape in-
termédiaire de démonstration ou ayant supposé Ai, ..., A,, on a démontré A.

La négation a disparu. On peut la retrouver a travers la définition =A = A — F ce qui donne
les regles :

I'ARF T'HA
Tr-a R T,-AFF
Remarque : De maniere plus générale, il est possible de définir une négation “paramétrique”
pour toute formule R par —g A = A — R avec comme régles :
I'AFR A
TFpd R T, wAFR
avec comme cas particulier —A = —¢A.
Dans I'étude des ——-traductions qui va suivre il est possible d’utiliser —g. Ceci donne des
résultats un peu plus généraux puisqu’on a la possibilité d’instancier R ensuite (notamment par
F).

-L

L
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Compatibilité de I’élimination des coupures

On vérifie que les cas clefs appliqués aux regles que I'on a choisies sont bien définissables et
que les cas structurels préservent la contrainte “exactement une formule & droite”.

Propriété de la disjonction et de ’existentiel

Proposition 4 (Propriété de la disjonction)

Si = AV B est prouvable dans LI, alors soit = A soit b B est prouvable.

DEMONSTRATION : Soit 7 une preuve sans coupure de = AV B, les deux seules possibilités de
derniere regle sont vaddR, et vaddR, T,a preuve située au-dessus de cette derniere regle
est alors une preuve de - A ou de F B. a

Proposition 5 (Propriété de l'existentiel)

Si = 3xA est prouvable dans LJ, alors il existe t tel que - A[t/,] est prouvable.

DEMONSTRATION : Soit 7 une preuve sans coupure de F JzA, la derniére régle de 7 est

nécessairement une régle IR dont la prémisse est donc = A[!/,] pour un certain terme t.
d

Perte de symétrie et d’équivalence de connecteurs

On ne peut plus prouver F AV (A - F),F (A— B) = A) — A, ...
Concernant les lois de De Morgan, dans LJ on a :
—-AV-BF —(AAB)
-(AAB)W/—-AV-B
-AN-BF —(AV B)
-(AVB)F-AAN-B
Jz-AF =(VzA)
—(VzA) f Jz—A
Vz—AF —(3zA)
—(3zA) - Vz-A
AF—-—-A
-—Al A

On garde I’équivalence entre la conjonction additive et la conjonction multiplicative mais la
disjonction multiplicative n’est plus utilisable (d’ou la perte du tiers exclu).

Exercice 13 (Distributivité)
Que reste-t-il des distributivités du A sur le V et du V surle A7

Restriction “au plus une formule a droite”

Il est possible de relacher légerement la contrainte définissant la logique intuitionniste en
imposant qu’il y ait au plus une formule a droite dans les séquents. Les regles s’adaptent
directement avec une correspondance entre I' - et I' - F.

Les régles pour la négation (non paramétrique) deviennent ainsi :

[LAF A
TF-A R I,-AF

et on admet la regle d’affaiblissement a droite :

-L
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e
T'-A

Cette présentation est toutefois moins agréable pour parler de déduction naturelle par

wkR

exemple.

Logique minimale

La différence entre logique classique et logique intuitionniste est profonde puisqu’une formule
comme ((A — B) — A) — A est prouvable en classique mais pas en intuitionniste.

On introduit parfois une troisieme logique (censée étre plus faible que la logique intuition-
niste), la logique minimale. Il ne s’agit pas d’une nouvelle logique & proprement parler puisqu’elle
est parfaitement représentable comme un fragment de la logique intuitionniste (i.e. une simple
restriction des connecteurs utilisés). A condition de faire un peu attention, il n’existe pas de for-
mule écrite dans le langage de la logique minimale et qui soit prouvable en logique intuitionniste
mais pas en logique minimale.

La logique minimale est essentiellement obtenue en supprimant le connecteur F de la logique
intuitionniste. Cependant, si la régle correspondante est bien supprimée, le symbole est parfois
utilisé dans les formules. Pour comprendre (et interpréter au sein de la logique intuitionniste)
une formule de logique minimale utilisant le symbole F, il est nécessaire de le substituer par
R. Le méme probléeme se pose avec la négation parfois utilisée en logique minimale, il est alors
nécessaire de transformer — en —g pour obtenir la signification appropriée en logique intuition-
niste. Une fois ces substitutions faites, la prouvabilité d’une formule en logique minimale ou en
logique intuitionniste est la méme.

Ainsi, la preuve suivante est correcte en logique intuitionniste :

———ax
Bl B
B.ArB "M
BF Ao B —>ﬁLR
TrAv, BoAoB)EE
A—AFF -(A— B)F-B
-R =L

A A -—B,~(A— B)FF
—-—=A— —--B,-(A— B),AFF
-—A— —|—|B, —|(A — B),A FB
—|—|A—>—|—|B,—|(A—>B) FA— B
-—-A— —--B,-(A— B),7(A— B)FF
-—A — =B, —|(A — B) FF
-—A— —-—BF —|—|(A — B)
+(-—A— —--B) - -—~(A— B)
mais pas en logique minimale puisqu’elle n’est plus valide en logique intuitionniste si on remplace
— par —g. Pour résumer (-—A — ——=B) — =—=(A — B) est prouvable en logique intuitionniste,
(-r—rA — —r—rB) — s Rr(A — B) n’est prouvable ni en logique intuitionniste ni en logique
minimale (ce qui répond négativement a la question de la prouvabilité de (——A — —-—=B) —
——(A — B) en logique minimale si on veut absolument utiliser ces notations).
Dans les paragraphes suivants, lorsque les résultats sont valides en utilisant —g a la place de
=, on peut 'interpréter comme le fait d’aboutir en logique minimale.

_>mu1 L m FaddL

cut

_>mu1 R
-L
ctrLL

—/

_>mul R

——-traduction “brutale”

On va montrer qu’il est possible de plonger le calcul des séquents classique dans le calcul
intuitionniste.
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Attention, 'approche “naive” qui consiste & préfixer toute formule par —— fonctionne en
calcul propositionnel (théoreme de Glivenko) mais pas en calcul des prédicats (- ==V (AV—A)

n’est pas prouvable dans LJ).
On définit la traduction (.)™ par :

(THA)" = ==, =A™ FR

X=X
) =r A A—pwB
) =rRAV pwB
) =-rmA — g wBT
(mA)"" = —gp AT
) =T
) T =F
)T =VrgpATT
)

R 31'_\R_\RA_‘_‘

Exercice 14

Montrer que A 4F x A7 et donc que I' = A et (I' = A)™™ sont équivalents en logique classique.

Les regles sont traduites par :

(az)

axr
_'RA_‘_‘ - _‘RA_‘_‘

—rpA™, RATTFR

—gL

(cut)

—-rR

_'R_‘RF/_‘_‘, _‘R_‘RA_‘_‘, _‘RA/_‘_‘ l_ R

_\R_‘RP—‘—|7 _'R,_‘RP/_‘_‘a _‘RA_‘_‘a _‘RA/—|—| l_ R

(ctrL)
=g Rl 7, R RA, g RAT, AT R
il A, AR Cih
(ctrR)
—g—rl ", RAT, A7, g AT FR
— Y Rl = A
(wkL)
el ™, SRATE R
_'R_'RFEﬁR_'R_';{AI:ﬁ g AT R whl.
) )
(wkR)
L
-z gl 7, AT, g AT FR
(/\addR)
=g rl 7, RAT, A7 FR —g—rl ", RAT, B FR
—gpl 77, RATT F g AT ak —grl "7, RATT g BT
—g gl 7, RATTF g g AT A g BT
—g R, RATT, r(—rRA7 A —prB77) FR
(/\addLl)
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—r—rl" 7, AT, AT FR
=g, "RATT F —r(—p AT A g BT7)
—grl"", "R ("R RAT A g B77), RATTFR

/\addLl
-sR
—grL

(/\addLQ)

r Rl T, R B, AT R padd,
—grl' ", g RAT A g B, gATTFR R
R
=g, "RATT F —g(—p A7 A gz B77)

— — — — —rL
—p— "7, " m(r AT A ggBT), RATFR

(\/adde)

gl 7, RAT, AT FR
Rl RATT g AT
Rl T, RATT g g ATV g BT
—grl", RAT, “r(-g ATV g B7) FR

-sR

\/adde
_‘RL

(\/addRQ)

—grl" 7, RATT, g BT R

—g gl 77, RATT g BT
Rl T, RATT g g ATV g g BT

=g rl", RAT, ~r(—pg ATV B T) FR

—:R

\/add RQ
L

(vaddL)

—r—rl'" T, R AT, AT FR —rrl" ", B, AT FR
“rrl ", R ATV g wB7, AT R
—grl ", RATT F —p(—g ATV g xB77)

=gl ", (R RATTV g rB77), AT FR

\/addL

—R
—L

(-™ R)

—g—rl'7 T, g AT, AT, B FR

—rrl" T, R RATT, AT F g BT
—r Rl ", AT F g AT = g BT
—r—el" 7, RAT, “r(-r AT — pwB7) FR

-sR

_>mu1 R
—gL

(_>mul L)

—g gl "7, RAT, g A7 FR
—g g, AT g AT —p— gl 7, g g B, RA 7 FR
—p— gl 7, p R, g R AT = g r BT, AT, g AT FR
—p— Dl 7, R T, R AT, R AT E g (AT = g BT

=gl ", eI, " r(-rRAT — g wB ), mAT, A" FR

R
_>mu1 L
-sR

—sL

—r—rl" 7, AT, AT FR
—rRl T, RATT E pp AT
—r=rl"7, RAT7, g R4 FR

-sR
L

(=L)

=g rl ", RATT, A7 FR
—r—rl" T, RATT  —pp AT

—r= el 7, R R A", AT FR
—r—rl" ", AT - —ggp AT
—r= el 7, R r R RAT T, RAT R

—-rR

—gL
-sR
—gL
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(Tadd R)

Tadd R

g gl 7, g AT T
R R > 'R _‘RL

—prl" T, RAT, T FR

(FaddL)

FaddL
—-R
—grL

—p—rl", RATT F —gF
—p—rl", g RF, A" FR

(VR)

=g g7, RAT, A7 FR R
.
— — — "R
—g g7, AT —gpA VR

.
—r—el" 7, RATT, Vg g AT FR

rL

(VL) en utilisant (A[*/,])™" = A™"[t/4] -

—g—rl 77, w(A['/2]) "7, RATT R

—g g, Vog A", gA" FR Vﬁ
—g g, AT gVrogp AT R_| L
—p—pl "7, g RV2z-rrA"7,RAT"FR *
(3R) en utilisant (A['/.])™" = A™7[t/.] :
—rorl ", RATT, (Al /)T FR R
R
—r Rl ", AT F —pr (Al /L)) R
_'R,_'R,F_‘_‘, _‘R,A_‘_‘ l_ El.IﬁR_‘RA_‘_‘ L
—g—rl", AT, pgdzgr A7 F R R
(3L)
—g g7, g A7, RAT" FR L
—g gl Jxg A", AT FR R
—|R—|RF_‘_‘, _'R,A_‘_‘ l— _'R,Elx_'R_'RA_‘_‘ R
L

—“rrl" T, R rITr AT, AT FR

Proposition 6 (Correction)
SiT'F A est dérivable dans LK alors (I' = A)™ est dérivable dans LJ.

DEMONSTRATION :  On vient de donner une traduction régle par régle. On préserve donc non
seulement la prouvabilité mais également une certaine structure de la preuve d’origine. O

Proposition 7 (Complétude)
Si (I'F A)™™ est dérivable dans LJ alors T'+ A est dérivable dans LK.

DEMONSTRATION :  LJ étant un sous-systeme de LK, il est immédiat que (I' = A)™7 est
dérivable dans LK. On peut conclure par 'exercice 14. a

On va donner une nouvelle présentation de cette traduction de maniere a pouvoir ensuite
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optimiser. On définit la traduction (.)™ de la maniere suivante :

X = pwX
) = pm(AABTT)
)" = p(AT VBT

(A= B)™" = (4" > B™)

(~A) " = —pprAT
T)"" =g T
)" = —rwF
)7 = —ppVz AT
)

’
= _'R,_'R.Ele

ainsi la traduction de toute formule commence par —g—g, note (Aﬁﬂ/)_ la formule obtenue en
supprimant la premiere négation de A", On traduit alors les séquents par :

THA)™ =" (A7) R
On peut montrer que ’on obtient la méme traduction des séquents et donc des preuves qu’avec
()™ (on prouvera d’abord que —g—gA™" = A™7).
——-traduction “optimisée” (Godel)

La traduction que I’on vient de donner est extrémement verbeuse par son usage systématique
des —g—g. Il est possible d’alléger cette traduction au prix d’une légere complication de la
traduction des reégles grace a une analyse plus précise des questions de réversibilité.

On définit la traduction (.)° par :

(TF A)P° =T° —pA° F R

XO = _|R_|RX
(ANB)° = A° A B°

(mA)° = gA°
(
(F ° = —ggF
(VzA)° =VzA°

ce qui “rajoute une double négation” dans la traduction des séquents mais en élimine beaucoup
d’autres!

Lemme 1 (Elimination des ——)
Le séquent —g—g A° F A° est prouvable dans LJ.

DEMONSTRATION : Par récurrence sur A :
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“aX X

—pX F g g X
R R R RX, ®X R
R RTRX ™ "RRX

L
-sR

—sL
—:R

ce qui montre de maniere générale que pour toute formule G, on a =g—g—gG F =G dans
LJ, on obtient ainsi les cas V, =, F et 3.

————ax o po W
AO l_ AO /\addL BO l_ BO /\addL
A°ABOF A T A°AB°FEB T TP
A°ANB°,—gA°FR * A°ANB°,—3B°FR *®
—rR —rR

—pA° F —5(A° A B°), —~rB° R (A° A B°),
—pr(A° AB°), g A°FR R “an(A° A B%), wB°FR M0
—ar(A° AB°) F —ggd° —p—gA° F A° ~ar(A° AB°) F —ggB° ©* e
- r(A° A B°) F A° cul —~nr(A° AB°) F B°

—rr(A° A B°) - A° A B°

rL —rL

/\addR

ArAa ™ B Y
A sparp L
A° = B°, A°, wB°FR L
A° —xB° F —(A° = B°) it
aa(A° 5 BY), A%, B R
_\R_\R(AO — Bo)7 A° _|R_|RBO _\RR _|R_|RBO F B°
~wm(A° = B°), A°F B°
_|R_|R(Ao — BO) - Ao — B° = R

cut

- madd
aRTET TR

A A° a\”;L
VoA R AT T
VzA°, —gA°FR F
—RA°F —pVz A° =R .
—r—rVZA°, g A° F R ﬂRR
“R—RVTA° - —g—gA°
—R—RVTA° |- A°
—R—RVTA°® |- Yz A°

A A°

cut

VR

d

On peut montrer grace a ce lemme que la traduction des regles pour (.)7 se simplifie pour
s’adapter a cette nouvelle traduction.

Dans le cas particulier ou on se restreint aux connecteurs réversibles : A, —, =, T et V, cette
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traduction devient extrémement simple sur les séquents et les formules :

(DF A)° =T°,—gA° F R

(A— B)°=A°— B°
(mA)° = —gA°
(T)° =T
(VzA)° =VzA°

il suffit donc de mettre —g—g sur les variables.
La traduction des regles devient :

(az)

Aor A L
A%, g A°FR®
(cut)
T7°, A°, ~pA” F R
I'°,—gA°, —gA° F R I, ~gA’° - =g A° “rR
FO, F/O, _‘RAO, _‘RA/O '_ R CUt
(ctrL)
I°, A° A°, —pA° F R
e, A% patr R ik
(ctrR)
I'°, —gA°, —~gA°, R A° F R
I'°, =g A°, —gA° FR ctrl
(wkL)
I'°, =gA° R
T°, A%, mA° R UM
(wkR)
I'°, =g A° R
I'°, =g A°, —gA° FR whL.
(/\addR)
I'°, =g A°, —gA° FR I'°, —gA°, -z B° F R
iy Cya— R L YT I e R BoE BE .
%, A7 F A° I'°, —sA° - B° AaddR
I'°,—gA° F A° A B°
I°, —gA°, -5 (A° A B°) F R “wl
(/\addLl)
T° A% = A°FR
T° A° A B°, A FR /M
(/\addLQ)
°,B°~sA°FR
T° A° A B°, gA°F R /L2
(™ R)
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I°, A°, -y A°, s B° R
FO’ AO, _'RAO l_ _'R,_'R,Bo _‘RR
[°,A° A F B°
°, AT A° 5B
[°, —pA°, —g(4° = B°)FR

—g—sB° F B°

cut

(_>mul L)
e, A% wA°FR o
[°, A’ F —g—A° * —p—pA° - A°
I°, —gA° F A° b e pe AR R
I°, 17, A° — B°, —pA°, A R

_>mu1 L

(=R)
I°, A°, ~pA° F R
T° g A° | g A°
I°, —rA°, —p—pA° - R

—sR
L

I'°, =g A°, —gA° FR

TaddR

I'°, —gA° T
> 'R _‘RL

T° —gA° —sTF R

I'°,—gA°, —rA° F R
FO, _‘RAO - _‘R_‘RAO —RR
e, —-gA°F A°
I'°,—gA° FVzA°
', —rA°, zV2xA° FR
(VL) en utilisant (A['/,])° = A°['/.] :
I° (A['/2])° ~RA° F R
e, vz A®, —gA° FR
Remarque : On pourrait encore simplifier en prenant X° = —g X, on perd alors I’équivalence
classique entre I' F A et (I' = A)°.

On montre ainsi que bien que la logique intuitionniste soit un sous-systéme de la logique
classique, elle n’en est pas pour autant moins expressive. LJ offre une analyse plus fine donc

A A°

cut

VR
—gL

VL

plus contrainte.

Traduction de Lafont—Reus—Streicher

Etant donnée une fonction X — X des variables dans les variables (par exemple l'identité),
on définit la traduction des séquents et des formules :

'FA=—I,AFR
ANB=AVB
AVB=AAB
A—B=—AAB
—A=-A
T=F
F=T
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Remarque :
— Dans LK, la traduction U correspond essentiellement a une négation puisque —\RZ[“X /%]
équivaut a —g—gA.
— La traduction de A — B est exactement celle de “AV B.
— On pourrait ajouter V dans cette traduction mais pas 3 : la regle gauche ne se traduit pas
correctement.

Les regles sont traduites par :

(az)

—— azr
AF A L
— R
A, AFR
(cut)
T A AR
DA A T, A, NFR t
e cu
-, vV, A, A’ FR
(ctrL)
_'Rf7 _'sz _‘RZ7 Z F R
— ctrLL
I, A, AFR
(ctrR)
T AAAFR
— ctrLL
[, AAFR
(wkL)
-, AFR
—— wkL
-, RA,AFR
(wkR)
-, AFR
— wkL
-+ A,AFR
(/\addR)
ﬁRF,A,A_I—E_ il ,A, B \/addL
-, A,AV BFR
(/\addLl)
Ara
s S - \/addR
AFAVB
A,—g(AV B) R R
L, w4, AFR  —p(AVE)F x4 Rt
T, —w(AVB),AFR “
(/\addLQ)
BrB
A vaddR
BrAvB T
B,—r(AV B)FR R
&L, sB, AR —g(AVB)F B Rt
-, -s(AV B),AFR o
(\/adde)
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WL AARR
—[,A, ANBFR
(\/adng)
WL ABER
T, A, ANBFR 2
(vaddL)
Ara BLB
a5ra "™ ABrB ;“f;R
AB-ANB
A,B,w(ANB)FR RR
~T,—aB, A FR A, -wANB)F—xB
WL w(ANB) B AFR cut
~T, ~sA, A FR T, w(AAB),AF A
T aT, w(AANB),AAFR cut
= —— ctrLL
—&I',R(AAB),AFR
(=™ R)
WA NBER
[ wAANBABHR o
—L,wAAB,A, wAANBFR
TA-wANDFR T
(=™ L)
Al A BEB
wABFwA A BB ©addp
—xA, B+ —wAAB
A, B,~x(-RAAB)FR
W[AARR o ol wB AR —+A, ~r(-rAAB) - -z B :Zt
D, AF g4 ol A (v ANB) NFR
—L, —rI7, =g (A A B),A, A7 - R
(—R)
-, rA4A,AFR
(—L) L
—[,A, AR
“AT,AF A "
—|Rf, —|R—|RZ, AFR R
(TaddR)
-I,A,FFR FL
(FaddL)
-, sT,AFR R
Remarque : On constate que les regles A™ dans LJ seraient plus adaptées pour cette traduc-

tion.
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Simulations de 1’élimination des coupures

On montrera plus tard (section 3.2) que ces traductions ne se contentent pas de coder la
prouvabilité de LK par la prouvabilité de LJ, mais qu’elles ont également une contrepartie
dynamique qui relie I’élimination des coupures dans LK et celle dans LJ.
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Chapitre 2

Déduction naturelle

2.1 Logique intuitionniste (NJ)

Présentation arborescente

Une preuve en déduction naturelle est un arbre dont les arétes sont des formules et dont les
nceuds sont des regles. Les feuilles de ’arbre sont des formules, certaines sont dites déchargées,

les autres sont les hypotheses de la preuve.
L’arbre sans nceud (réduit a une simple formule A) est une preuve, et on construit ensuite

les preuves a ’aide des regles suivantes :

A B ANB

ANDB Aintro A /\eliml B /\elim2
[A]
é \_> Ao B A —7elim
1B intro B
A V.%.'A
~ a1 Vi ve im
va \v/lntI‘O A[t/x] 1
[A] —[B]
L . N
Avp Vintrol Avp Vintro? AVE CC € Vetim
? Tintro
L Felim
C
[A]
t— T
Alfel 5 JeA € 4
dz A C elim

ol « ne doit pas étre libre dans une hypothese pour la regle Vi et  ne doit étre libre ni dans
une hypothése (en fait pas dans les hypothese de la dérivation de C suffit) ni dans C' pour la
regle Jolim-
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Une régle qui décharge des hypotheéses peut décharger un nombre arbitraire (y compris 0)
d’occurrences de la méme formule.

On peut obtenir les reégles de la négation a travers la définition A=A — F :

[A]
:\ A A
——|FA “lintro T F elim

Présentations en séquents

On considere des séquents de la forme I' - A.

Ara @
I'A ALB

A TEAAB , TEAAB ,
I[,A-AAB mntro I'FA em I'B elim

A

Vo 1 LEB ., o I'-AvVB AA...AEC = B,...,BEC
CFAvB "™ CFAvB "™ [LAZFC
rA,...,A-B r-A—- =B AFA
TrAsp  mo T,AF B elim
e LEEg
_THA Thved
[ VYA e THAl,] 5™
'+ Alt/,] 'kdzA A,A,...,AI—CH.
TTF3pA o LAFC cim
avec x non libre dans I" pour la reégle Vintro et dans A et C pour la regle Jejim.
On peut également prendre des regles structurelles explicites :
axr FaAaA'_C Fl_C
AFA “T.ArC ctrL T.AFC wkL
A AEB ) l“I—A/\B/\r1 l“I—A/\B/\r2
[,AFAAB 0 r-A oM r-B "
A Vi 1 'FB _, o I'-AVB AAEC E,BI—C\/.
TFAVB intro TFAVB intro F,A,E FC elim
I'A-B _ I'HrA—> B AFA
TrASp o T,AF B elim
Tt LEEg
I'HA V. I'EVvzA Vo T At/ I'kdzA A,AI—CH.
TF VoA (mue THAM/] ™ IEE IAFC o

avec x non libre dans I" pour la reégle Vintro et dans A et C pour la regle Jejim.
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La déduction naturelle offre une syntaxe avec moins de commutations possibles de regles, la
représentation des preuves y est donc plus canonique.

Equivalence des différentes présentations

On montre facilement que la premiere présentation en séquents est parfaitement équivalente
a la présentation arborescente.

Une preuve dans la premiere présentation en séquents de I' = A se traduit en une preuve
dans la deuxieme du séquent I' = A. On le prouve par récurrence sur la taille de la preuve. Un
cas typique est celui de la regle Jgjim :

AA,... AFC
I+ 3zA AAFC
[LAFC elim

ol, si on a k occurrences de A dans la prémisse de droite, la double ligne correspond & :
— k — 1 applications de la regle ctrL si k& > 1,
— rien si k=1,
— et une application de la regle wkL si k = 0.
Réciproquement, en partant d’une preuve du séquent I' = A, on peut construire une preuve
de IV A dans la premicre présentation en séquents ot I est obtenu en dupliquant cer-
taines formules de I' et en supprimant certaines autres. Les régles structurelles deviennent alors
completement implicites, elles sont intégrées dans les régles qui déchargent des hypotheses. On
prouve le résultat par récurrence sur la taille de la preuve. On considere quelques cas typiques :
(ctrL) Par hypothese de récurrence, il existe un IV obtenu a partir de I'; A, A en dupliquant
certaines formules et en en effagant d’autres. Il est alors également obtenu ainsi & partir de
I, A. 11 suffit donc de prendre la preuve de IV = C obtenue par hypothese de récurrence.

(wkL) Par hypothese de récurrence, il existe un I obtenu & partir de I' en dupliquant
certaines formules et en en effacant d’autres. IV est donc obtenu & partir de I, A en
supprimant A en plus. Il suffit donc de prendre la preuve de I'” F C obtenue par hypothese
de récurrence.

(Aintro) Par hypotheses de récurrence, on obtient une preuve de IV - A et une preuve de

A’ F B avec I et A’ obtenus & partir de I' et A en dupliquant et en supprimant des
formules. Par application de la regle Ajniro, on obtient une preuve de IV, A’ = A A B, or
IV, A’ est bien obtenu & partir de I', A en dupliquant et en supprimant des formules.
(Jetim) Par hypotheéses de récurrence, on obtient une preuve de IV - 3z A et une preuve de
A’ C avec I" et A’ obtenus & partir de I' et A, A en dupliquant et en supprimant des
formules. On applique tout d’abord & la preuve de A’ F C soit des contractions sur A si A
a été dupliquée dans A’ soit un affaiblissement si A a été supprimé dans A’. On obtient
ainsi une preuve de A”; A+ C (ot A” est obtenu en supprimant dans A’ les occurrences
issues de A). Par application de la régle 3oy, on obtient une preuve de IV, A” = C, or
I'7, A” est bien obtenu & partir de I', A en dupliquant et en supprimant des formules.
Le séquent I' = A est dérivable & partir du séquent IV - A en utilisant des contractions et des
affaiblissements. Les deux séquents coincident notamment dans le cas particulier d’une unique
formule - A.

Rédex et normalisation

Fragment réversible. Si on se restreint aux connecteurs réversibles (A, —, T et V), un rédex
est la succession d’une regle d’introduction et d’une regle d’élimination portant sur la méme

45



occurrence de connecteur. Les rédex s’éliminent de la maniére suivante (cas clefs) :

Aintro :
AB U A
A /\ehml
1.4 B . ~ :
ANB AA{““; B
B elim
[A]
: \ - A
% —?intro A :
% . .
B —elim B
: [‘/2]
A . :
A vintro .
VxA
TTYER velim Alt z
AL/ ['/]

On remarque que les hypotheses peuvent étre modifiées lors de la réduction mais il s’agit intui-
tivement de travailler aux reégles structurelles pres. Dans le cas clos (preuve sans hypothese), le
probleme disparait.

La preuve de terminaison est une version simplifiée de celle du calcul des séquents. On définit
le poids d’un rédex comme la taille de la formule contenant le connecteur introduit et éliminé
(appelée formule de coupure). Le poids d’une preuve est le multi-ensemble des poids de ses
rédex.

Dans les cas A et V, le poids de la preuve diminue car on supprime un rédex et si on crée
de nouveaux rédex ils portent sur des formules plus petites. Pour le cas —, on considere un
rédex tel qu’il n’y ait aucun rédex au-dessus de la régle d’élimination, lorsqu’on le réduit, on
ne duplique pas de rédex, on peut créer des rédex au niveau des substitutions et au niveau du
rédex éliminé mais ils portent sur des formules plus petites. Le poids de la preuve diminue donc
(pour l'ordre multi-ensemble).

Contrairement au calcul des séquents, on n’a ici que des cas clefs, c’est ce qui simplifie tres
nettement la normalisation. Il n’y a pas d’étapes commutatives.

Propriété de la sous-formule. Contrairement au calcul des séquents, il n’y a pas de regle
explicite de coupure en déduction naturelle. Cependant on a pu définir une notion de rédex et
montrer leur élimination. Un point important est qu’une preuve sans rédex vérifie la propriété
de la sous-formule. Ce qui montre la similitude entre coupure et rédex.

Proposition 8 (Sous-formule)
Une prewve de A a partir des hypothéses T' en déduction naturelle n'utilisant que les régles de
A, =, T etV et ne contenant pas de rédex ne contient que des sous-formules de I' et A.

DEMONSTRATION : Soit C une formule de taille maximale qui n’est pas une sous-formule de
la conclusion et des hypotheses, elle est nécessairement prémisse d’une regle d’élimination

46



(par maximalité), et elle est également conclusion d’une régle d’introduction (par maxi-
malité), on a donc un rédex. O

Systéme complet. En présence des connecteurs V, 3 et F, les cas clefs d’élimination des
rédex ne vont pas suffire.

| 4] (5]
) : : — A
A \/intro1 ) \3
AV B C C Velinn
C C
| 4] —_(B]
, : : - B
B \/intr02 ) \3
AV B C C Velim :
C C
; 4] .
t
I N
3.%'14 intro C 3 ;
¢ C

Il est nécessaire d’ajouter des réductions commutatives pour obtenir la propriété de la sous-
formule (on retrouve un défaut du calcul des séquents).

Exemple 4
Sans réductions supplémentaires, on aurait :

intro

JdzC AANB 3
A elim

elim

ol A A B viole la propriété de la sous-formule.

On étend la notion de rédex et de réduction aux cas suivants :

F ) >
C Fehm : R
D
wﬂ
A\./B C C’3 , i : :
C Velim . AV B p I D'QI,R
D D elim
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C Jelim JzA

ol R est une regle d’élimination dans laquelle C' est principale.

Remarque : Il n’est pas possible de définir des étapes commutatives plus générales (i.e. sans
I’hypothese “R regle d’élimination avec C' principale” a cause de cas comme :

[A] [C] — (D] [C] [D]
: : \ A : :
C VD B 4 B velim : i —intro i intro
B . CcvD A— B A— B Vo
—_— intro elim
A— B A— B

ou A ne serait plus déchargée et donc on modifierait ce que ’on prouve.

Ce moins bon comportement (I’ajout nécessaire d’étapes commutatives) est lié au fait que
les connecteurs sont irréversibles.

Dans ce cadre, ot I'on a a la fois des cas clefs et des étapes commutatives, on a les propriétés
suivantes : normalisation, propriété de la sous-formule et confluence (nouveauté par rapport au
calcul des séquents qui est liée a la diminution des commutations possibles de regles).

Exercice 15 (Normalisation)
Etendre la preuve de normalisation du cas réversible au cas complet.

Proposition 9 (Sous-formule)
La propriété de la sous-formule est vraie avec tous les connecteurs si on étend la notion de rédex
aux cas commutatifs.

DEMONSTRATION : Par I'absurde, on choisit une formule C' qui n’est pas sous-formule des
hypotheses ou de la conclusion qui soit de taille maximale et le plus bas possible dans la
preuve parmi celles-ci.

On montre que C se trouve nécessairement a un endroit ou une étape de réduction s’ap-
plique. C' est nécessairement principale dans une regle d’élimination sinon il existerait une
occurrence de méme taille ou plus grosse située plus bas. Si C' est conclusion d’une regle
d’introduction, une étape clef s’applique. Sinon C' est conclusion d’une regle d’élimination
irréversible (par maximalité C' ne peut pas étre conclusion d'une regle d’élimination
réversible) et une étape commutative s’applique. a

Exercice 16 (Confluence)
En suivant le modele du A-calcul, montrer la confluence de la normalisation.

Traduction de NJ dans LJ

On a désormais vu deux systemes différents pour la logique intuitionniste. Afin d’étudier les
relations entre ces deux systémes, on va définir des traductions dans les deux sens.
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De NJ dans LJ, les regles d’introduction sont traduites a I'identique, il faut traduire les regles
d’élimination :

axr
I'AAB M/\addL
——= 4 elim1 ~ I'-AAB  AABFA !
I'FA Tr A cut
— ax
T'-AAB __BEB _ aadp
=1 5 elim2 ~ '-ANB AABFB 2
I'B I B cut
AAFC =, BFC
r-AVB  AAEC  EBHC . Az arc "M AEBFle
T,AZFC efim I'FAVB AEAVBEC v
TLAZF C cu
rFA—B  AFA ArA BFB ",
= elim  ~ I'FA->B AAsBrB L
I''A+FB FAl—é cut
add
r-Fp. . Trr Frc POk
T-C °© THC cu
axr
Dhved | AFAJFAFA]VL
TeAf] ™ 7 PFWANA?;A]FAV/A
AAFC
Lhraed 2 AFPC 5., ~ Triwd A%Arc v

La traduction remplace les regles d’élimination par la régle d’introduction a gauche correspon-
dante, au prix de nombreuses introductions de coupures.

On pourrait également donner une traduction directe des preuves normales en preuves sans
coupure.

Simulation de la réduction par la traduction

Lemme 2 (Substitution)

Soient m une preuve de I'; A+ C et ' une preuve de A = A dans NJ, on note 7 et ™ leur
7T* T['/*

traduction dans LJ. La prewve T, AR C AFA se réduit en la traduction de la preuve
T.AFC cul

obtenue en substituant dans 7 les aziomes qui introduisent A par 7 (ce qui donne une preuve

deI'AFC).

DEMONSTRATION :  On vérifie tout d’abord que, dans 7*, A a uniquement été introduite par
des axiomes (ou des affaiblissements en présence de V). L’élimination des coupures effectue
la substitution sur ces axiomes par 7'*. Ceci nous donne exactement la traduction de 7
substituée par 7’. O

On montre que chaque étape de réduction en déduction naturelle pour le fragment réversible
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est simulée par des étapes d’élimination des coupures :

axr
reA B add # add
DV BAN I VY 1=V WA
I A
PEA TEB BFBaaw% )
TFAAB ANBEB ) 2 ~ I'tB
I B
—— axr
F"Ai_>mull;{ Al_A BB _>mu1L 2 P,Al—B AFA
TFr4A5 B AASBFB o cut
TAFB cut LAFB
axr
A/ F Al
Trvea R VLC£F14#/G] Lot el
FFAFL rrAl

il suffit d’utiliser le lemme 2 pour conclure le cas —.

On en déduit la terminaison de la réduction en déduction naturelle a partir de celle de
I’élimination des coupures dans le calcul des séquents puisque chaque étape de réduction est
simulée par au moins une étape d’élimination des coupures.

Pour les connecteurs irréversibles, la simulation n’est plus si simple, on montre que ’on peut
simuler par des étapes plus petites d’élimination des coupures, mais on n’a pas montré que cette
procédure termine.

Traduction de LJ dans NJ

Les regles droites sont traduites par elles-mémes. Les regles gauches sont traduites a 'aide
de la regle d’élimination correspondante et d’une substitution :

r

A A AF :
’ ¢ cut ~ A A

rArC
C
—F’ A,AFC 1, ~ implicite
[LAFC 7
% wkL ~ implicite
r A/\TB Aelim1
w /\addL s
ILAANBFEC L :
C
ANB
r B elim?2
I'MAANBFC 2 :
C
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I'BFC AFA A— B A_”

mul oS
rAAspro 0L T B
C
Vz A Vo
T, Alt/,]F C N I Al'/s]
I'VzAFC :
C
r[4 [B]
IA-C I'B-C . ) )
\/addL ~ : :
I'AvBFC AV B C C\/l-
C elim
gy,  _ F g
IFEC C Felim
r[4
rarc ;
C elim

Cette traduction n’est pas injective, on a un quotient donc une meilleure représentation des
preuves. Des preuves du calcul des séquents ne différant que par des permutations “anodines”

de regles sont identifiées :

ANB , CAD ,

ACHE add ] 4 /eliml C elim1
AANB,C+E w&
AANB.CADFE N M1 :
E
A, CHE AND Nelim1 M Nelim1
acaprE M . ¢
AN S
’ add .
ANB.CADFE N ln .

Simulation

On peut vérifier que la traduction d’'une preuve sans coupure est une déduction en forme
normale. En effet, lorsqu’on ajoute une regle d’élimination, la formule principale se retrouve
toujours comme hypothése ce qui ne peut pas créer de rédex au-dessus, ni au-dessous car dans
les trois cas irréversible V, F et 3, la conclusion de la regle est conclusion de la dérivation.

Cependant la réciproque est fausse :

ArA ™ AraA Ly

AFA

et de méme pour les coupures structurelles.
Les cas clefs de I’élimination des coupures dans LJ sont simulés par les réductions de NJ.
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Exercice 17
En choisissant les variantes les plus appropriées de LJ et NJ, montrer les détails de cette simu-
lation.

2.2 Logique classique (NK)

Ajout de la regle d’absurde

Pour ré-obtenir la prouvabilité de la logique classique, on peut rajouter la regle d’absurdité :

_\_|A
A
Mais cette regle brise la propriété de la sous-formule. La preuve suivante ne peut pas étre réduite
et, viole cette propriété :

_A
[—\(A\/—!A)] A% —\A intro
F “elim
7 intfo
F(AV-A)] N v oA Vi
F \ 1 “elim
oA
T Av-A e

Remarque : On trouve également cette regle sous la forme :

[~ 4]

)

Présentation avec séquents a conclusions multiples

o

A

On revient a des séquents de la forme I' = A.

On profite des conclusions multiples pour revenir a une régle de V multiplicative donc
réversible, car on a vu que le comportement des regles réversibles est meilleur en déduction
naturelle (pas de réductions commutatives).

En I’absence de 3, on peut utiliser des régles réversibles pour tous les connecteurs :

THABA THAVBA
TFAVB,A Vintro TFABA 'elin
I'FA qul I'- F’ A mul
TFF,A o TFA elim

Exemple 5 (Déductions dans NK)
On peut prouver des formules classiques non intuitionnistes :

AraAa ™
FA A

FAvoA Ve

“lintro
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Ara ™

(A-B)—»AF(A—-B)— A FA— B, A o
(A= B)—>AFAA
(A=B) S AFA th{t
F(A>B)—=A) A 7
On retrouve A - B =—-AV B avec :
AEA k-4 A I'EAAN
TFoAA oo T,I'F A, A et

Rédex et normalisation

Tous les connecteurs ont des regles d’introduction réversibles ce qui dispense des étapes de
réduction commutatives que I'on a vues dans NJ. On donne les étapes liées aux nouvelles régles

duVetduF:
I'-AB,A mul
I'HAvVB,A gﬁo ~ I'-A,B,A
I'-AB,A elim
I'FA mul
P}—F,A imnflrlo ~> TFA
A Felim

Cependant les multiples conclusions nous imposent une nouvelle sorte d’étape commutative :

Pol—AQ POI_AO

T FAD, Aintro/ az/elim(A) mAintro/ax/ellm(A)
: T, F A,
Ia - A, Ay : m :
FB - A3 elim F3 n A3

On peut prouver la terminaison de la réduction comme on I’a fait dans les cas précédents.
On peut le montrer comme conséquence de celle du Au-calcul simplement typé qui est plus fine.
On en déduit la propriété de la sous-formule.

DEMONSTRATION : On considére une preuve sans rédex. Si la propriété est fausse, on choisit
une occurrence C la plus basse possible parmi celles de taille maximale qui ne sont pas sous-
formule des hypotheses ou des conclusions. On va montrer que C' apparait nécessairement
dans un rédex ce qui donne une contradiction.

Par maximalité (et puisque qu’elle est la plus basse possible), C est nécessairement
prémisse principale d’une régle d’élimination. Si C' est conclusion d’une régle d’élimination,
C n’est pas maximale. Si C' est conclusion d’'un axiome, C' apparait dans les hypotheses
et ne viole pas la propriété de la sous-formule. Si C est conclusion principale d’'une regle
d’introduction, on a un cas clef. Sinon C donne lieu & un rédex commutatif. a

Exercice 18
Etendre les traductions entre LJ et NJ au cas de LK et NK.

Exercice 19

A partir des traductions que I'on a vues de LK dans LJ, construire des traductions de NK dans
NJ.

o3

Aelim
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Chapitre 3

Curry-Howard

3.1 Systemes de typage du A-calcul

A-calcul
Etant donné un ensemble dénombrable de variables, les termes du A-calcul sont donnés par :
t w= x | Azt | ()t

ol A est un lieur.
La regle de -réduction est :

(Az.t)u —3 t[" /]

A-calcul simplement typé additif

Le choix le plus courant de regles de typage pour le A-calcul simplement typé (i.e. avec —
comme seul constructeur de type) est le suivant :

'e:AFxz: A var
I'x:A+t: B l I'tt:A—> B Fl—u:Aapp
I'FXet:A—B " Tk (tyu:B

ou un environnement ne contient jamais deux déclarations de type pour la méme variable.

Proposition 10 (Préservation du typage)
Sit se réduit enu et si'Ht: A alors T'Hwu: A.

Lemme 3 (Context minimal)
SiThHt:AalorsT'-t: A ou I est obtenu en ne gardant dans I' que les déclarations de type
pour les variables libres de t.

A-calcul simplement typé multiplicatif
Un autre choix possible (que 1'on utilisera prioritairement ici) de reégles de typage pour le
A-calcul simplement typé est le suivant :

z:AFx: A var

F,x:A,...,:c:Al—t:Bl 'tt:A— B AtFu:A
TFXxt:A— B am L,AF (Hu: B

app
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ou un environnement peut contenir deux déclarations de type pour la méme variable & condition
qu’elles soient égales.

Lemme 4 (Variables libres)
SiDTEt: A est dérivable alors I' contient exactement des déclarations de type pour les variables
libres de t.

Proposition 11 (Préservation du typage)

Sit se réduit enu et si't: A alorsT' Fwu: A ou IV est obtenu en ne gardant dans T' que
les déclarations de type pour les variables libres de u et en dupliquant éventuellement certaines
déclarations de type.

Proposition 12 (Typages additif et multiplicatif)
Si Tk t: A en typage additif alors IV = t : A en typage multiplicatif ou I est obtenu en
ne gardant dans I' que les déclarations de type pour les variables libres de t et en dupliquant
éventuellement certaines déclarations de type.

SiT - t: A en typage multiplicatif alors I' =t : A en typage additif (en identifiant les
éventuelles déclarations multiples de variables).

Isomorphisme de Curry-Howard

Découverte essentielle des années 70, la correspondance (ou isomorphisme) de Curry-Howard
montre une connexion entre A-calculs typés et déduction naturelle en logique intuitionniste
permettant de donner une interprétation calculatoire aux preuves formelles étudiées en théorie
de la démonstration.

Dans un premier temps nous allons nous focaliser sur le A-calcul simplement typé et la
déduction naturelle intuitionniste pour la logique minimale (i.e. avec pour seul connecteur —).

Il suffit en fait de faire deux observations simples (mais cruciales) :

— Partant d’une dérivation de typage dans le systéme multiplicatif pour le A-calcul simple-
ment typé, si on efface toute mention de variable et de terme on obtient une preuve en
déduction naturelle. La correspondance regle a regle est exacte !

— Réciproquement, si on part d’'une dérivation en déduction naturelle pour la logique intui-
tionniste minimale, on donne des noms de variables aux hypotheses, des noms de variables
aux hypotheses déchargées de maniere a ce que deux hypotheses déchargées dans la méme
régle de —intro aient le méme nom (sinon on prend tous les noms distincts). Puis on ajoute
des termes aux formules de haut en bas :

— si la prémisse d’une regle —ntr0 @ été annotée ¢t on ajoute Az.t a la conclusion ou x est
le nom donné aux hypotheses déchargées dans cette occurrence de regle ;
— si les prémisses d’'une regle — iy, ont été annotées ¢ et u on ajoute (¢)u a la conclusion
on obtient alors une dérivation de typage du A-calcul simplement typé. Au choix des
noms de variable pres, cette décoration est unique (en particulier unique dans le cas d’une
preuve sans hypothese).
Plutot que de relier dérivation de typage et preuve, on peut relier directement terme et preuve
en ajoutant quelques informations de typage sur les variables libres et les A-abstractions :

toa= ot | Xt | (bt

(en fait dans A\z?.t, on supprime les indications de type sur les occurrences de 2 désormais lides
dans t). En effet, pour un tel terme il y a une unique dérivation de typage possible.

Cette correspondance est un isomorphisme au sens ou la connexion entre objets s’étend en
une connexion entre normalisation des preuves et réduction des A-termes. Dans le cas ou le
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seul connecteur est —, il n’y a qu’une réduction qui remplace les hypotheses déchargées dans
la prémisse de la regle —into par des copies de la preuve de la seconde prémisse de —gjim. Si
les termes associés a la preuve d’origine sont Ax.t et u alors celui associé a la preuve réduite est
t[*/x] ce qui correspond exactement a la S-réduction. Réciproquement si on a un S-rédex dans
une dérivation de typage du A-calcul ceci correspond a la succession d’une regle de —iptro €t
d’une reégle —¢;m portant sur le méme connecteur dans la preuve obtenue par effacement des

termes, donc un rédex.
On obtient le lexique suivant :

logique A-calcul programmation
formule type spécification
séquent jugement
regle construction de terme instruction
preuve terme programme
élimination des coupures B-réduction calcul
expansion des axiomes n-expansion
preuve sans coupure forme normale résultat
théoréeme d’élimination des coupures normalisation terminaison
confluence Church-Rosser déterminisme

Extension a la logique intuitionniste propositionnelle

Pour étendre la correspondance de Curry-Howard aux autres connecteurs propositionnels,
selon le lexique établi ci-dessus, il nous faut définir de nouvelles constructions de termes corres-
pondant & chaque regle :

* ( 1ntro) <u,v> (/\intro)
mt ( elim ) ot (/\elim2)
1yt (\/mtro ) 1ot (\/intro2)

ot (x.u) (yv)  (Velim) At (Felim)

Les regles de typage sont directement données par la décoration des regles de NJ correspon-
dantes :

S T'Fu:A Atv:B I'Ft:ANB I'Ft:ANB
Fx:T T,AF (u,0): AAB TFmt: A T F ot : B
'Ht: A I'Ht: B
I'imt: AVB I'tingt : AV B
't:AVvB Arz:Atu:C Zy:BFov:C
LA EF Ot (zu) (yv) : C
I't:F
r-At: C

On construit les regles de réduction a partir de la logique :



ainsi que les étapes commutatives :

w1 (At) ~ At
ma(At) ~~ At
(At)u ~~ At
AL (z.u) (y.v) ~ At
AAt ~~ At
m( (y ( )
ma( (y.v)) ~ Ot (x.mou) (y.mo0)
(0t (z.u) (y-v))t ~ ot (z.(w)t') (y.(v)t')
(0t (z.u) (y.v)) (2" ') (y V") ~ 0t (z.0u (2" ') (y.0")) (y.0v (") ("))
Adt (x.u) (y.v) ~ ot (x.Au) (y.Av)

(x. ) ~ 0t (xmu) (y.mo

ot (z.u)
ot (z.u)

)
xZ.
xZ.
Systeme F (a la Church)

Les formules de la logique propositionnelle du second ordre sont obtenues en utilisant des
variables en logique propositionnelle et en ajoutant des quantificateurs pour ces variables :

A == X | A | ANA | AVA | A—-A | T | F | VXA | 3IXA

Pour le calcul des séquents, on ajoute les regles :

I'-AA [AP/x]F A
TEVXAA "R TVXAFA "F
I AP/x], A [LAFA
IFaxAA R FOXAF A &

avec X ¢ I', A dans les regles VR et JL.

L’élimination des coupures est obtenue comme pour la quantification du premier ordre mais
a l'aide d’une substitution de formule (pas de terme). Une conséquence importante est que la
taille des formules est modifiée lors de cette substitution ce qui rend impossible notre preuve de
normalisation. Il est cependant possible de montrer (par des méthodes sémantiques) que ce calcul
est fortement normalisant. D’autre part, la propriété de la sous-formule perd essentiellement son
sens pour les formules contenant 3.

En déduction naturelle intuitionniste, on obtient :

_Tk4 _DEVXA
CFYXA ‘o THAB/x] ™
T+ A[B/x] FE3X4  AARC _
TTE XA me [AFC el

avec X ¢ I' dans la régle Vit et X ¢ A, C dans la regle Jejiy,.

La réduction se passe comme au premier ordre avec une substitution de formules a la place
d’une substitution de terme.

Le systeme F (de Girard) est le A-calcul typé associé a la déduction naturelle intuitionniste
propositionnelle du second ordre restreinte aux connecteurs — et V.

Les termes sont enrichis avec des constructions correspondant aux nouvelles regles :

t o= 24 | XAt | (Ot | AXt | (HA
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Les regles de typage sont :

var
x: Ak x4 A
x:A,...,t: A+t B I'+t:A—> B AFu:A ,
lam pp
'X?t:A— B AR (tu: B
T-¢t: A gen I'Ht: VXA inst

F'FAXt:VXA L'k (t)B:AP/x]

Il s’agit du systeme a la Church. Il est également possible de ne rien changer au langage des
termes en ne modifiant pas le terme typé dans les regles V, mais la correspondance entre preuves
et termes n’est plus aussi directe (c’est le systeme F a la Curry).

On ajoute une regle de réduction : (AX.t)A — t[4/x].

Puisque le systeme F permet de programmer, et en particulier de coder les types de données
usuels (booléens, entiers, ...), il est également possible de programmer avec les preuves de logique
intuitionniste (ou classique).

Concernant certaines primitives, on obtient deux codages différents en passant par le second
ordre ou de maniere directe. Par exemple, on peut coder les booléens par AX. AzX A\y~.z et
AX Az X \yX .y de type VX (X — X — X) ou & I'aide des sommes par inj* et ingx de type TV T.
On a ici des types prouvablement équivalents et qui possedent tous les deux 2 formes normales
et pour lesquels on peut coder un if, ce sont les critéres requis pour avoir un bon codage des
booléens.

On peut de méme comparer le codage des paires par AX\fA7B7X (fluv de type VX ((A —
B — X) — X) et par (u,v) de type AA B. A nouveau les formules sont équivalentes, les termes
consistent bien a mettre ensemble deux termes et on peut coder les deux projections.

Construction du Au-calcul simplement typé

La correspondance de Curry-Howard peut étre étendue aux systemes pour la logique clas-
sique du moment que leur élimination des coupures est raisonnablement déterministe si on veut
obtenir de la confluence dans le A-calcul associé. Historiquement, il a fallu du temps pour conce-
voir de tels systemes (ils sont d’ailleurs apparus grace a 1’étude de Curry-Howard). Du fait de
cette contrainte on va travailler avec NK et pas LK.

Afin de définir des jugements de typage de la forme z1 : Ay,... 2, : Ay Ft: A aq :
By, ...,y : By, on modifie tres légerement NK avec des séquents de la forme Aq,..., A, F A
By,..., By, ou on distingue une formule A qui correspond au type du terme. Les regles sont
alors :

Ara] ™

LAAFBIA reBla
TLAFB|A T,AFB|A Y

rEBlAAA reBlA
TFB|AA " TFB|AA"Y

T,AFB|A PFASBIA  TEA|N
intro elim

%
ITFASB|A I'T'FB|A A

I'HB|AA
I'FA|BA

switch
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De plus, on a vu qu’il est possible d’incorporer les regles structurelles a gauche dans la regle
—intro, €t de la méme maniére on peut incorporer les regles structurelles a droite dans la regle
switch en autorisant un nombre arbitraire de B déja présents dans le contexte de la prémisse (et
identifiés avec le B que 'on ajoute) et en autorisant que A ne soit pas présent dans la prémisse :

I'+B|AB,A
T-A|BA

switch

avec la possibilité que le A et le B du contexte de la prémisse soient absents. On obtient ainsi
un systeme avec 4 regles. On construit alors le Au-calcul par Curry-Howard.
Les termes du Ap-calcul sont donnés par :

t w= x | Azt | ()t | pphlajt

ou p est un lieur pour les p-variables.

Un terme de la forme n ::= [t est appelé un terme nommé.

Les jugements de typage sont de la forme x1 : Ay,..., 2, : Ay Ft: Al oy By,...,ap : By
et les regles de typage pour le calcul simplement typé sont :

Fz:AFt:B|A

A l
ziAbFwz:Al TFixt:A—B[A W™
F'u:A—B|A IMFo:A| A FHt:A|B:B,A
app mu
TV E (w)v: BAA F'Fpupplajt:Bla:AA

Exemple 6 (call/cc)
Le Au-terme associé a la loi de Peirce est :

x:AFx: A var

x: A pdlajz: Bla: A

FA=B SAFf(A=B) A " Formaz:ASBla:A
f:(A—=B)—= A () \epdlajz: Ala: A
f:(A— B) = Al pafa(f) z.pdlajz - A |
F A fopala](f)A\e.pola)z : (A— B) = A) — A

mu

lam
app

lam

Les regles de réduction sont alors déduites de la réduction des preuves dans NK :
(Az.t)u =g t["/]

(pon)u =, Ma.n[[a}(v)u/[a]v]
[Blpan =, n[’ /4]

Ap-calcul pur

Tout comme pour le A-calcul pur, on définit le Au-calcul pur en oubliant toute mention de
type dans le Ap-calcul simplement typé. Il ne reste alors que les termes et les regles de réduction
B, et p.

Afin de mieux comprendre la signification calculatoire de ces regles de réduction (et notam-
ment de la regle p), on peut considérer les intuitions suivantes :

— Un Ap-terme peut étre représenté graphiquement comme un objet avec des entrées cor-

respondant a ces A-variables libres et des sorties : une sortie principale (la seule pour un
A-terme) et des sorties auxiliaires correspondant aux p-variables libres :
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z t o

—

L’application est représentée par le branchement de deux termes sur leur sortie principale.
On obtient alors pour les 5 et u réductions :

z t E — z t E
Aty O
xT t E - :cT t E

— }»«@ # — —% ¥

Lorsqu’un argument arrive sur une sortie de la forme A, il est transféré sur les entrées
qui correspondent a la variable liée. Par contre s’il arrive sur une sortie de la forme p, il
est d’abord routé vers toutes les sorties qui demandent cet argument (qui écoutent sur le
canal «).

Cette représentation “jouet” prend en fait un sens parfaitement formel dans les réseaux
de preuve (voir section 10.3).

On peut comprendre le constructeur p comme un A infini. Si on change les notations :

pan ~> Aa.n
(o]t ~ (t)ex

la p-réduction devient :
Aan)t  — )\a.n[(“)m/(u)a]

que 'on peut voir comme une S-réduction avec un A qui n’est pas consommé et ou « est
une variable “persistante”. Ce A\ peut donc recevoir un nombre arbitraire d’arguments.
De maniére générale, la construction p gére des paquets d’arguments (ou piles) :

(pan)ty ...t — ua.n[[a](u)tl"'tk/[a]u]

ainsi la pile ¢1 ...t est transmise & tous les sous-termes qui la demandent ([a]u).

C’est précisément ce qui se passe dans la machine de Krivine (KAM). Cette machine
qui permet d’évaluer les A-termes s’étend naturellement au cas du Ap-calcul avec des
opérations de manipulation des piles. Voici une présentation simplifiée (et donc fausse!)
de la KAM :

r e T Azt e unw Hu e
e(r) e w t (e+z=u) 7 t e wunm
poan e w alt e ¢
n (e+a=m) e t e ela)
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ou un état de la machine est un triplet ¢ e 7 avec t un terme, e un environnement (i.e.
une table qui associe des termes & des A-variables et des piles a des p-variables) et 7 est
une pile (i.e. une liste de termes).

La construction p signifie alors “sauver la pile” et [«a] signifie “restaurer la pile o”.

Proposition 13 (Confluence)
La réduction du Ap-calcul est confluente.

On obtient ainsi une notion de calcul qui étend le A-calcul (noyau des langages de program-
mation fonctionnels) avec des primitives de contréle tout en préservant les propriétés essentielles
du A-calcul. On peut ensuite réintroduire le typage et récupérer des propriétés de terminaison.

3.2 CPS-traductions

CPS-traduction issue de la ——-traduction brutale

On reprend la traduction (.)7" dans le cadre de la déduction naturelle restreinte au connec-
teur — (on utilise également R pour coder —g). Partant de la légére modification induite par le
Ap-calcul, on utilise un petit raffinement lié a la formule distinguée a droite :

CHA|A) =—-ggl"7, AT F ggA™"

X=X
(A — B)_‘_\ = _'R_'RA_‘_‘ — _'R_'RB_\_‘

Les regles sont traduites par :

(az)

ax ax
p— p— —elim
A", RATFR
p— —intro
“p AT g RA
(_>intro)
ar —r—rl" ", RATT, g r AT F g BT
“r(RRA™" = g RB ) F r(rmAT = xmB) Rl T, RATTE g AT = R B
—grl", RATT, —r(—pg AT = xwB77) R
intro
—p— "7, RATT F —gp(—g AT — g B
(_>elim)
R RATT = g gBTTF g AT = w B
_‘R_‘RP/—‘_‘g _‘RA/_‘_‘g _‘R_‘RA_‘_‘ N -
—r—rI""7, 7
—p "7, RATT F —gp(—g AT — g BT) =g g7, R
—p—pl ", g R, RATT, g AT, g BT F R -
1mtrc
_|R,_|R,F_‘_‘7 _‘R_‘RP/—‘_‘7 _|RA—|—|7 _‘R,A/_‘_‘ l_ _'R,_‘R,B_‘—‘
(mu)
—ggl ", RATT, g BT - g A —rATT F RA
—7elim

—7intro
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Via Curry-Howard, on obtient une traduction des Apu-termes simplement typés dans les
A-termes simplement typés (en plongeant les u-variables dans les A-variables) :

o Ak(x)k

Azt~ Ak(k) At

Bu ~ AkET)Am.((m)u™")k
[at  ~ (tT7)a

pon o~ dan”

Proposition 14 (Simulation)
Sit — u dans le Apu-calcul, alors t77 =g u™" dans le A-calcul.

DEMONSTRATION :  La traduction de (Az.t)u est Ak.(AK.(K)Ax.t"7)Am.((m)u™")k, or :

M. (MK (K) Azt ™) m.((m)u™ ")k — Me.(hm.((m)u™ " )E) Azt ™
— M.tk
(
T

— Ak.(t” [“ /gg])
u / 2] car t ' commence par \
- (t[u/m])ﬁﬁ car u ' commence par A

La traduction de (pa.n)u est Ak.(Aa.n™ ") Am.((m)u™")k, or :
Me.(Aaen™ ) Am.((m)u" ")k — k. nﬂﬂ[km-«m)uﬂk /]
= . nﬁﬂ[Am( AN
= (uan [ /g, 1)
La traduction de [B]ua.n est (Aa.n™)3, or (Aa.n™)3 = n""[F/4] = (n[P/a]) ™. O
Remarque : Cette traduction n’est pas surjective :
(wrX F=rX)"" = “rw(-8X)" ", 7r(-X)" FR=—rrrr X, - rrRX FR
or =X F =X n’admet que deux preuves dans NK (resp. LK) et =g—g—r—r—rX, g r®X FR
en a beaucoup plus dans NJ (resp. LJ).
CPS-traduction issue de la traduction de Lafont—Reus—Streicher

On reprend la CPS-traduction ( ) donnée a la section 1.3 appliquée a la déduction naturelle
et plus précisément au Ap-calcul ou I' - A ] A= AF—gA:

T = Aa.(r)a
Azt = Ao (I /o] )macr
(—u a.(8)(U, a)
[t = @)a
nom = Aan

On considere le Ap-calcul muni des réductions 3, p et p mais également :
Ax.(t)x =, t ¢t
palalt —g t adt

on note t = u si t et u sont reliés par la cloture réflexive, symétrique et transitive de ces regles
de réduction.
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Proposition 15 (Simulation)
Sit=u alors t =T.

DEMONSTRATION : On doit valider les réductions 3, n, u, p et 6 :

(z.t)u = Aa.(AB.(AU™ /] )maB) (T, )

=5 ({5 [ )ma (T, o)

= A (T /o

=m1 A" /a])a = " /2] =n t["/a]
Azt = da.(AB-(B) (@, B))[™* /o] )2

= Aa.(AB.(t)(ma, B))ma

=3 Aa.(t)(m o, ma) =g Aa.(t)a =, t
(nan)t = A(Aam)(E, )

=g A3 /4]

— )\ﬁ_ﬁ[(ﬂ)(im/(a)a]

=5 Aﬁﬁ[(h-(ﬂ)(M))ﬁ/(ﬂ)a]

= )\ﬁ_n[[ﬁ](u)t/[a]u]

= B[l /1]
[Bluan = (Aam)B =g A’ /o] = n[? /]

palalt = Aa(t)a =, t

d

Si on regarde précisément 'image de la traduction (.), on constate qu’elle n’utilise que des
types de la forme P ::= X | g P A P, =g P et R. On note NJj ce fragment de NJ.

Lemme 5
Si 7 est une preuve de NJy de I' B A avec I' sans R alors tous les séquents de m ont cette
Propriete.

DEMONSTRATION : Par récurrence sur la taille de la preuve. En regardant chaque cas de
derniere regle :
(azx) On applique ’hypothese.
(—intro) La conclusion est nécessairement de la forme I' F —g P donc la prémisse est de la
forme I', P - R et on applique I’hypothese de récurrence.
Les autres regles ne modifient pas le contexte. a

On utilisera désormais la notation NJg pour ce cas particulier. Un séquent est alors de I'une
des trois formes :

—w[AFRP
-, A+ —gP
[, AFR

Par Curry-Howard, on peut associer a ces preuves des dérivations de typage du A-calcul avec
paires. On va étre un peu plus précis en raffinant la grammaire des termes en trois catégories
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syntaxiques qui correspondent aux trois sortes de jugements de typage :

p = «a | (t,p) | mp
t == x | Adac | mp
c == (t)p

avec des environnements de typage de la forme & : —I', & : A.
Les regles de typage obtenues sont :

TAa:Pra:P ARt P IV, A'Fp:Q wLAFp:»PAQ
i, A0 Pra: -, —rI", A, AT (t,p) : =g P A Q eI, A b mop:Q
_\RP7A7OéZPl_CZR ﬁRF,Al_pZ_'RP/\Q
Iz : P AFz: P =, A F Aa.c: =g P R, AFmp: P

ﬁRF,Al_tZ_\RP _\RP/,All_pZP
_\RP7_|RP/,A,A/ = (t)p :R

La traduction (.) est donc une traduction du Ap-calcul dans ce A-calcul raffiné qui traduit un
terme par un terme (t) et un terme nommé par une commande (c). On va définir une traduction

(.) dans 'autre sens mais, pour simplifier la définition, on ajoute une notation a la syntaxe du
Au~-calcul :

kK u= a | tik | duk
et on note :
[t::k]u = [K](u)t
[0::65)u = [K]\d.u

ce qui définit alors le Au-terme [k]t pour un k et un Apu-terme ¢ quelconques. Il s’agit donc
simplement d’une notation.

La traduction (.) est donnée par :

a=u«w
(t,p>:ftv::ﬁ
Top = 6:p

T=2x

Aa.c = pa.c

m1p = pafp|Az.pélalx

(t)p = [plt
ce qui traduit un p par un k, un ¢t par un Au-terme et un ¢ par un Ap-terme nommé.

Proposition 16 (Simulation)
Sit=wu alors t = u.

DEMONSTRATION :  On doit valider les réductions 3, n, m; (m;(t1,t2) —x, ti) et sp ((m1p, map) —sp
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p) a lintérieur des termes. On montre d’abord par récurrence sur k que [k]pua.n =nl"/,] :

[Blpon = =p n[ /al
[t:/lucn = K] (naen)t =, [Rlpacn[ M0 /1, ] = a9 /g, ] = a8 ,] =[]
[
=3 [k| . pa. n[[o‘]()‘d “)95/ ul
K] Az (povn[leAd “Siagul)z
= [Klpan[ P4 )] = a0 ] = P00 ] = n )

On en déduit simultanément que t = @ lorsque ¢t = u pour une des réductions, que
plt=1[gtsip=qetquec=dsic=d:

e~ —

(hae)p = [luae = &P fa] = clr/a)

)\ma = paclalt =g t

m1(t.p) = pal{t, p))Az.pdla)z
= palt:pAz.pd[o)z
= palp)(Az.pdlajz)t

=5 palpludlalt
= pafalt =gt
[mo(t, p)|u = [5::<?\p/>]u = [6::t:plu = [t:p)Adu = [ﬁ]()\d.uﬁ:B [p]u
[(m1p, map)|t = [m1p:maplt

[m1p

= [(nelp|Az.péla]z):6::plt
= [6:pl (W) pelpl Az pdlalz
= [pIAd.(H) palp]Ae. polalz

= [PluBBINL.(t) par[B] Az ]z
=y [PIA2.(uB[BIA. () pe[B] Az pd [ x)
=u [p]A2.pB[B)(Ad.(¢) paB](Az. pd[a]x)z )z
=5 [P]Az.uB[B](t) pa[Blpélalx
J(t) perfex

—, PPa.uBl8 () nalale = e (ualale = Fre.(e =, [Ff
On peut étendre cette traduction aux types et montrer qu’elle respecte le typage :
X=X
PAQ=P—Q

Z: gl a: Al—t - P = f'fl—tN:ﬁ|62:A
f:ﬁRFmFC:R:f:fF5|&:K
f:ﬁRF,ﬁl—p:P:f:f|ﬁ:ﬁl—d’:£

66



en utilisant les regles :

FEt:AlA F'kn|Aa:A
PkElajt | Aja: A 'pan:AlA
FHt:AlA I k:BEFA' 'Nk:A—- BFA
|a:AFa:A T0 [tir:A— BEA,A T 6:n:BFA

Proposition 17 B o
Si gl AFt:—gP alorsTHt: P|A.

DEMONSTRATION :  On montre d’abord, par récurrence sur x, que siI' | kK : AF A et TV ¢
A| A alors T, TV = [k]t | A, A
FFt:A]A
F'Flat|Aja: A

't:A—BJ|A IMFu: Al A
I |k :BF A" T.T'F ({yu: B | A, A

O, T T F [usk]t | A A A

THt:B|A
I"k:A—= BF A/ F'FXdt:A— B|A

LT F [0kl | A A

On montre simultanément les cas ¢, p et ¢ par récurrence :

la:PFa:P
fl—fﬁfz f’]ﬁ:@l—x’
f,f’ﬁ%:ﬁ:ﬁ%@l—ﬁ,&

Fp:PoOrA

Fop:QFA

z:Phka:P|
Frz|Aa:p
Tk poc: P|A

z:Phka:P|
z:PrFpdlalez:Qla:P
T|p:P=QFA Fzpdlalz: P—Qla:P

T+ [plAz.udlo)z | A a: P
L'+ papl\e.pdlalz : P | A

f’]ﬁ:lgl—fA\/’ fl—fﬁfz

LIV [Pt A, A
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Pour prouver que (.) est une bijection, on va montrer que (.) est son inverse.

Proposition 18 (Plongement)

Les traductions (.) et (.) entre NK et NJg sont inverses l'une de l’autre.

DEMONSTRATION : On commence par prouver que p=p, t=tetc=c Mais avant cela on
montre que si on étend la traduction (.) par :

a=aq
TR = (%)
ﬂ:ﬂ?ﬁ

~
I

()R :

alors [k]

On obtient alors :

tp) =Fp=(E7) = (tp)

Top = 0D = TP = map
7

=7 =A.(z)o =, x

Aa.c = LT = Aa.C = Aa.c

Tp = palpz.pdlalx
Aol
= Aa(Az.pdlafz)p
= Aa(AB(\d.(m B)a)maB)p
=5 Aa(A3(m18)a)p
=3 )\a(m]:ﬂa



Réciproquement, on montre que t = ¢ et n=n:

Sk
I

Aa. (3:) =z

PNGETYR 1>m = e (A1 ol)maar = pafzalfme /]
= paldzali[ma/,] = pala]AdFma/s) = palal AT/,
= pafo ])\dg[uﬁ[a]/\wé[ﬁly/ ]

=, Az.(pala)\d. t[uﬁ[a]/\y -ud 6]y/ )E:

Interprétation calculatoire

Si on s’intéresse uniquement au cas non typé, les CPS-traductions consistent a simuler le
calcul classique a ’aide du calcul intuitionniste (ou a coder les primitives de controle dans les
langages fonctionnels).

La p-réduction permet de propager les éléments de la pile les uns apres les autres aux
sous-termes qui les demandent. Regardons ici ce que fait (t)uy ... uy, :

((t)ulugug)ﬁﬁ = )\kg.()\kg.()\kl.(t))\m.((m)ul)kl))\m ((m)UQ)/{?Q))\ (( )U,g)kg
— Akg.(Akg.((0)Am.((m)ur) Am.((m)uz)kz)) Am.((m)us)ks
— Mks.(6)Am.((m)ug) Am.((m)ug) Am.((m)us)ks

(t)UﬂJ,Qu?, = )\043.()\042.()\041.(15) <U1, 041>) <U,2, 042>) <U3, 043>
— Aag.(Aag.(t)<u1, <UQ, 042>>)<U3, 043>
— Aaz. () (u1, (u2, (us, as)))

On a affaire a des codages des listes :

Am.((m)ug) Am.((m)uz)Am.((m)us)k = Consuy (Consusg (Cons us k))
(uq, (ug, (us, k))) = Consuy (Consuz (Consug k))

Avec le premier codage, on récupere la téte de liste par (I)\x.\y.z et la queue par (I)Az.\y.y.
De maniere générale (Consul)Az.t se réduit en (t[*/])l. Avec le second codage, on obtient la
téte de liste par w1l et la queue par mol. On a, dans les deux cas, la concaténation de listes par
1" /4] qui rajoute I’ & la fin de [.

Ainsi un terme est traduit comme un fonction qui prend une liste comme argument (cette
liste code la pile d’exécution) : -g—g A”" prend =A™~ comme argument et —z A prend A comme
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argument. On s’intéresse au calcul sur des objets clos (de type R) : un terme et une pile associée.
I1 faut donc comprendre ce que vaut (¢*)l (ou t* est 'une des deux traductions appliquée a t).

(z*)l ~ ()l (la valeur du terme n’est pas encore connue)
((Az.t)*)Consul ~~ (t°["/z])1

(((t)u)*)l ~» (t*)Consu®l

((ev.n)®)l ~ 0 /o]

On a ainsi une gestion dynamique des piles qui peuvent se construire a tout moment.
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Chapitre 4

Sémantique catégorique

4.1 Notions catégoriques élémentaires

Définition 3 (Catégorie)
Une catégorie C est la donnée d’une classe d’objets et, pour chaque paire d’objets A et B, d’une
classe de morphismes C(A, B) ainsi que :

— des identités idq € C(A, A) pour chaque A

— une composition : C(A, B) x C(B,C) — C(A,C) pour tout A, B, C, notée (f,g) — f;g
tels que, si f € C(A,B), g € C(B,C) et he C(C,D) :

idas f=f
fiidp = f
(f;9);h="Ff;(g;h)

Exemple 7 (Quelques catégories)
Voici quelques catégories classiques :

— Les monoides correspondent aux catégories a un seul objet. Les éléments du monoide sont
les fleches de cet objet dans lui-méme.
Les pré-ordres correspondent aux catégories avec au plus un morphisme de chaque objet
dans un autre. Les objets sont les points du pré-ordre et il y a un morphisme de A dans
Bsi A<B.
— Les ensembles munis des fonctions forment la catégorie des ensembles.
— Les groupes munis des morphismes de groupes forment la catégorie des groupes.
— De maniere plus générale, les structures algébriques usuelles et les morphismes associés

forment des catégories.

Définition 4 (Isomorphisme)

Soient C une catégorie et A et B deux objets de C, un isomorphisme de A dans B est un
morphisme f de A dans B tel qu’il existe un morphisme g de B dans A avec f ;g = ida et
g; [ =idp.

Définition 5 (Catégorie duale)

Si C est une catégorie, la catégorie duale C°P a les mémes objets que C et on retourne les
morphismes : C°?(A, B) = C(B, A). Les identités sont les mémes et la composition est retournée
également.

Définition 6 (Catégorie produit)
Si C et D sont deux catégories, la catégorie produit C x D a :
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— pour objets les paires d’objets (A, A’) avec A€ Cet A’ €D

— pour morphismes les paires de morphismes : C x D((4, A’), (B, B")) = C(A, B)xD(A’, B').
Les identités sont les paires d’identités et la composition est obtenue composante par compo-
sante.

Définition 7 (Produit)
Soient C une catégorie et A et B des objets de C, un produit de A et B est un triplet (A x
B,my,mp) ot AX B est un objet de C, m4 € C(Ax B, A) et mp € C(A x B, B) tel que pour tout
objet C de C, tout f € C(C,A) et tout g € C(C, B), il existe un unique (f,g) € C(C,A x B)
tel que (f,g);ma = f et (f,g);7B =g

Un co-produit de A et B est un produit dans C°P. On le note alors (A + B, ina, ing).

Exercice 20 (Unicité du produit)
Montrer qu’un produit est unique a isomorphisme pres.

Définition 8 (Objet terminal)
Soit C une catégorie, un objet terminal dans C est un objet T tel qu’il existe exactement un
morphisme dans C(A, T) pour chaque A, noté termy.

Un objet initial 0 dans C est un objet terminal dans C°P.

Définition 9 (Foncteur)

Soient C et D deux catégories, un foncteur F' de C dans D est une fonction des objets de C dans
les objets de D et des morphismes de C(A, B) dans les morphismes de D(F(A), F(B)) (pour
tout A, B) telle que, si f € C(A,B) et g € C(B,C) :

F(idy) = idF(A)
F(fs9)=F(f); Fg)

Un foncteur contravariant de C dans D est un foncteur de C°P dans D.

Exemple 8 (Catégorie des catégories)
En prenant comme objets les catégories et comme morphismes les foncteurs, on obtient la
catégorie des catégories.

Définition 10 (Bifoncteur)
Soient C, D et E des catégories, un foncteur binoidal F' de C et D dans E est donné par :
— un foncteur F4 de D dans E pour tout objet A de C
— un foncteur FA" de C dans E pour tout objet A’ de D
tels que F4(A') = FA'(A) pour tout objet A de C et tout objet A’ de D.
On note alors F(A, ) pour Fa(_) et F(_, A’) pour FA'(_) ce qui définit les notations F(A, A’)
(= Fa(A') = F¥(4)), F(A, ) ot F(f, A') mais pas F(f, [")!
Un bifoncteur de C et D dans E est un foncteur binoidal tel que le diagramme suivant

commute :
F(Af")

F(A, A" F(A,B)
F(fA’)l lF(f,B’)
F(B, &) — = F(B. B)

on peut alors noter F(f, f') = F(A, f);F(f,B")=F(f,A);F(B, ") € E(F(A,A"),F(B,B)).

Exercice 21
Montrer qu’un bifoncteur de C et D dans E est la méme chose qu’'un foncteur de C x D dans E.
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Définition 11 (Transformation naturelle)

Soient C et I deux catégories et F' et G deux foncteurs de C dans D, une transformation
naturelle o de F' dans G est donnée par une famille (a4)4ec de morphismes de F(A) dans
G(A) telle que pour tout f € C(A, B), le diagramme suivant commute :

Définition 12 (Adjonction)

Soient C et D deux catégories, F' un foncteur de D dans C et G un foncteur de C dans D, une
adjonction ¢ entre F et G est une bijection entre C(F(A’), A) et D(A’, G(A)) (pour tout objet
A" de D et tout objet A de C) telle que, si f' € D(B’, A’) et f € C(A, B) le diagramme suivant
commute :

C(F(A'), 4) C(F(B), B)
DA, G(4)) D(B',G(B))

155G )
on note souvent :
FA)— A
A — G(A)

S’il existe une adjonction entre F' et G, on dit que F' est adjoint & gauche de G (resp. G est
adjoint a droite de F'), noté F - G.

Si F' 4 G, on peut définir deux transformations naturelles :

ea =@ '(idgay) €C(F(G(A)),A)
na = @(idpary) € DA, G(F(A")))

donc ¢ est une transformation naturelle du foncteur F' o G dans le foncteur id et n est une
transformation naturelle du foncteur id dans le foncteur G o F'. De plus :

F()=Fn);ep.
G() =gy ; Gle)

4.2 Catégories cartésiennes fermées
Définitions

Définition 13 (Catégorie cartésienne)

Une catégorie cartésienne est donnée par :
— un produit pour chaque paire d’objets
— un objet terminal

Exercice 22
Montrer que, si C est une catégorie cartésienne, (A, B) — A x B définit un bifoncteur de C et
C dans C.

Montrer que (f,g) = (id, id) ; f x g.
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Dans une catégorie cartésienne, on peut définir les morphismes suivants :

termy A— T

Ay :A— AxA = (ida, ida)
'yzB :AXB%BXA :<7TBa7TA>
unity A" AxT = (ida, termy)
assocy p o (AxB)xC S AX (BxC) ={(Taxp;ma, {Taxp; T8, TC))

Exercice 23
. x—1
Montrer que m4 = idyg X termp ; umtfl .

Exercice 24
Montrer que les isomorphismes ci-dessus sont bien des isomorphismes.

Exercice 25
Montrer que les familles de morphismes ci-dessus sont des transformations naturelles.

Dans ce qui suit, on omettra souvent les morphismes d’associativité.

Définition 14 (Catégorie cartésienne fermée)

Une catégorie cartésienne (C, x, T) est cartésienne fermée si, pour chaque objet A, le foncteur
-x A de C dans C a un adjoint & droite que 'on note A — _ (appelé ezponentiation cartésienne).
On note curry cette adjonction.

Dans une catégorie cartésienne fermée, on peut définir les morphismes suivants :
evap (A= B)xA—DB = curry(ida_B)

Lemme 6 (Naturalité de I'évaluation)
Pour tout objet A, la famille (eva B)pec est une transformation naturelle :

(A= f)xA

(A->B)x A (A= DB)x A
eUA’Bl \Lm}A’B/
B 7 B’

DEMONSTRATION :  On a curry(evap; f) = A — f = curry((A — f) x A; eva p) donc le
diagramme commute puisque curry est une bijection. O

Proposition 19 (Bifoncteur fleche)

(A = D) aec s’étend en un bifoncteur - — _ de C°P et C dans C (on dit qu’il est contravariant
a gauche et covariant a droite).

DEMONSTRATION : Si f € C(4', A) et g € C(B, B’), on définit f — g = curry((A — B) x f;
evap;g) € C(A— B,A — B').
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Si ffe C(A", A" et ¢ € C(B',B"), le diagramme suivant commute :

(f—B)xA” (A'—g)x A"
- > R

(A B) x A (A' = B) x A" (A — B') x A
(A= B)x f’ (A'=B)x f' (A'B')x f!
(A= B)x A TN gy sar AN By

(A= B)x f
(A—>B)x A €A B vy pr
€VA B
B _ B

Les deux premiers carrés commutent par fonctorialité de x. Le troisieme carré commute
parce que curry(h) x A;evap = hsi h € C((A" — B) x A, B) puisque curry est une
adjonction. Enfin le quatriéme carré commute par le lemme 6.

Si on compose & droite par ¢’ et si on applique curry a chacun des deux bords du dia-
gramme, on obtient :

curry(((f = B); (A" — g)) x A" (A" = B') x s evarpr 3 g')
=(f = B); (A" = g); curry((A" = B') x f's eva 55 g')
=curry((A— B) x fievap); (A =g);f =4
=curry(A— B)x fievap;q);f —4d
=f—=g:f =4
et curry((A — B) x (f'; f) i evapig;9) = (f'5 f) = (95 ¢') qui sont donc égaux. O

Interprétation du \-calcul

Soit C une catégorie cartésienne fermée, on va définir une interprétation des A-termes sim-
plement typés par des morphismes de C qui traduit la S-réduction et la n-réduction par I’égalité.
On dit alors que C est un modéle dénotationnel du A-calcul simplement typé.

On suppose fixée une interprétation de chaque variable de type X par un objet [X] de C.
Un type est interprété par un objet de C par [A — B] = [A] — [B].

Une dérivation de typage terminant par le jugement xy : Ai,...,x, : Ay F ¢t : A est
interprétée par un morphisme [t] de [A1] x --- x [A,] dans [A] :

(var) [T] x [4] =74, 147

(lam) [I] <0, 147 - [B]

(app) [1] s (4] - [B]) x [4] 2L 1]
Lemme 7 (Substitution)
o] 2, gy = prp E0 g B g

DEMONSTRATION : Par récurrence sur la dérivation de ',z : A+t : B :
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(var) Sit =z, [t] = mpap donc (idyry, [u]) ; [t] = [u]-
(var) Sit=y#z,onal,x: Ajy: BFy: Bet [t] = mgp) donc (idpry, [u]) ; [t] = [¢]-
(lam) Sit= Ay.t’,on a :
(idpry, [ul) 5 curry([¢']) = curry((idyry, [u]) x [A]; [£T)
= curry((idiryxpa, 7pey 5 [ul) 5 [#])
= curry([t'["/=]1)
= [t /=]l

(app) Sit= ()", on a:
(idpry, [ul) 5 ([ED 187D 5 evpan, ey = (Cidpry, [ul) 5 [E'], Gidpry, [ul) 5 171 5 evparg, iz
(/L 110D 5 evpan s
L))" /211

Théoréme 4 (Correction)
Relativement a linterprétation [.], toute catégorie cartésienne fermée est un modéle dénotationnel
du A-calcul.

DEMONSTRATION :  On montre que [(Az.t)u] = [t[*/.]] :

([A] = [B]) x [A]

(curry([tD), [ul) W

[T] curry([£]) [A] [B]

(idgry, ful) I1]
[FT > [A]

ou le premier triangle commute par bifonctorialité de x et le second car curry est une
adjonction. On peut alors conclure par le lemme 7.

On montre que [Az.(t)z] = [t] si # ¢ t. On a une dérivation d; de ',z : A-t: A — B
a partir de laquelle on peut construire une dérivation dy de I' H ¢t : A — B et on vérifie
facilement que [di] = mry ; [d2] € C([I'] x [A], [A] — [B])- On a alors :

[Ae.(t)a] = curry({[di], mpap) 5 evpap,ay)
= curry((mry 5 [da], map) 5 evpap,isy)
= curry([dz2] x [A] ; evpap,ip1)
= [d2]

Le modéle ensembliste

On considere I'exemple concret de la catégorie Ens dont les objets sont les ensembles et dont
les morphismes sont les fonctions.

On a les propriétés suivantes :

— La catégorie (Ens, x, {x}) (ou x est le produit cartésien usuel) est une catégorie cartésienne.
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— La fonction qui & une fonction f : A x B — C associe la fonction f’ : A — CP telle que
f'(z)(y) = f(z,y) est une adjonction entre les foncteurs _ x B et (_)?

donc (Ens, x, {*}) est une catégorie cartésienne fermée.

Il est donc possible d’interpréter le A-calcul simplement typé dans la catégorie Ens. L’intui-
tion qu’un A-terme est une fonction est alors concretement réalisée.

Remarque : Réciproquement, toute fonction n’est pas l'interprétation d’'un A-terme. En effet,
si on considere le cas particulier o1 on a un unique type de base o que l'on interprete par un
ensemble o] & deux points, il y a quatre éléments dans [o][°] alors qu’il n’y a qu’un seul A-terme
clos de type 0 — o qui est Az.z (interprété par la fonction identité).

On dit que le modele ensembliste n’est pas complet.

4.3 Catégories monoidales

Définition 15 (Catégorie binoidale)
Une catégorie binoidale est une paire (C,®) ou ® est un foncteur binoidal de C et C dans C.

Dans une telle catégorie, un morphisme f € C(A, B) est central (noté f € C*(A,B)) si,
pour tout f' € C(A’, B'), les diagrammes suivants commutent :

Aof w
Aod 20 Ao p AoAL vop
f@A’l lf@B’ f’@Al lf’@B
/ ! / !
BoAN5—=BOB BoA5=B OB

on peut alors noter f © f/' = Ao f ;foB = foA;Bof € CA®A,BO B) et
frof=Aof;floB=fo0A;B'0feCAOAB ®B).

Définition 16 (Catégorie pré-monoidale)

Une catégorie pré-monoidale est donné par (C, ®, I, ((1550027370)(A,B,C)e<c3a (um’t{é‘@)AeC, (unit,®) aec)
ou (C,®) est une catégorie binoidale, I est un objet de C et (a850627B7C)(A,B,C)€(C37 (unit®) acc

et (unit},”) aec sont des isomorphismes naturels centraux avec :

- assoch,C €eC((A®B)®C,A® (Bo ()
— unit® € C*(A, A1)
— unit,® € C*(A, 1o A)
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tels que unit; ® = unit,® et les diagrammes suivants commutent :

(A®B)o (C®D)

(A®@B)oC) o ®(B® (C® D))

(A®(BoC)) - Ao (BoC)®D)
assocA’BQCyD
A®B
uﬁég/ \Q@fQ
(AI)eB - A®(I1®B)
aSSOCA,I,B

Remarque : La propriété unit;® = um'tf[Q peut en fait se déduire des autres axiomes.

Définition 17 (Catégorie pré-monoidale symétrique)

Une catégorie pré-monoidale est symétrique si elle est munie d’un isomorphisme naturel central
(723)@,3)6@2 avec 723 € C*(A®B, B®A) tel que 723;7814 = idaep et tel que les diagrammes
suivants commutent :

assocS ~@
(AoB)®C P A0BoC) —2 s (BoO)o A
Vg’BQC\L \Lassocg’c’A
(BoA)©C———Bo(A0C) ——~Bo(CoA)
assocp 4 o B@’YA’C
A
AGI IOA

Ya,1
Remarque : Cette derniere propriété peut en fait se déduire des autres axiomes.

Définition 18 (Monoide)
Soit (C, ®, I, (a58002737c)(A,B,C)6C37 (unit' ) acc, (unit’,®) acc) une catégorie pré-monoidale, un
®-monoide est un triplet (A, ¢, wy) olt A est un objet de C, ¢ € C*(A®A, A) et w € C*(T, A)
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tel que les diagrammes suivants commutent :

QoA
(Ao A) oA ®A
\g‘\
assocg’AyA A
i
AO(AGA
© ( © ) A@cg
A@wf‘) w%@A
Aol AOA ICA
©
um’ti‘@ A um't;‘®
A

Si la catégorie est de plus symétrique, un @-monoide symétrique est un O-monoide tel que
le diagramme suivant commute :

AOA AGA

\/

Un ®-comonoide (resp. ®-comonoide symétrique) dans C est un ®-monoide (resp. ®-
monoide symétrique) dans C°P.

Définition 19 (Morphisme de monoide)

Soient (C,©®,1I, (assoc%B’C)(ABp)eCs, (unit' ) acc, (unit,®) acc) une catégorie pré-monoidale
et (A,c%,w%) et (B,c%,w%) deux ®-monoides de C, un morphisme central f € C*(A4, B) est
un morphisme de ®-monoide si les diagrammes suivants commutent :

Ac0Al% ponB I
© ©
CQl l‘f@ w/ Yg
A B
A B A - B

Remarque : Si C a une structure de catégorie pré-monoidale pour ®, en prenant comme objets
les ®-monoides de C et comme morphismes les morphismes de C qui sont des morphismes de
monoide, on obtient la catégorie des ®-monoides de C notée ®-Mon(C) (de la méme maniere
on peut construire la catégorie des ®-comonoides de C notée ®-coMon(C)).

Définition 20 (Catégorie de monoides)

Une catégorie pré-monoidale symétrique (C, ®, I, (GSSOC%,B,C)(A,B,C)eC% (um’t%@)Aec, (umtTAQ)AeC, (723)(1473)6
est une catégorie de monoides si chaque objet A est donné avec une structure de monoide
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symétrique (4, cS,w3) telle que :

A@wgB@B
A®GBOAOGB A©A®BGOB
AGOB
um’tlIQ
I IOI I
\ / w?\( )idl
wion wi Qwi
AGB I

Définition 21 (Catégorie monoidale)
Une catégorie monoidale (C,®, 1, (assoc 5 C)(A,B,C)EC? s (unit®) acc, (unit’y®) acc) est une catégorie
pré-monoidale dans laquelle ® est un bifoncteur (i.e. tout morphisme est central).

Une catégorie monoidale symétrique est une catégorie pré-monoidale symétrique qui est
monoidale.

Exemple 9

Toute catégorie cartésienne est une catégorie monoidale dans laquelle chaque objet a une struc-
ture de x-comonoide symétrique (c’est méme une “catégorie de comonoides”).

4.4 Catégories de controle

Définition

Une catégorie de contréle est donnée par (C, x, T, %, L, (aSSOCE,B,C)(A,B,C)€C37 (unity®) acc, (unity®) acc, (v

(C, x, T) est une catégorie cartésienne fermée (on note - — _1’exponentiation cartésienne).
(C, 3, L, (assoc} o) (a,B.0)ecs, (unity”) acc, (unity”) acc, (VA p)a,B)ece, (€1)aec, (w}) aec)
est une catégorie de monoides.

— On a distributivité du % sur x, i.e. pour tout objet C, le foncteur C % _ préserve les
produits finis (C% (Ax B) ~ (CBA)x (C®¥ B) et C® T ~ T) et, de plus les projections
w4 sont toutes des morphismes de monoide.

On peut alors définir I'isomorphisme naturel central :

(ABTR,ABTc)
N

distra po =A% (B x C) (A% B) x (AR C)

— On définit la force exponentielle stra p,c € C((C — A)BB,C — (A% B)) par curryfication
de :

((C—A)ZB)x (CBwR) evc, A% B

(C' = AFB)xC (C = ABB)x(CFB) Brmc2ac” (0 Ly A)x )3 B

ot il manque certains morphismes unit® et W?_-
On demande que (stra B,c)(a,B,c)ecs S0it un isomorphisme naturel.
On peut définir de méme : str’g pc € C(A% (C — B),C — (A% B)). On demande que
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le diagramme suivant commute :

str’c— A,B,D

(C— A)%®(D— B) — D— ((C— A% B)
lD*}StT’A’B’C
stra,p—B,C D — (C — (A 7 B))

B —
C— (A% (D — B)) e p— C—(D— (A% B))
ou ccc signifie que 'on applique le morphisme de catégorie cartésienne fermée canonique
correspondant.
Enfin on demande que la structure de monoide de A — B soit reliée a celle de B par la
commutation des deux diagrammes suivants :

str’a B, B,A A—>strp. B, A

(A— B)®%(A— B) A— ((A— B)® B) A—A— (B%B)

l cce

(Ax A) — (BB B)

CE—)B
AA—)CE
A— B
T— 1
wk\ ;%A—WB
A— B

Interprétation du A\u-calcul

Soit C une catégorie de controle, on va définir une interprétation des Au-termes simplement
typés par des morphismes de C qui traduit les réductions 5, n, u, p et 8 par ’égalité.

On suppose fixée une interprétation de chaque variable de type X par un objet [X] de C.
Un type est interprété par un objet de C par [A — B] = [A] — [B].

Une dérivation de typage terminant par le jugement xy : Ay,...,x, : Ay Ft: A aq :
Bi,...,ap @ By, (vesp. x1 : Ay,...,zp  Ap B n| a1t By,...,q, : Bp) est interprétée
par un morphisme [¢] (resp. [n]) de [A1] x --- x [A,] dans [A] & [B1] & --- & [By,] (resp.
[B1] % ---® [Bn]) :

(var) [T x [A] ~2% [A]
(tam) [r] <2 a] - (1] % [A))
(app) [r] L, (141 = [B) 3 [AD x ([4] 3 [AD

[A]) 3 [A] 2 115 [a]
(nom) [1] > [4] 3 [4] 5 [a] 275,
(muy [1] £ [4] 3 [4]

Théoréme 5 (Correction)
Relativement a linterprétation [.], toute catégorie de contrile est un modéle dénotationnel du
Ap-caleul.

um’iﬁf4 [A]

(A1 L AL g AT
strig],[a],[A] ~ ([A] — [B]) #® [A]

distria],[a]—[B],[A]

((IA] = [B]) x

[A] % [A]
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Troisieme partie

Logique linéaire
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Chapitre 5

Calcul des séquents

A travers Détude des interprétations calculatoires de la logique classique et de la logique
intuitionniste, on a vu que les régles structurelles jouent un role clef. La logique linéaire est
basée sur un controle strict de ces regles.

5.1 Regles

Connecteurs multiplicatifs et additifs

On considere le calcul des séquents de la logique classique sans les régles structurelles. Le
choix d’une formulation additive ou multiplicative pour les regles prend alors toute son impor-
tance puisque les différentes formulations ne sont équivalentes que grace aux regles structurelles.

Si on s’intéresse aux connecteurs A, V et - que 'on renomme ® (“tenseur”) pour le A
multiplicatif, & (“avec”) pour le A additif, % (“par”) pour le V multiplicatif, ® (“plus”) pour
le v additif et (.)* (“orthogonal”) pour —, on obtient les régles suivantes :

. PEAA  TARA
A4 T F A, A cu
DEAA  T'EBA o DABFEA o
T.T'FA® B,A,A T.A© BF A
DEABA DAFA TBEA
TFAXB,A R T, AN BFA,A
THFAA TFBA T Ak A I.BFA
TrAGBA SR TAGBr A M T AGBL A e
DEAA o LEBA o LAFA  TBREA
TFAoB,A oM TFAoB,A 2 T AoBra ©
TAFA THAA
’7. R 7,.lL
FFA{A() RALFA()

On constate, comme dans le cas de LK, que I'on a une symétrie parfaite entre gauche et droite
et que la négation linéaire (.)* échange les deux cotés. On peut donc utiliser une formulation
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monolatere du calcul des séquents en définissant la négation par des lois de De Morgan :
(XH)* =
(A® B)* = A#@Bi
(A% Bt = At @ B+
(A& B)* = At & B+
(A® B)t = At & Bt

. 1
ce qui donne A+ = A.
On obtient les formules suivantes :

A= X | ABA | A&A
| Xt | A®A | A9 A

et on utilise des séquents de la forme F T

— oz FT,A A AL t
FTA_ FAB FTAB
FT,AA® B FT,AX B
FTA kLB FnA -.B
FT,A& B FT,AeoB FT, Ao B ?

Ce systeme est le fragment multiplicatif-additif de la logique linéaire que I’on note MALL.
Si on ne prend que les connecteurs multiplicatifs, on obtient MLL et si on ne prend que les
connecteurs additifs, on obtient ALL (peu usité).

Exercice 26
Montrer que dans ALL, un séquent prouvable contient exactement deux formules.

On peut tenter de donner quelques intuitions sur la signification des connecteurs :

— si on a une preuve de A ® B, elle nous fournit simultanément une preuve de A et une
preuve de B

— sion a une preuve de A& B, on peut 'utiliser, & notre convenance, soit comme une preuve
de A soit comme une preuve de B (mais pas des deux simultanément)

— si on a une preuve de A @ B, elle nous fournit soit une preuve de A soit une preuve de B
mais le choix ne nous appartient pas.

Exercice 27 (Isomorphismes)
Montrer que tous les connecteurs sont associatifs et commutatifs.
Montrer que 'on a les distributivités suivantes :

A®(B®C) - (A®B)& (A®C)
AR (B&C) - (ABB) & (AR C)

Il est souvent pratique de définir le connecteur “fleche linéaire” A — B. Comme pour —
dans LK, on peut I'obtenir par négation et disjonction : A — B = A+ % B (ainsi A — B ~
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Bt — A1), On peut alors dériver les régles de calcul des séquents :

I'AFB,A '-AA T/ BrA
I'HA—B,A LI/, A— BFA A
FT,A+. B FT,A FA, Bt
FT,A—B FT,A, (A — B)*

Elimination des coupures
On va se contenter de donner les cas clefs :

—— ax
FT,A AL A - ET A

FT, A cut ’
FT.A_ FAB FE A Bt 5 FAB FE AL BL .
FT,A,A® B FE,AL D Bt ~ FT,A FAE AL
FT,A,= cut FT,A,= cut
FT,A +T,B FA AT 1
TTALE Y TaAen L o~ DRA_LAA
| TA cut RT.A
FT,A +T,B - A, Bt .
FT,AL B FAAlopl 2 o~ LB FAB
: FT.A : cut "F,A

)

Exercice 28
Définir les étapes commutatives et montrer le théoreme d’élimination des coupures.

Connecteurs exponentiels

Les systemes que 'on a obtenus sont malheureusement “peu expressifs”. Notamment si on
s’intéresse a la logique classique ou a la logique intuitionniste, il est nécessaire de pouvoir parler
de regles structurelles. Tout est dans la maniere de les réintroduire.

On ajoute deux connecteurs duaux : !A (“bien siir”) et 74 (“pourquoi pas”) avec (1A)+ =

74L et (74)L = 1AL,

A= X | ABA | A&A | 74
| X+ | A@A | AeA | A

Au lieu d’appliquer les regles structurelles sur n’importe quelle formule, seules celles dont
le connecteur principal est 7 pourront étre affaiblies et contractées (d’une certaine maniere les
reégles structurelles deviennent des regles logiques) :

FT,A FT,7A,7A FT FIT, A
—=5 1d — ¢ T o Jw — 7|
FT,7A FT,7A4 HI,7A F T 1A

La régle 7d (“déréliction”) permet a toute formule de devenir sujette aux régles structurelles.
Les regles 7w (“affaiblissement”) et ?¢ (“contraction”) sont les regles structurelles habituelles
mais ne s’appliquent qu’aux formules dont le connecteur principal est ?. La régle ! (“promotion”)
est la plus subtile. Elle permet de rendre une formule (et surtout la preuve correspondante)
duplicable (ou effagable), mais ceci nécessite un contexte adapté. On peut comprendre ! A comme
“A autant de fois que l'on veut”. La regle écrite sous la forme :
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TFA

14 -
dit que si A est obtenue a partir d’hypotheses utilisables autant de fois que 'on veut alors A
elle-méme peut étre utilisée autant de fois que 'on veut. Une autre maniere de comprendre la
contrainte de contexte de cette régle est de regarder 1’élimination des coupures.

Le fragment obtenu en ne considérant que les connecteurs multiplicatifs et exponentiels est
appelé MELL (il est suffisamment expressif pour que 1’on puisse y interpréter le A-calcul comme
on le verra au chapitre 7).

On obtient les nouvelles étapes clefs d’élimination des coupures suivantes :

- 7T, A A A

oy ——————17d A FA AL
FIT,1A ° FA7AL ~ : : cut
T o — e A
-0, A
7T, A FA2AL 2A F,A o BAVIAC FA7AT A
T A FAAL C - T IA Fona Al
FTLA cut LA cu
A C
- T, A EA
A — a9
A racal Y s —=EA
: T A : cut FLA
-0, A
A 7AL ’
7t:§7'f14! t;ﬁ’(}';’é! . FmiA' rrar4bB t
{ ! ! { ! CUu
BTN I FIMIAB
LA, 70, 7A,1B

Exercice 29 (Isomorphismes)
Montrer que :

(A& B) ~1A® B
2(A® B)~?A% 1B

Eléments neutres

On définit quatre éléments neutres pour les quatre connecteurs multiplicatifs et additifs : 1
(“un”) pour ®, L (“bottom”) pour %, T (“top”) pour & et 0 (“zéro”) pour & :
A = X | ABRA | A&KA | L | T | 74
| X+ | A@A | AeA | 1 | 0 | A
Les regles sont obtenues comme les cas 0-aires des regles de connecteurs binaires correspon-
dants (en particulier deux regles pour @ donc aucune pour 0) :

- T -
B —r L T |
Les étapes clefs d’élimination des coupures sont :
FT
EERE= O Lt — BT
FT cu

puisqu’il n’y a pas de regle pour 0.
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Exercice 30 (Isomorphismes)
Montrer que les quatre éléments neutres sont neutres pour le connecteur correspondant et que :

AR0~0
AR T ~T
IT~1
70~ 1

On peut résumer les rapports entre les différents connecteurs de la maniére suivante :

1 2 ?

/ A
/ / %

T & v

On passe de devant a derriere en passant d’'un caractére conjonctif & un caractere disjonctif
(par négation (.)1). On passe de haut en bas en passant d’un caractére multiplicatif & un
caractere additif. On passe de gauche a droite en passant du cas O-aire, au cas binaire puis au
cas infinitaire.

Expansion des axiomes

Il est possible de dériver le séquent F A+, A & partir d’axiomes portant uniquement sur des
variables. Pour cela, il suffit d’utiliser les transformations suivantes :

— axr — axr
e FAL A + B+, B o
FA-® B A®B ~ At ® Bt A B 5
FAt@ B+ A% B
— aX — ax
e FAL A o +BL. B o
FALte BLALB ~ FaleBl A ' FAleBLB &2

FAt® B A& B

Faal Y
——az — 7’l?d
F1A4,7A FATA
F1A4, 74+
) 1,1
Fo, T @ o~ Fo.T |
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5.2 Réversibilité et focalisation

Définition 22 (Connecteur réversible)
Un connecteur o est réversible si lorsque F I', A est dérivable avec o connecteur principal de A,
alors - I', A est dérivable avec comme derniére régle une regle d’introduction de o.

Remarque : Cette notion est liée a l'existence de regles d’introduction réversibles mais est
cependant différente. Ainsi la régle de 1 est réversible mais 1 ne ’est pas a cause de - 1,1 par
exemple.

Les connecteurs réversibles de LL sont %, &, 1 et T :

axr axr
AL A B+, B

FT,A® B s FT, A% B HAt® B A B .
"TAB cu
FT,A% B
——— ar — ar
FAL A +BL B
"T.ALB ~ FLA&B FAteBLA 2 FT,A&4B FA‘®BLB
FT, A cu "T.B
FT,A& B
—1
kL FLo
FI, L ~ T N cu
T, 1L
-

FILT o~ FOLT

Les autres connecteurs sont irréversibles. Pour ®, @, 1, 0 et ?, il suffit de considérer le cas de
l’axiome F AL, A avec pour connecteur principal de A le connecteur en cause. Pour !, les choses
sont un peu différentes et on obtient I'irréversibilité en considérant le séquent + ?X %3 7Y, 1 X+
par exemple.

Ceci nous donne une définition “négative” des connecteurs irréversibles. Il existe une pro-
priété “duale” de la réversibilité et qui concerne les connecteurs irréversibles : la focalisation.

Les connecteurs réversibles sont appelés négatifs : %, &, L et T auxquels on ajoute également
7. Dualement les autres connecteurs sont appelés positifs. Une formule est positive si son connec-
teur principal est positif et négative si son connecteur principal est négatif. La couche positive
d’une formule est définie par : la couche positive d’une formule négative (ou d’un atome) est
vide, la couche positive de 1, 0 et !A est son connecteur principal et la couche positive de A® B
et de A @ B est obtenue a partir de celle de A et de celle de B en ajoutant ® ou &. Attention
le connecteur ! n’est pas traité de la méme maniere que ® ou &, ainsi la couche positive de
XBY)o(1lo!(L0)) et _®(1d!).

Proposition 20 (Focalisation)

Soit = T' un séquent ne contenant que des formules positives (et éventuellement des atomes),
si b I' est prouvable alors il existe une formule P dans I' telle que - T soit prouvable par une
prewve qui termine par les régles d’introduction de la couche positive de P (on dit alors que la
preuve est focalisée ).

Exemple 10 (Preuve focalisée)
La preuve suivante n’est pas focalisée :
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FXX¢ax FYYLM

®
FX®Y, XLyt Flg
FXQY,Xtel,YV+t o
1
FXeY)o L, Xtel,v+
mais voici une preuve focalisée du méme séquent :
— AT [
FX, X+t .
® ax
FX,Xtol FY, Y+t
FXQY,Xtel, Yt
@1

FXeY)e L, Xtel1,Yt

5.3 Logique Linéaire Intuitionniste (ILL)

La logique linéaire intuitionniste ILL est obtenue a partir de la présentation bilatere de la
logique linéaire en imposant que les séquents aient exactement une formule & droite I' = A. Ceci
entraine la disparition des connecteurs (.)L, %, L et 7 (mais on peut par contre conserver —o) :

A= X | A—A | ARA | A&LA | A®A | 1A | 1| T | 0

Les regles deviennent :

. TFA  AAFC
AR A T.AFC

cut

r-A  AEB o rAB-C
T.AFA® B T Ao BrcC ©
T,AFB T4 ABFC
I'FA—-B ° ILAJA—-BFC
A TFB ILAkC I,BFC
Y RA&BFngl RA&BFC&M
T A T B I A-C T,B+rC
TFAeB 4 TrAdeB oh2 T AcBrc ¢
T A T AFC T,IA AR C rC
— = e, AR N B =S
Tria R riArc ‘b TiArc “h TIAFC WAL
S rkC -
1 IR Tirco L TFT R rorc b

On peut vérifier que I’élimination des coupures de LL préserve la contrainte “exactement
une formule a droite” et donc s’applique a ILL.

Afin de comparer ILL et LL, on peut définir une notion de polarisation intuitionniste sur les
formules de LL. On obtient deux classes de formules, les formules output et input :

O = X | IBO | ORI | O®0 | O&O | OO | 1O | 1 | To |
I == Xt | O®I | I®O | I®I | I®l | I&I | 21 | L | 07 |
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Lemme 8 (Formule output)
Si T est prouvable dans le fragment de LL n’utilisant que des formules polarisées intuitionnis-
tiquement sans utiliser la régle T alors I' contient exactement une formule output.

DEMONSTRATION : Par récurrence sur la longueur de la preuve dans LL. O

Proposition 21
En labsence des connecteurs 0 et T, ILL est le fragment de LL n'utilisant que les formules
polarisées intuitionnistiquement.

DEMONSTRATION :  Si T A est prouvable dans ILL, il I'est immédiatement dans LL. Si - T'
est prouvable dans LL en n’utilisant que des formules polarisées intuitionnistiquement,
par le lemme 8, on peut écrire - I' sous la forme A F A ou A et A ne contiennent que
des formules output donc des formules valides dans ILL et les regles de LL appliquées sont
alors exactement celles de ILL. a

On peut étendre ce résultat & T en imposant que, dans le fragment de LL polarisé intuition-
nistiquement, la régle T introduise des séquents avec exactement une formule output.

De maniere plus générale, il est naturel d’étudier le systeme sans éléments neutres pour
obtenir des propriétés (comme ici l'existence et 'unicité d’une formule output) puis d’imposer
aux éléments neutres de respecter ces propriétés (ce qui est suffisant pour qu’ils soient des
éléments neutres). Les éléments neutres n’ont pas a violer des propriétés intrinséques du systéme
(ce qui arrive trés naturellement avec T si on ne fait pas attention).

Logique linéaire intuitionniste stricte (sILL)

Si on s’intéresse a la prouvabilité des formules, on peut également obtenir un résultat en
omettant les connecteurs @ et 0 dans ILL. On appellera logique linéaire intuitionniste stricte
sILL le systeme obtenu.

La notion de polarisation intuitionniste stricte est donnée par :

o == X | i%o | o®i | o®o | o&ko | lo | 1 | T
o= Xt | o®i | i®o | i®i | i®i | Y | L | 0

Lemme 9 (Formules outputs strictes)
Si T est prouvable dans le fragment de LL n’utilisant que des formules polarisées intuitionnis-
tiquement strictes alors I' contient au moins une formule output stricte.

DEMONSTRATION : Par récurrence sur la longueur de la preuve dans LL. O

Lemme 10 (Séquents intuitionnistes stricts)

Si w est une preuve dans le fragment de LL n’utilisant que des formules polarisées intuitionnis-
tiquement strictes du séquent = I' qui contient exactement une formule output stricte alors tous
les séquents de m contiennent exactement une formule output stricte.

DEMONSTRATION : Par récurrence sur la longueur de la preuve dans LL. Le cas essentiel est
celui d’une preuve terminant par ’application d’une regle de ® introduisant ¢ ® o :

FTi FAo
FIVAi®o

Par hypothese I'; A contient exactement une formule ouput stricte. Si elle est dans I, on
peut appliquer I’hypothese de récurrence aux deux prémisses et on a le résultat. Si elle
est dans A, alors F I', % ne contient que des formules inputs strictes ce qui est impossible
d’apres le lemme 9. Le cas de la coupure est traité de la méme maniere. O
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Proposition 22

Les formules prouvables dans sILL sont exactement les formules outputs strictes prouvables dans
LL.

DEMONSTRATION :  Si A est prouvable dans slLL, elle correspond & une formule output stricte
qui est prouvable dans LL : il suffit de traduire regle a régle. Pour la réciproque, on
considere une preuve 7 n’utilisant que des formules polarisées intuitionnistiquement strictes
(ce qu’on obtient facilement quitte & éliminer les coupures si nécessaire). Par le lemme 10,
tous les séquents de m contiennent exactement une formule output stricte. Les régles de
LL appliquées sont alors exactement celles de slLL. O
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Chapitre 6

Réseaux de preuve

Les réseaux de preuve fournissent une syntaxe pour la logique linéaire qui s’abstrait de la
notion de séquent et de contexte permettant une représentation plus canonique des preuves
et une diminution du nombre d’étapes commutatives dans I’élimination des coupures. Cette
représentation graphique fournit un objet plus géométrique pour ’étude des preuves.

6.1 MLL

Structures de preuve

Pour éviter les étapes commutatives de I’élimination des coupures, on cherche a “éviter” les
contextes, on représente chaque régle par un nceud ne concernant que les formules actives (on
remarque que cette approche identifie géométriquement les régles ® et %% puisqu’elles possedent,
toutes les deux, deux prémisses actives et une conclusion principale).

Définition 23 (Graphes)
Un graphe orienté G est donné par deux ensembles Gy (neuds) et Gy (arétes) et deux fonctions
s (source) et b (but) de G; dans Gj.

Un chemin dans un graphe orienté est une suite aq, ..., ap (ou k > 0 est la longueur du
chemin) d’arétes telle que pour tout 2 < i <k, s(a;) = b(a;—1). On dit qu’il s’agit d’un chemin
de s(a1) a b(ag) ou de a; & ay.

Un graphe orienté est acyclique s’il n’existe aucun chemin de longueur non nulle allant d’un
neeud a lui-méme.

Sin € Gg, on appelle prémisses de n les arétes dont le but est n et conclusions de n les
arétes dont la source est n.

Un graphe (non orienté) est donné par deux ensembles G et G et par une fonction e de
(1 dans les parties de G a un ou deux éléments.

Un chemin dans un graphe (non orienté) est une suite aq, ..., ax (ou k > 0 est la longueur
du chemin) d’arétes telle qu’il existe une suite de nceuds ng, ..., ng avec, pour tout 1 < i < k,
e(a;) = {n;—1,n;}. On dit qu’il s’agit d’un chemin de ny & ny ou de a; a ag.

Un graphe non orienté est acyclique s’il n’existe aucun chemin de longueur non nulle allant
d’un neeud a lui-méme.

Un graphe non orienté est connezxe si pour tout couple de sommets (n1,n2) il y a un chemin
de n1 a no.

Etant donné un graphe orienté, le graphe non orienté associé est obtenu en prenant pour

tout a dans Gy, e(a) = {s(a),b(a)}.
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Définition 24 (Graphe étiqueté)
Un graphe étiqueté par un ensemble £ est un graphe G muni d’une fonction de I’ensemble de
ses arétes (G dans L.

Les graphes que 1’on va considérer sont des graphes étiquetés par des formules. L’étiquette
d’une aréte sera souvent appelée son type.

Définition 25 (Sortes de noeud)
Une sorte de neeud s est donnée par deux entiers p(s) et c(s) (le nombre de prémisses et le
nombre de conclusions) et des contraintes sur les étiquettes des prémisses et des conclusions de
la forme : si les étiquettes des i¢, j¢ et k® prémisses sont ... et celles des m® et n® conclusions
sont ... alors celle de la p°conclusion (ou prémisse) est ....

Un alphabet de neuds est un ensemble de sortes de nceuds.

On s’intéresse pour I'instant aux sortes de nceuds suivantes :

— sorte ax : aucune prémisse, deux conclusions, si I’étiquette de la premiere conclusion est
A alors celle de la deuxieme est A+

— sorte cut : deux prémisses, aucune conclusion, si I’étiquette de la premiere prémisse est A
alors celle de la deuxiéme est A+

— sorte ® : deux prémisses, une conclusion, si I’étiquette de la premiére prémisse est A et
celle de la deuxieme prémisse est B alors celle de la conclusion est A ® B

— sorte % : deux prémisses, une conclusion, si 'étiquette de la premiere prémisse est A et
celle de la deuxieme prémisse est B alors celle de la conclusion est A %% B

— sorte ®1 : une prémisse, une conclusion, si ’étiquette de la prémisse est A alors celle de
la conclusion est A ® B (ou B peut étre une formule quelconque)

— sorte ®s : une prémisse, une conclusion, si I’étiquette de la prémisse est B alors celle de
la conclusion est A ® B (ou A peut étre une formule quelconque)

— sorte %7 : une prémisse, une conclusion, si I’étiquette de la prémisse est A alors celle de
la conclusion est A% B (ou B peut étre une formule quelconque)

— sorte %9 : une prémisse, une conclusion, si 'étiquette de la prémisse est B alors celle de
la conclusion est A% B (ou A peut étre une formule quelconque)

— sorte %y : aucune prémisse, une conclusion, 'étiquette de la conclusion est A% B (ou A
et B peuvent étre des formules quelconques)

Définition 26 (Module)
Un module M sur Palphabet de nceuds A est un graphe orienté acyclique (Go, G1,s,b) ou Gy
se décompose en trois ensembles disjoints Gg = P W N W C avec la propriété que :

— aucune aréte n’a pour but un élément de P,

— aucune aréte n’a pour source un élément de C,

— chaque élément de P est source d’exactement une aréte,

— chaque élément de C est but d’exactement une aréte.
Les éléments de N s’appellent les neuds de M.

Ce graphe est étiqueté par des formules (de LL) et muni de :

— une fonction de N dans A

— pour chaque nceud n de sorte s, une bijection de {1, ..., p(s)} dans ’ensemble des prémisses

de n et une bijection de {1,...,c(s)} dans ’ensemble des conclusions de n

de maniere a ce que, pour chaque noeud, les formules associées aux prémisses et aux conclusions
vérifient les contraintes données par sa sorte.

Les arétes dont la source est dans P sont appelées les prémisses de M. Les arétes dont le
but est dans C' sont appelées les conclusions de M et un nceud dont toutes les conclusions sont
des conclusions de M est appelé nceud terminal de M.
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Définition 27 (Structure de preuve)
Une structure de preuve S sur 'alphabet de nceuds A est un module sur A tel que P est vide.

On appelle structures de preuve multiplicatives les structures de preuve sur ’alphabet de
nceuds {az, cut, ®, ¥} (une sorte de noeud par regle considérée).

Remarque : Une structure de preuve multiplicative est automatiquement acyclique (par contraintes
de typage).

Etant donnée une structure de preuve S et un sous-ensemble de ses arétes, on obtient
naturellement un module M sur le méme alphabet de nceuds de la maniere suivante :
— les arétes de M sont celles sélectionnées,
un nceud de S est dans M si toutes ses prémisses et toutes ses conclusions sont sélectionnées,
— la source (resp. le but) d’une aréte est la (resp. le) méme dans M que dans S si le nceud
est dans M, sinon c’est un nouvel élément de P (resp. C),
— les autres données sont obtenues par restriction de celles de S.

Puisque 'on parle ici de graphes, nous allons adopter une présentation graphique des struc-
tures de preuve et des modules qui évite d’énumérer les nombreux éléments qui les définissent.
Les nceuds seront représentés par des cercles (contenant la sorte associée) et les arétes par des
traits reliant leur source et leur but. La source d’une aréte sera celle de ses extrémités la plus
haute et son but sera la plus basse. Les formules associées aux arétes seront représentées a
coté de celles-ci (et parfois omises quand il est possible de les déduire des formules voisines).
La numérotation des prémisses et des conclusions d’un nceud sera donnée de gauche a droite.
Les éléments de P et de C ne seront jamais représentés, les arétes dont la source est dans P
seront représentées comme des traits vers le haut partant de leur but et les arétes dont le but
est dans C seront représentées comme des traits vers le bas partant de leur source. Pour sim-
plifier I’écriture, on notera une suite d’arétes dont les types sont les formules de la suite I' par
deux arétes séparées par des points de suspension (le nombre de formules dans I" donne ainsi le
nombre d’arétes concernées).

On traduit les preuves du calcul des séquents MLL (sans éléments neutres) en structures de
preuve multiplicatives par :

— regle az : la structure de preuve obtenue contient un unique nceud avec deux conclusions :

AAL

— regle cut: si S1 et Sy sont les structures de preuve associées aux deux prémisses de la regle,
la structure de preuve associée a la preuve compléte est obtenue en ajoutant un nceud cut
entre les arétes correspondant aux occurrences de formules actives dans la regle :

r A At A
— regle ® : si 81 et So sont les structures de preuve associées aux deux prémisses de la regle,

la structure de preuve associée a la preuve complete est obtenue en ajoutant un noceud ®
entre les arétes correspondant aux occurrences de formules actives dans la regle :
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— regle % : si S est la structure de preuve associée a la prémisse de la régle, la structure de
preuve associée a la preuve compléte est obtenue en ajoutant un nceud % entre les arétes
correspondant aux occurrences de formules actives dans la regle :

On appelle réseaux de preuve les structures de preuve qui sont I'image d’une preuve de calcul
des séquents par cette traduction.

Critére de correction

On peut facilement voir que toute structure de preuve multiplicative n’est pas un réseau de
preuve, comme le montre ’exemple suivant :

@)

AR At

si cette structure de preuve multiplicative était un réseau de preuve, A @ AL serait prouvable
et ce n’est pas le cas.

Pour caractériser celles qui le sont (sans faire référence au calcul des séquents), on utilise un
critére de correction. Celui que nous étudions ici est dii & Danos-Regnier.

Définition 28 (graphe de correction)
Un graphe de correction est une structure de preuve sur alphabet de nceuds {az, cut, @, %1, 2 }.
Etant donnée une structure de preuve multiplicative S contenant k nceuds de sorte %, un
graphe de correction G est un graphe de correction de § s’il est obtenu a partir de § de la
maniére suivante : on ajoute k nouveaux nceuds dans C, puis chaque noeud n de sorte % est
transformé en un nceud de sorte %7 ou %9 en choisissant I'un des nouveaux éléments de C
comme le but de I'une des prémisses, i.e. on choisit une des prémisses a de n, et si on avait
b(a) =n dans S, on aura b(a) € C dans G.

Remarque : C’est ici qu’on réintroduit une différence entre ® et % alors que ces deux sortes
de nceuds sont traitées de la méme maniere dans les structures de preuve (bien que la logique
fasse la différence).
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Définition 29 (Critere de Danos-Regnier)
Une structure de preuve multiplicative non vide S est correcte si les graphes non orientés associés
aux graphes de correction de S sont tous acycliques et connexes.

Proposition 23 (Correction des réseaux)
Tout réseau de preuve satisfait le critére de Danos-Regnier.

DEMONSTRATION : Par récurrence sur la taille de la preuve dont le réseau est la traduction,
en considérant chaque derniere regle possible :

— regle az : Le réseau a un noeud et deux arétes, un unique graphe de correction qui est
lui-méme et qui est acyclique et connexe.

— regle cut : Un graphe de correction du réseau est obtenu en choisissant un graphe de
correction pour chacun des réseaux obtenus pour les prémisses de la regle et en les
reliant par le nceud cut. Par hypothese de récurrence, ces deux graphes de correction
sont acycliques et connexes, en les reliant par un unique chemin on obtient & nouveau
un graphe acyclique et connexe.

— regle ® : Comme pour cut.

— regle @ : Un graphe de correction du réseau est obtenu en choisissant un graphe de
correction du réseau obtenu pour la prémisse et en ajoutant soit un nceud de sorte %
soit un nceud de sorte %5. Partant d’un graphe acyclique et connexe, on obtient ainsi
nécessairement un graphe acyclique et connexe. O

Théoréme 6 (Séquentialisation)
Une structure de preuve multiplicative correcte est un réseau de preuve.

La démonstration de ce résultat nécessite d’introduire la notion d’empire et de prouver
certaines de ses propriétés. On ne considére désormais (et jusqu’a la preuve du théoreme) que
des structures de preuve sans coupure, i.e. sans noeud de sorte cut (I'idée étant qu’on pourra
les remplacer par des ®).

Si a est une aréte dont on veut préciser le type A, on utilisera souvent la notation a®.

Définition 30 (a-graphe de correction)

Soit a une aréte de la structure de preuve multiplicative S, un a-graphe de correction de S est
une structure de preuve sur l'alphabet de noeuds {az, ®, ®1, ®2, Bo, ¥1, D2} obtenue a partir
d’un graphe de correction de S en déconnectant a du nceud dont elle est prémisse (i.e. son
but est désormais un nouvel élément de C). Le a-graphe de correction associé au graphe de
correction G est noté G [,.

Dans une structure de preuve multiplicative correcte, un a-graphe de correction a au plus
deux composantes connexes.

Définition 31 (Empire)

Soit @ une aréte de la structure de preuve multiplicative S, 1’empire de a, noté emp(a), est
le module de S obtenu en ne conservant que les arétes qui sont connectées a a dans tous les
(graphes non orientés associés aux) a-graphes de correction de S.

Lemme 11 (Constitution d’un empire)
Soient S une structure de preuve multiplicative correcte et a une aréte de S, on a les propriétés
sutvantes :
~ si bB et B sont les conclusions d’un neeud az, b € emp(a) si et seulement si ¢ € emp(a)
— si bB et ¢© sont les prémisses d’un neud B dont a n’est pas prémisse, la conclusion dB3¢
du neeud est dans emp(a) si et seulement si b et ¢ y sont
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— st a est prémisse d’un neud, sa conclusion n’est pas dans emp(a)

— emp(a) est clos vers le haut : les prémisses d’un neud dont la conclusion est dans emp(a)
sont dans emp(a)

— emp(a) est “souvent” clos vers le bas : si b € emp(a) est la prémisse d’un neud dont la
conclusion n’est pas dans emp(a) alors soit a est prémisse de ce neud, soit ¢’est un neud
X et lautre prémisse n’est pas dans emp(a)

DEMONSTRATION : — La définition d’un a-graphe de correction ne touche pas a la source des
arétes donc ne peut pas déconnecter les arétes d’un nceud az de ce nceud. b2 et cB*
sont donc reliées dans tout a-graphe de correction (y compris si 'une des deux est a)
puisqu’elles sont connectées au nceud.

— Si les deux prémisses sont dans emp(a), dans tout a-graphe de correction, la conclusion

est reliée a I'une des deux (puisque a n’est pas prémisse) et elles sont toutes les deux
reliées a a donc la conclusion est reliée a a.
Si dB?C est dans emp(a), soit G un graphe de correction, dans G [, 'une des deux
prémisses est reliée a la conclusion (elle-méme reliée & a), on va montrer que les deux
prémisses sont reliées ce qui permet de conclure. Dans G, un tel chemin existe (et ne
passe pas par d sinon en basculant le % vers la prémisse reliée a la conclusion de d, i.e.
en déconnectant I'autre prémisse, on obtiendrait un cycle), il suffit de montrer qu’il ne
passe pas par a. Si c’était le cas, on pourrait choisir de basculer le % pour relier d%¢ &
la prémisse qui arrive & a par le bas, ce qui nous donne le graphe de correction G’. Ceci
ne touche pas au chemin puisqu’il ne passe pas par d. d ne pourrait alors pas étre reliée
& a dans G’ [, (car le chemin de d & a dans G’ est unique par acyclicité et est coupé
dans G’ [,).

— Si a est prémisse d’'un noeud %, on choisit un a-graphe de correction G qui positionne
le %% vers a et puisque cette aréte est déconnectée du noeud % dans G [,, la conclusion
n’est plus reliée & a (pas d’autre chemin possible par acyclicité).

Si a est prémisse d’un nceud ®, s’il existe un chemin entre la conclusion et a dans un
a-graphe de correction G [, alors il y a un cycle dans G.

— On vient de voir que si la conclusion est dans emp(a), a ne peut pas étre prémisse. Le

cas d'un noeud % a donc été traité juste avant : si la conclusion est dans emp(a), les
deux prémisses aussi.
Dans le cas d’'un ®, puisque a n’est pas prémisse, la conclusion est reliée aux deux
prémisses dans tout a-graphe de correction donc la conclusion est dans emp(a) si et seule-
ment si les deux prémisses le sont aussi (et si et seulement si I'une des deux prémisses
Pest).

— Si a n’est pas prémisse et si le noeud est un ®, on vient de voir que la conclusion est
dans emp(a) dés que I'une des prémisses l'est. Si a n’est pas prémisse et s'il s’agit d'un
nceud ¥, on a déja vu que la conclusion n’est pas dans emp(a) si et seulement si I'une
des prémisse au moins ne ’est pas. a

Lemme 12 (Emboitement d’empires)
Soit S une structure de preuve multiplicative correcte, si l’aréte b n’appartient pas a l’empire de
Uaréte a, alors soit emp(a) C emp(b) soit emp(a) N emp(b) = 0.

Attention, ce résultat est faux si b € emp(a), on peut trés bien avoir a € emp(b) avec un
. . . L .
recouvrement non trivial des deux empires, voir a® et b4~ dans la structure de preuve suivante :
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B® A At ®C

Bi'

DEMONSTRATION : On considére un graphe de correction G ayant les propriétés suivantes :

— si b est prémisse d’un nceud %%, on positionne ce nceud vers b

— si a est prémisse d’'un nceud % dont la conclusion est dans emp(b) (ce qui exclut le cas
précédent par le lemme 11), on positionne ce noeud vers a

— pour tout autre nceud % dont la conclusion n’est pas dans emp(b), on sait par le lemme 11
qu’au moins une des prémisses n’est pas dans emp(b) et on positionne le % vers une telle
prémisse

— pour tout autre nceud % dont la conclusion est dans emp(b) mais pas dans emp(a), de
méme on peut positionner le %% vers une prémisse qui n’est pas dans emp(a).

On montre que les arétes connectées a b dans G [, sont exactement ’empire de b : une

aréte qui relierait emp(b) & son complémentaire serait, d’apres le lemme 11, soit b, soit une

prémisse de noeud ¥ mais ceci est impossible par construction de G.

On montre de méme que la seule aréte de emp(b) dans G qui peut relier emp(a) & son
complémentaire est a car la seule autre possible est b et b ¢ emp(a).

On montre alors le lemme :

— Sia € emp(b), soit ¢ une aréte de emp(a), elle est reliée & a dans G [,. Si ce chemin passe
par b, soit c est reliée a b en passant par le noeud dont b est conclusion et ce morceau de
chemin est dans G [, donc ¢ € emp(b), soit a est reliée a b en passant par le nceud dont b
est conclusion et ce morceau de chemin est dans G [} et sort de emp(a) (car b ¢ emp(a))
mais pour cela il faut emprunter a (d’aprés la remarque ci-dessus) ce qui est impossible
dans G |,. Si le chemin ne passe pas par b, il est dans G [}, et ¢ € emp(b).

— Sia ¢ emp(b), il n’y a pas d’aréte entre emp(a) et son complémentaire dans emp(b) et
b ¢ emp(a) donc aucune aréte de emp(b) ne peut étre dans emp(a), les empires sont
disjoints. a

Lemme 13 (Empire)
Soit S une structure de preuve multiplicative correcte, 'empire de a dans S est la plus grosse
sous-structure de preuve multiplicative correcte de S ayant a comme conclusion.

DEMONSTRATION : — C’est une structure de preuve multiplicative car c¢’est un module clos
vers le haut : si une aréte b conclusion d’un nceud n est dans emp(a), par le lemme 11,
toutes les prémisses de n sont dans emp(a).

— Elle a a comme conclusion par le lemme 11.

— Elle est correcte : soit G un graphe de correction de emp(a), c’est un sous-graphe d’un
graphe de correction Gy de S que I'on peut construire comme dans la preuve du lemme 12
pour que les arétes de Gy reliées a a dans Gy [, soient celles de emp(a). Ainsi G est
acyclique puisque Gg l'est, de plus il est connexe car toute aréte de G est connectée a a
dans Gy |, donc dans G car le chemin ne peut sortir de G que par a.

— C’est la plus grosse : soit &’ une sous-structure de preuve multiplicative correcte de S
de conclusion a et soit b une aréte de S’, pour tout graphe de correction G de S il existe
un chemin dans S’ de b & a, donc qui arrive sur a par le haut. Ce chemin est dans G [,
et b € emp(a). O
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Lemme 14 (Tenseur scindant)

Soit S une structure de preuve multiplicative correcte sans neud % terminal et possédant au
moins un neud @ terminal, un de ces neuds a la propriété qu’en le supprimant on sépare S en
deuz structures de preuve multiplicatives correctes (on dit qu’il s’agit d’un neud ® scindant ).

DEMONSTRATION :  On choisit une prémisse de noeud ® terminal a telle que emp(a) est maxi-
mal pour l'inclusion parmi les empires de prémisse de nceud ® terminal. On montre
que les conclusions de emp(a) (autres que a) sont des conclusions de S. Sinon, par le
lemme 11, on aurait une conclusion b de emp(a) prémisse d’'un noeud % qui se trouve lui-
méme nécessairement héréditairement au-dessus de la prémisse ¢ d’'un nceud ® terminal
qui n’est pas dans emp(a) (& cause de la cloture vers le haut du lemme 11). Or b est
dans emp(c) et dans emp(a) donc, par le lemme 12, emp(a) C emp(c) ce qui contredit la
maximalité de emp(a).

En supprimant dans S le nceud ® terminal dont a est prémisse on obtient deux graphes :
emp(a) et le reste. Par le lemme 13, emp(a) est une structure de preuve correcte. On a
également que le reste est une structure de preuve et vérifie le critere de correction. O

On peut alors démontrer le théoreme 6 :

DEMONSTRATION : Par récurrence sur le nombre de noeuds de la structure de preuve multi-
plicative correcte S, en considérant les cas suivants :

— Si S a un neeud % terminal, en supprimant ce nceud on obtient une structure de preuve
multiplicative correcte, et on peut conclure par hypothese de récurrence.

— Si S n’a pas de nceud % terminal, mais posséde au moins un nceud cut ou un neeud ®,
on considere la structure de preuve multiplicative S’ obtenue en remplacant tout nceud
cut de S de prémisses a? et pA par un nceud @ dont la conclusion a type A ® AL. S
est une structure de preuve multiplicative correcte, n’a pas de nceud % terminal, a un
noeud ® terminal et, par le lemme 14, S’ a un noceud ® scindant. Le noeud cut ou ® de
S correspondant a ce nceud est scindant dans S, on peut donc appliquer 'hypothése de
récurrence aux deux structures de preuve multiplicatives correctes obtenues.

— Si 8§ n’a ni neeud cut, ni nceud % ou ® terminal, S ne contient que des nceuds az. Par
connexité de 'unique graphe de correction, & ne contient qu’un seul nceud azx et est la
traduction d’une regle az. a

On peut raffiner cette démonstration pour extraire de toute structure de preuve multipli-
cative correcte, non seulement une preuve mais une preuve focalisée (on s’intéresse ici au cas
sans coupure). Il suffit pour cela de choisir un nceud ® héréditairement scindant. Ceci permet
de prouver la propriété de focalisation (proposition 20) puisque partant d’une preuve, on peut
calculer le réseau associé et le séquentialiser en une preuve focalisée.

Lemme 15 (Tenseur héréditairement scindant)

Soit S une structure de preuve multiplicative correcte sans neud % terminal et possédant au
moins un neud Q terminal, un de ces neeuds a la propriété qu’il est scindant et que s’il est
conclusion de neuds ® ceuz-ci sont également scindants avec la propriété que ... (on dit qu’il
s’agit d’un neud ® héréditairement scindant ).

DEMONSTRATION : Par le lemme 14, il existe un nceud ® scindant n. Soient Sy et Sy les struc-
tures de preuve correctes obtenues en supprimant n dans S, par hypothese de récurrence,
soit S; possede un noeud % terminal, soit elle possede un nceud ® héréditairement scindant
n;. Si 'un des n; existe et n’est pas prémisse de n alors il est héréditairement scindant
pour &, sinon n est héréditairement scindant. a
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Elimination des coupures

Pour éliminer les coupures dans les structures de preuve multiplicatives, on définit les deux
étapes élémentaires de réduction suivantes qui sont des réécritures de graphe.
L’étape ax remplace un module :

A . At A

avec at # b ol a est la conclusion non coupée du nceud az et b est la conclusion du neeud n,

par :
?,

ou la conclusion du nceud n est 'aréte a.
L’étape ®/% remplace un module

A B AL Bi A ‘ B AL Bl
par )
A®B - AL ® Bt

Proposition 24 (Préservation de la correction par réduction)
Si la structure de preuve multiplicative correcte S se réduit en S’ alors S’ est correcte.

DEMONSTRATION : Le cas d’une réduction ax est immédiat.

Pour une réduction ® /%, soient a” et b? les prémisses du noeud de sorte ® et A" et dBT
celles du noeud de sorte %, Supposons qu’il y ait un cycle dans un graphe de correction de
S’. S’il ne passe par aucune des deux coupures c’est également un cycle dans un graphe de
correction de S. S’il passe uniquement par la coupure a—c (resp. b—d), on se place dans le
graphe de correction de S associé & celui de S’ en basculant le % vers ¢ (resp. d). S’il passe
par les deux coupures, soit il relie a et b et c’est un cycle dans un graphe de correction
de S, soit il relie a—c et b—d ou a—d et b—c et dans le graphe de correction de S associé en
basculant le % de fagon arbitraire on obtient un cycle.

Soit G’ un graphe de correction ', et soit G le graphe de correction de S obtenu & partir
de G en basculant le % vers d. Par connexité, toute aréte de G est reliée a a, b, ¢ ou d.
Donc dans G’, on a au plus deux composantes connexes : les arétes reliées & a—c et celles
reliées a b—d. Si, hors du module, ¢ est reliée & a ou b on aurait un cycle dans G, ¢ doit
étre reliée aux autres donc a d. D’olt on déduit que c et d sont reliées dans G’ qui est donc
connexe. a

Proposition 25 (Normalisation forte)
Soit R un réseau de preuve, toute coupure de R peut étre réduite et le nombre d’étapes de
réduction jusqu’a la forme normale est borné par le nombre de neuds de R.

DEMONSTRATION : Par correction on n’a pas de coupure sur les deux conclusions d’un méme
nceeud ax donc 'une des deux étapes élémentaires de réduction peut s’appliquer. De plus
I’application d’une telle étape fait décroitre strictement le nombre de noeuds de R d’ou la
borne. a
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Lemme 16 (Sous-diamant)
Si le réseau R se réduit en R par une étape de réduction r1 et en Ro par une étape de réduction
ro alors il existe R’ tel que Ry et Ry se réduisent en R’ par au plus une étape de réduction.

DEMONSTRATION : — Si 71 et ro sont la méme étape de réduction, on a R' = R = Ra.
— Si 7 et 79 sont des étapes ®/% distinctes, en appliquant 7o dans R4 et 1 dans Rg, on
obtient le méme R’.
— De méme si 'une est une étape ®/% et 'autre est une étape ax.
— Siry et ro sont des étapes ax distinctes portant sur les coupures ¢ et g :
— si ¢1 = ¢9 sont conclusions de deux noeuds az différents, on a R’ = R1 = Ra
— si ¢1 # co sont conclusions d’'un méme nceud az sur lequel portent r1 et 9, on a

R =R1=Rs
— si ¢ # co et 71 et ro portent sur des nocuds ax différents, en appliquant ro dans R
et r; dans R, on obtient le méme R'. O

Proposition 26 (Confluence)
La réduction des réseauzx de preuve est confluente.

DEMONSTRATION :  On montre, par récurrence sur n + p, que si R se réduit en Ry en n étapes
et si R se réduit en R en p étapes alors il existe R’ tel que R se réduit en R’ en p’ < p
étapes et Ro se réduit en R’ en n’ < n étapes.

— Si (n,p) =(0,0),onaR =Ry =Ra=TR.

— Si (n,p) = (1,0), on a R' = R;.

~ Si (n,p) =(0,1), on a R' = Ra.

— Sinon on a un couple (n + 1,p + 1), soit R} le réseau obtenu apres une étape dans la
réduction de R & R; et de méme pour R. Par le lemme 16, il existe R” tel que R
et R se réduisent en R” en au plus une étape. Par hypothese de récurrence appliquée
a Rh, R” et Ry, il existe RY tel que R” se réduit en R en au plus p étapes et Ry se
réduit en R” en au plus une étape. Par hypothese de récurrence appliquée a R}, R1 et

7, il existe R’ tel que Ry se réduit en R’ en moins de p + 1 étapes et R se réduit

en R’ en moins de n étapes. On en déduit que Ro se réduit en R’ en moins de n + 1

étapes. O

Eléments neutres

Des que I'on cherche a étendre la notion de réseaux aux autres connecteurs, des difficultés
apparaissent. Avec les éléments neutres, on ne définira pas de critere de correction exact mais
seulement un critere de correction faible : tout réseau est faiblement correct mais toute structure
de preuve faiblement correcte n’est pas nécessairement un réseau.

On considere deux nouvelles sortes de nceuds :

— sorte 1 : aucune prémisse, une conclusion, 1’étiquette de la conclusion est 1

— sorte L : aucune prémisse, une conclusion, I’étiquette de la conclusion est L
On appelle structures de preuve multiplicatives avec éléments neutres les structures de preuve
sur l'alphabet de noeuds {az, cut, ®, 78,1, L}.

Les graphes de correction sont définis de la méme maniére que sans éléments neutres, ce
sont des structures de preuve sur l'alphabet de nceuds {az, cut, ®, %1, 9,1, L}.

Définition 32 (Critere de correction faible)

Une structure de preuve multiplicative avec éléments neutres non vide S est faiblement correcte
si les graphes non orientés associés aux graphes de correction de S sont tous acycliques et
possedent une composante connexe de plus que de nceuds de sorte L.
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On étend la traduction des preuves du calcul des séquents en structures de preuve par :

— regle 1:
X
e
r 1L

et on vérifie que tout réseau de preuve est une structure de preuve faiblement correcte.

— regle L :

La structure de preuve multiplicative avec éléments neutres suivante :
1 1

191 1

(&)
181)® L

est faiblement correcte mais n’est pas un réseau (en particulier, la formule (1% 1) ® L n’est pas
prouvable).
L’étape élémentaire de réduction 1/ 1 remplace un module :

OO
1 L
@

par le module vide.

Proposition 27 (Préservation de la correction faible par réduction)
Si la structure de preuve multiplicative avec éléments neutres faiblement correcte S se réduit en
S’ alors S’ est faiblement correcte.

DEMONSTRATION : On a déja montré un certain nombre de résultats dans la proposition 24.
Concernant l'acyclicité, il ne reste qu’a vérifier le cas de la réduction 1/ 1 qui ne peut pas
créer de cycle puisqu’elle ne fait que supprimer des arétes.

Pour I'étape azx, dans tout graphe de correction, on remplace un chemin par une aréte ce
qui ne modifie pas le nombre de composantes connexes et on ne touche pas aux noceuds de
sorte L.

Pour 'étape ®/%, par acyclicité des graphes de correction du module initial, aucune
composante connexe ne contient a la fois b et a, ¢ ou d. Si on compare a un graphe de
correction qui a basculé le %% vers ¢, on ne modifie rien aux connexions entre a et ¢, on
déconnecte b de a et ¢ et on la reconnecte & d. Ainsi on crée une composante connexe en
déconnectant b de a et ¢ et on la fusionne avec celle de d en reconnectant. Le nombre de
composantes connexes et de nceuds de sorte L n’est donc pas modifié.
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Pour I'étape 1/L, dans tout graphe de correction, le module effacé est une composante
connexe. On efface en méme temps un nceud de sorte 1. On garde bien une composante
connexe de plus que de noeuds de sorte L. a

La nouvelle étape élémentaire de réduction fait également décroitre le nombre de noceuds
de la structure de preuve et vérifie la propriété de sous-diamant. On en déduit que les réseaux
de preuve mutliplicatifs avec éléments neutres ont les propriétés de normalisation forte et de
confluence.

6.2 MELL

Comme nous ’avons vu, I'introduction des connecteurs 1 et | complique I'étude des réseaux
de preuve. Nous allons constater que les connecteurs exponentiels ajoutent encore quelques
difficultés.

Structures de preuve exponentielles

On considere les nouvelles sortes de nceuds suivantes :
— sorte ! : une prémisse, une conclusion, si I'étiquette de la prémisse est A alors celle de la
conclusion est A

— sorte 7p : une prémisse, une conclusion, la prémisse et la conclusion ont la méme étiquette

7A (ou A peut étre une formule quelconque)

— sorte 7d : une prémisse, une conclusion, si I’étiquette de la prémisse est A alors celle de la

conclusion est 7A

— sorte 7w : aucune prémisse, une conclusion, ’étiquette de la conclusion est 7A (ou A peut

étre une formule quelconque)

— sorte 7c¢: deux prémisses, une conclusion, les deux prémisses et la conclusion ont la méme

étiquette 7A (ot A peut étre une formule quelconque)

— sorte 7¢p : une prémisse, une conclusion, la prémisse et la conclusion ont la méme étiquette

7A (ou A peut étre une formule quelconque)

— sorte !; (i € N) : aucune prémisse, i+1 conclusions, la premiere conclusion a pour étiquette

A (ou A peut étre une formule quelconque) et les autres conclusions ont pour étiquettes
des formules ?A; (ou A; peut étre une formule quelconque)

Une nouvelle difficulté apparait avec la regle ! qui est fortement contextuelle : le contexte
d’une telle regle doit étre constitué uniquement de formules commencant par 7. Il est alors
nécessaire d’introduire une information supplémentaire dans les structures de preuve : les boites.

Une structure de preuve exponentielle est une structure de preuve sur ’alphabet de noeuds
{azx, cut,®, %1, 7p, 7d, 7w, ?c} munie d’une fonction qui associe a chaque noeud n de sorte ! une
sous-structure de preuve dont les conclusions sont n et des noeuds de sorte ?p, appelée boite de
n. On demande de plus que tout noeud de sorte 7p soit conclusion d’une unique boite et que
deux boites soient toujours soit inclues I'une dans ’autre soit disjointes.

La profondeur d’un nceud (ou d’une aréte) est le nombre de boites auxquelles il appartient.

Etant donnée une boite, on appelle porte principale son unique conclusion de sorte ! et portes
auzxiliaires ses conclusions de sorte 7p. Graphiquement, la boite d’un nceud ! sera représentée
dans un rectangle passant par ce noeud et par les portes auxiliaires.

Du fait de la régle 7w tres similaire a la régle 1, on ne va pas pouvoir donner de critére de
correction mais seulement un critére de correction faible.

Définition 33 (graphe de correction)
Un graphe de correction est une structure de preuve sur 'alphabet de nceuds { az, cut, ®, %1, %2, 7d, Tw, 7 c1 }U
{li | i € N}.
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Etant donnée une structure de preuve exponentielle &, un graphe de correction G est un
graphe de correction de S s’il est obtenu a partir de S de la maniere suivante :

— On considere, soit les nceuds a profondeur 0, soit ceux a profondeur 0 dans une boite.

— On remplace chaque nceud de sorte ! dont la boite a pour conclusions des arétes de type
1A, 7Aq, ..., 7A; par un nceud de sorte !; ayant ces arétes comme conclusions.

— Chaque noeud de sorte % est transformé en un noeud de sorte %1 ou %9 en ajoutant un
nouvel élément dans C' qui devient le but de 'une des prémisses.

— Chaque noeud de sorte 7c¢ est transformé en un nceud de sorte 7¢; en ajoutant un nouvel
élément dans C' qui devient le but de I'une des prémisses.

Définition 34 (Critere de correction faible)

Une structure de preuve exponentielle non vide S est faiblement correcte si les graphes non
orientés associés aux graphes de correction de & sont tous acycliques et possedent une compo-
sante connexe de plus que de noeuds de sorte 7w.

On traduit les preuves du calcul des séquents MELL en structures de preuve exponentielles
par :

— regle ! :
Si
A
T
| ? ?
‘D D
T
— regle 7d :
— rogle Tw:
— roégle 7c:

Proposition 28 (Correction faible des réseaux)
Tout réseau de preuve est faiblement correct.
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DEMONSTRATION :  On étend la preuve du cas multiplicatif en ajoutant les nouvelles régles :

— regle ! : A partir de la profondeur 1, le critere de correction faible est vérifié puisqu’il
Iest pour le réseau associé a la prémisse de la regle. A profondeur 0, on a un unique
neeud dans le graphe de correction qui n’est pas de sorte 7w ce qui vérifie le critere.

— regle 7d : Un graphe de correction est obtenu en choisissant un graphe de correction du
réseau obtenu pour la prémisse et un ajoutant un nceud et une aréte sans ajouter de
cycle ni modifier le nombre de composantes connexes.

— régle 7¢ : Un graphe de correction est obtenu en choisissant un graphe de correction du
réseau obtenu pour la prémisse et un ajoutant un nceud et une aréte (sous la prémisse du
nceud ?¢ qui a été choisie) sans ajouter de cycle ni modifier le nombre de composantes
connexes.

— régle 7w : Un graphe de correction est obtenu en choisissant un graphe de correction du
réseau obtenu pour la prémisse et un ajoutant un nceud et une aréte déconnectés du
reste. On ne crée pas de cycle, on ajoute une composante connexe et un nceud de sorte
7. O

Théoréme 7 (Séquentialisation sans ?w)
Une structure de preuve exponentielle faiblement correcte sans neud de sorte Tw est un réseau
de preuve.

Elimination des coupures

On introduit 4 nouvelles étapes élémentaires de réduction :

— étape !/7d :

o I

(2 (D—Cp——(

2 a T T

@, T
{
S
At A

— étape /7w :
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7AL

— étape !/7¢:

I~
% —D—
S— -
L ()= -
" D -/
|mfu‘ mn. @u
\ljmn.
<\ U@‘ a
N % S,
® o —
@ s 7
<
<

\f

— étape /! :

S
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Proposition 29 (Préservation de la correction faible par réduction)
Si la structure de preuve exponentielle faiblement correcte S se réduit en 8" alors S’ est faible-

()
)
)
-

7A

ment correcte.

DEMONSTRATION :  — Pour une étape !/?7d, un graphe de correction G’ de &’ nous donne un
graphe de correction Gy de S & profondeur 0 et un graphe de correction G; de S a
profondeur 1. Ces deux graphes sont acycliques, donc remplacer un noeud de G; par
Go ne peut pas créer de cycle. De méme, lors de cette substitution, on remplace une
composante connexe (celle qui contient le nceud !) par autant de composantes connexes
que de nceuds ?w plus un dans la boite ce qui préserve l'invariant.

— Pour une étape !/?w, on supprime des arétes ce qui ne peut pas créer de cycle et on
remplace une composante connexe avec un nceud 7w par k composantes connexes avec
k noeuds 7w ce qui préserve 'invariant.

— Pour une étape ! /7 ¢, soient a et b les deux prémisses du nceud 7 c. On considére un graphe
de correction de &’. S’il posséde un cycle, on regarde la partie du cycle extérieure au
module :

— soit c’est I'intégralité du cycle et on a un cycle dans un graphe de correction de S,
— soit elle relie deux portes auxiliaires ¢ et d, et on a un cycle dans un graphe de

correction de S,

soit elle relie une porte auxiliaire & a (resp. b), et en basculant le noeud ?¢ vers a

(resp. b) on obtient un cycle dans un graphe de correction de S,

— soit elle relie uniquement a et b mais ¢a ne peut pas donner lieu a un cycle car a et
b ne sont jamais reliées a l'intérieur du module quel que soit le graphe de correction
de §'.

Concernant le nombre de composantes connexes, on ne change pas le nombre de nceuds

?w & profondeur 0. Avant réduction, le module relie toutes les conclusions des nceuds ?p

a I'une des prémisses du noeud 7c¢ alors qu’apres réduction elles sont reliées soit & I'une

soit a I'autre. Ceci ne peut rien changer au nombre de composantes connexes puisqu’on

a vu que : les prémisses du noeud ?c et les portes auxiliaires de la boite ne peuvent étre

reliées hors du module dans aucun graphe de correction de S et deux portes auxiliaires
non plus.

A Vintérieur des boites, on a des structures de preuve faiblement correctes.

— Pour une étape ! /!, & profondeur 0, on remplace deux noeuds reliés par une aréte par un
seul neeud (non ?w) ce qui préserve la correction faible. A profondeur 1, on ajoute un
nceud (non 7w) relié & un autre déja présent par une aréte ce qui préserve la correction
faible. A profondeur 2, on retrouve une sous-structure de preuve déja présente donc
faiblement correcte. a
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Proposition 30 (Normalisation faible)
La réduction des réseaux de preuve MELL est normalisante.

DEMONSTRATION : On appelle coupure de type exponentiel toute coupure dont la formule
coupée est !A/?AL. Les autres coupures sont dites de type multiplicatif. En particulier les
coupures az peuvent étre de type soit multiplicatif soit exponentiel.

Dans un réseau, on appelle chemin sans rebond un chemin qui s’il arrive dans un noeud
par une conclusion continue par une prémisse et réciproquement sauf pour les boites expo-
nentielles ou s’il arrive par la conclusion de la porte principale il repart par une conclusion
de porte auxiliaire et réciproquement et s’il arrive par la prémisse de la porte principale
il s’arréte (s’il arrive par une prémisse de porte auxiliaire, il continue en descendant par
la conclusion). Pour les nceuds ax et cut, s’il arrive par une aréte, il doit repartir par
lautre. Un tel chemin maximal (pour l'inclusion) ne peut avoir comme extrémités que
une conclusion du réseau, un nceud 7w, une conclusion de porte principale de boite sans
porte auxiliaire ou une prémisse de porte principale de boite.

On considére un réseau sans coupure de type multiplicatif. On considére un chemin sans
rebond partant d’une aréte de type ?A en descendant. On montre par récurrence sur la
longueur d’un tel chemin que toute coupure empruntée par ce chemin est empruntée de la
prémisse ? vers la prémisse ! : en descendant, le chemin ne peut pas passer par un noceud
I car il sortirait d’une boite (or il doit s’arréter dans ce cas), s’il arrive dans une coupure
(elle est de type exponentiel par hypotheése) c’est forcément par la prémisse ?, il remonte
donc par une aréte ! et ne peut arriver que sur une boite ou un nceud az et dans les deux
cas il repart en descendant par une aréte ? et on peut appliquer I’hypothese de récurrence
a la suite du chemin. De plus on va montrer qu’un tel chemin est acyclique. Remarquons
tout d’abord que la profondeur n’augmente jamais le long d’un tel chemin et donc s’il
y a un cycle il est a profondeur constante. Si un tel cycle existe, on considére un cycle
minimal (ce qui entraine qu’on n’arrive jamais dans un noeud par deux arétes différentes),
on a alors un cycle dans le graphe de correction qui choisit de préserver les arétes par
lesquelles passe le cycle. On peut ainsi définir un ordre partiel sur les coupures : c¢; est
plus petite que ¢y si il existe un chemin sans rebond partant de la prémisse ! de ¢; (vers
le haut) et arrivant a c. On dira qu’une coupure (de type exponentiel) est mazimale si
elle est maximale pour cet ordre partiel.

La taille de ’arbre 7 d’une aréte de type ? est O si elle est conclusion d’un nceud az, 1
si elle est conclusion d’'un noeud 7d ou 7w, 1 plus la somme des tailles des arbres 7 des
prémisses si elle est conclusion d’un nceud 7c¢ et 1 plus la taille de 'arbre 7 de 'aréte a
I'intérieur de la boite si elle est porte auxiliaire de boite.

On définit la taille d’une coupure de type multiplicatif comme (|A[,0) ot A est la formule
coupée et la taille d’une coupure de type exponentiel comme (A, ) ou A est la formule
coupée et t est la taille de I’arbre 7 de la prémisse 7 de la coupure. Les tailles de coupures
sont ordonnées par ordre lexicographique. La taille d’un réseau est le multi-ensemble des
tailles de ses coupures.

On montre que I'on peut toujours réduire une coupure de maniere a faire décroitre la taille

du réseau :

— S’il y a une coupure ax de type multiplicatif, on la réduit, cela supprime une coupure,
ne modifie aucune formule coupée ni aucun arbre 7.

— S’il y a une coupure ® /%%, on la réduit, cela supprime une coupure, rajoute deux coupures
sur des formules strictement plus petites, ne modifie pas les autres formules coupées, ni
aucun arbre 7.

— S’iln’y a pas de coupure de type multiplicatif, on choisit une coupure de type exponentiel
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maximale et de profondeur maximale parmi celles-ci. On vérifie tout d’abord que dans
le cas d’une coupure avec une boite, cette boite ne peut pas contenir de coupure. En
effet si ¢ est la coupure que ’on considere et si ¢ est une coupure dans la boite : soit ¢
est maximale et ¢ n’était pas de profondeur maximale, soit ¢ est majorée et toutes les
coupures qui majorent ¢’ sont dans la boite, on choisit une ¢” maximale parmi celles-ci,
elle est maximale et ¢ n’est pas de profondeur maximale, soit enfin ¢’ est majorée par au
moins une coupure ¢’ & profondeur strictement inférieure et dans ce cas ¢ est majorée
par ¢’ donc n’est pas maximale.
On remarque de plus que dans les différentes étapes de réduction possibles, les autres
formules coupées ne sont pas modifiées et les seules arétes ? modifiées sont les portes
auxiliaires de boite (ou 'autre conclusion du nceud azr) mais celles-ci ne peuvent pas
faire partie de I’arbre 7 d’une formule coupée par maximalité de la coupure réduite. Les
poids des autres coupures ne sont donc pas modifiés. On considere maintenant chaque
cas :

— Pour une coupure az dont l'aréte commune & 'axiome et & la coupure est 7A, on
supprime une coupure (et on ne modifie bien aucun arbre 7 pour une raison un petit
peu différente des autres cas).

— Pour une coupure ax dont I'aréte commune & 'axiome et & la coupure est !A, on
supprime une coupure.

— Pour une coupure !/?d, on remplace une coupure par une coupure portant sur une
formule strictement plus petite.

— Pour une coupure !/?w, on supprime une coupure.

— Pour une coupure !/7¢, on remplace une coupure par deux coupures portant sur la
méme formule mais dont la taille de ’'arbre 7 décroit strictement. On ne duplique pas
de coupure puisque la boite ne contient pas de coupure.

— Pour une coupure !/!, on remplace une coupure par une coupure portant sur la méme
formule mais dont la taille de I’arbre 7 décroit strictement. O

Théoréme 8 (Confluence et normalisation forte)
La réduction des réseaux de preuve MELL est confluente et fortement normalisante.

Noeuds 7 généralisés

On peut définir une syntaxe alternative pour les réseaux de preuve de MELL utilisant des
neuds 7 généralisés. Les noeuds 7d, 7c et 7w sont remplacés par une unique famille de sortes de
noeud :

— sorte 7; (i € N) : ¢ prémisses, une conclusion, les i prémisses ont la méme étiquette A et
la conclusion a pour étiquette 7A

Les structures de preuve exponentielles sont alors construites sur I’alphabet de nceuds { az, cut, ®, %, 1 }U
{?; | i € N} (dans les cas particuliers 7 et 71, on parlera parfois par abus de langage de noeuds

de sorte 7w et 7d). Les boites ont pour conclusion un neeud ! et des nceuds 7; (mais tout noeud

?; n’est pas nécessairement porte auxiliaire d’une boite et un noeud ?; peut étre porte auxiliaire

de plusieurs boites). On interdit de plus aux noeuds az d’introduire des formules !A et ?7A (ainsi

toute aréte de type ?A est conclusion d’un noeud de sorte 7;).

Cette syntaxe réalise un quotient par rapport a la syntaxe précédente. Les réseaux suivants :
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sont tous les deux représentés par :

On définit une unique étape de réduction exponentielle !/? qui regroupe les quatre de la
syntaxe originelle :

ALl 0 (4t
Al L L
0 :
P
?AL 1A
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AL AL 1 .
T

©

11 faut noter que les nceuds de sorte 7 portes auxiliaires de la boite peuvent également étre portes
auxiliaires d’autres boites (et toutes les arétes prémisses de ces noeuds ne sont pas représentées).
Si le nceud de sorte 7 prémisse de la coupure est porte auxiliaire de boites, ceux du module réduit
deviennent portes auxiliaires de ces boites.

6.3 Autres connecteurs

L’utilisation de boites permet d’intégrer les autres connecteurs aux réseaux de preuve mais
n’est pas une solution satisfaisante pour I’élimination des coupures. Un des principaux enjeux
de la théorie des réseaux de preuve est de trouver des solutions alternatives.

Quantificateurs

On ne donnera que quelques éléments concernant les réseaux de preuve pour les quantifica-
teurs. En particulier on ne parlera pas de critere de correction méme si un tel critere existe.

On considere les nouvelles sortes de noeuds suivantes :

— sorte V : une prémisse, une conclusion, si I’étiquette de la prémisse est A alors celle de la
conclusion est VX A

— sorte J : une prémisse, une conclusion, si I’étiquette de la conclusion est 3X A alors celle
de la prémisse est A[®/x] (ott B peut étre une formule quelconque)

La nouvelle étape de réduction V/3 remplace le module

%D %ﬁ Al /] AL[B /4]
par
JX A+ Y

(cu)

a condition que X ne soit pas libre dans B et effectue la substitution [?/x] dans toute la
structure de preuve.

Additifs

On n’abordera pas ici la question beaucoup plus complexe des réseaux de preuve avec connec-
teurs additifs.
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Chapitre 7

Traductions des logiques
intuitionniste et classique

Afin de montrer que la logique linéaire est un systeéme suffisamment expressif, nous allons
donner des traduction des logiques intuitionniste et classique dans LL.

7.1 Squelettes

Avant d’étudier les traductions dans LL, nous allons aborder rapidement la question inverse :
la logique linéaire a été introduite comme un raffinement de la logique intuitionniste et de la
logique classique, est-il possible d’oublier cette finesse et de retrouver une preuve classique ou
intuitionniste a partir d’une preuve linéaire 7

Concretement on définit une fonction des formules linéaires dans les formules habituelles qui
oublie les distinctions introduites dans LL. On parle de squelette d’une formule :

X = X Xt = X
A B = AAB A®B = AVB
A&B = AAB ApB = AVB

1 =T 1l = F

T =T 0 = F

1A = A A = A

et donc AL =-A

Le squelette d’une preuve est obtenu en remplacant toutes les formules par leur squelette.
Rien ne garantit que la preuve obtenue soit une preuve valide dans un quelconque systeme, il
faut vérifier la correction de chaque regle.

LL

Le squelette d’'une preuve de LL est une preuve de LK :

— les squelettes des regles ax et cut sont les regles correspondantes de LK

— les squelettes des regles multiplicatives et additives sont les regles correspondantes de LK

— les squelettes de la prémisse et de la conclusion de la régle ! sont identiques, on obtient
donc toujours une “regle” valide (et de méme pour la régle 7d)

— les squelettes des regles 7c et 7w sont les regles ctr et wk de LK

En particulier si F I' est prouvable dans LL, alors - " est prouvable dans LK.
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Exemple 11
Le squelette de la preuve de LL suivante :

Fxtx o
—————d ———ax
FXL 72X FXL X
n 1 ——oT o
FXtely,7X FXL 72X
F(XtelY)e X1,7X,7X )
FXTe)eXxLtrx  C
F(XtelY)e XH)®rX
est la preuve de LK :
—— AT
XX -
F-XVY, X 1 F-X X

FEXVY)A-X, X, X
FEXVY)A-X X
F(=XVY)A-X)VX

vmul

ILL

On ajoute pour les formules :
A—-oB=A—B

Le squelette d’une preuve de ILL est une preuve de LJ :

— les squelettes des regles ax et cut sont les regles correspondantes de LJ

— les squelettes des regles multiplicatives et additives sont les regles correspondantes de LJ
— les squelettes des régles R et L sont les reégles triviales (prémisse et conclusion identiques)
— les squelettes des regles ctrls et wkL sont les regles correspondantes de LJ

En particulier si I' = A est prouvable dans ILL, alors I - A est prouvable dans LJ.

Exemple 12
Le squelette de la preuve de ILL suivante :

ar

XX Wi

X IYFX
XFWﬂXE
IXF1Y —o X °
IXFY o (Y — X)

SRo

est la preuve de LJ :

ax
wkL

mul R
vaddR2

XFEX
X, YFX
XFYy - X
XFY V(Y = X)
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7.2 Logique intuitionniste
Traduction de Girard

Cette traduction correspond a la maniere historique dont J.-Y. Girard a construit la logique
linéaire & partir d’une analyse de la logique intuitionniste dans le modeéle des espaces cohérents.
On traduit la logique intuitionniste dans la logique linéaire intuitionniste par :

X=X
(A— B)* =1A* - B*
(AANB)* = A* & B*
T =T
(AVB)* =1A"®!B®
F*=0

(T A)* ="+ A°

On va donner la traduction de la déduction naturelle NJ dans ILL. Puisque la traduction
des séquents fait commencer toute formule & gauche par !, la traduction des régles structurelles
gauches est immédiate. Pour les autres regles :

— aXx
az A A°
AF A ~ W!L
IAF B _ . IT®,1A* - B* R
TFAB ™ T* F14° — B*
IA* A0 s
TFA-B  AFA IA®F 1A - BFBT T
A+ B e e IT* - 14* — B* IA®,1A* — B*+ B®
7 IT* 1A* F B° cut
'A TF+B T A* II'*+ B*
/\inr
TFAAB tro e T*F A° & B* &R
e e T
THAANB , " e ATFA e,
Tr A elim1 IT* - A* & B A& B A
o - A° cut
I-FAAB B B* ax&LQ
T p /\eim2 ~ T*F- A*& B* A*& B°F B°
™+ B* cut
Tinr TTe | —
[T mro ~ merT R
T - A°
A e At
L T S IT® - | A®
Fl‘A\/B \/lntr01 e 'F..l]j 'Zo.$ 'B. @Rl
T - B*
I'FB —_ D
N A T L | R®
Fl‘A\/B \/lntr02 e 'F..E 'Z.-QB; 'B. @RZ
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r-AVB  AARC  ABEC .
T,AFC elim
IA® 1A C*  IA®IB* | C*
IT* |- 14* @ | B® IN* 1A G 1B F C*
T 1A F C° cut
LFEF ¢ . r*ro  orce b
r-c o™ T* - C* cut

Proposition 31 (Equiprouvabilité)
A est prouvable en logique intuitionniste si et seulement si A® est prouvable en logique linéaire
intuitionniste.

DEMONSTRATION : La traduction transforme toute dérivation de - A dans NJ en une dérivation
de F A® dans ILL. Réciproquement, partant d’une preuve de - A® dans ILL, son squelette
est une dérivation de - A dans LJ car A® = A. O

Concernant le lien avec LL, clairement si A est prouvable intuitionnistiquement, A® est
prouvable dans LL. La réciproque est également claire en 'absence de T et F (donc de 0 et
T) car dans ce cas la prouvabilité dans LL d’une formule linéaire intuitionniste entraine sa
prouvabilité dans ILL (voir section 5.3). En présence de T et F, ce résultat reste en fait correct.

Seconde traduction de Girard

On va se restreindre ici au cas du connecteur — méme si cette traduction peut s’étendre
aux autres connecteurs :

X* =X
(A — B)* = I(A* — B*)

CHA*=T"F A"
On va donner la traduction de la déduction naturelle NJ dans ILL. Puisque la traduction

de toute formule commence par !, la traduction des régles structurelles gauches est immédiate.
Pour les autres regles :

Ara " o~ T ™

A+ B A" B R

—FI_’A B intro ~ '™+ A* — B~ _'OR

- T* F I(A* — B*)
A* F A WﬁL
THFASB  ARA L, . AN A B R B
I''AFB I*F1(A* — B*) A% !(A* — B*)F B* °
cut

I*, A"+ B

Comme pour la traduction précédente, A est intuitionnistiquement prouvable si et seulement
si A* est prouvable dans ILL (et, en 'absence de 0 et T, si et seulement si A* est prouvable dans

LL).
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Traduction du M-calcul dans les réseaux

Les deux traductions que 'on a données n’ont été présentées que pour ce qui concerne
la prouvabilité (aspects statiques). Afin de parler des aspects dynamiques (simulation de la
réduction par I’élimination des coupures), nous allons reprendre la premiere traduction de Girard
comme une traduction du A-calcul pur dans une version pure des réseaux de preuve exponentiels.

On peut utiliser les réseaux de preuve dans un cadre non typé (ceci concerne les deux
syntaxes que l'on a décrites pour MELL mais on va ici se concentrer sur celle avec 7 généralisés).
Il s’agit de restreindre les types a ceux nécessaires pour traduire le connecteur — de la logique
intuitionniste et de les quotienter par la traduction de I’équation 0 — o = o (qui définit le
A-calcul pur a partir du A-calcul simplement typé). Ceci modifie les types des sortes de nceuds :

— sorte az : aucune prémisse, deux conclusions, les étiquettes des conclusions sont o et @

— sorte cut : deux prémisses, aucune conclusion, si I’étiquette de la premiere prémisse est A

alors celle de la deuxiéme est A+

— sorte ® : deux prémisses, une conclusion, I’étiquette de la premiere prémisse est lo, celle

de la deuxieme prémisse est i et celle de la conclusion est ¢

— sorte % : deux prémisses, une conclusion, ’étiquette de la premiere prémisse est 74, celle

de la deuxiéme prémisse est o et celle de la conclusion est o

— sorte ! : une prémisse, une conclusion, ’étiquette de la prémisse est o et celle de la conclu-

sion est lo

— sorte 7 (k € N) : k prémisses, une conclusion, les prémisses ont toutes 1’étiquette i et la

conclusion a pour étiquette ?i (on utilisera la notation ? quand on ne voudra pas préciser
k)
au lieu d’un ensemble de formules, on n’utilise que quatre types pour les arétes : i, o, 7¢ et lo
(avec sous-entendu : 7 % 0 = o et lo ® i = 7). De plus, on considere ici les réseaux de preuve a
l'ordre des prémisses de noeuds de sorte 7j, pres.

Comme dans le cas typé, les boites ont pour conclusion un nceud de sorte ! et des noeuds de
sorte 7 (mais tout nceud 7j n’est pas nécessairement porte auxiliaire d’une boite et un nceud
7, peut étre porte auxiliaire de plusieurs boites).

En utilisant la premiere traduction de Girard, on peut traduire tout A-terme en un réseau
de MELL. On va ici retravailler cette traduction dans le cas pur. On traduit un A-terme par un
réseau sans coupure multiplicative et ayant une conclusion o et autant de conclusions 7 qu’il y
a de variables libres dans le A-terme.

— variable :

— abstraction :
On note ¢ le réseau obtenu partir de ¢ en ajoutant un nceud de sorte ?g si & n’est pas
libre dans t.

— application :
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Soit ' (resp. @) le réseau obtenu en ajoutant &  (resp. @) des nceuds de sorte 7 pour
chaque variable libre de u (resp. t) qui n’est pas libre dans ¢ (resp. u). Pour obtenir (¢)u,
on considere le réseau suivant :

dans lequel on identifie deux par deux les nceuds 7 de T et de @ introduisant les ?i : les
conclusions 7 de ¥ et de @ sont toutes conclusions de noeuds ? et correspondent chacune
a une variable libre de ¢ ou u, pour chaque variable libre de ¢ ou u on remplace les deux
neeuds 7 correspondants par un seul ayant comme prémisses toutes celles des deux noeuds
d’origine. Ce réseau contient une coupure multiplicative que l'on réduit (par une étape
® /7% puis par une étape az si t est une M-abstraction et par une étape az seulement sinon).
Cette traduction a la propriété que ¢ contient une coupure si et seulement si ¢ contient un
rédex.

DEMONSTRATION :  On vérifie facilement que la traduction d’un rédex (Az.t)u est le réseau :

I ‘0
i) I}
qui contient une coupure.
Si ¢t ne contient pas de rédex, c’est une forme normale ¢t = Ay.(z)ty ..., avec ti, ..., t,

eux-mémes en forme normale. On montre par récurrence sur la taille de ¢ que sa traduction
ne contient pas de coupure : par hypothese de récurrence, c’est le cas pour les traductions
de tq, ..., t, et celle de t est obtenue par :
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et ne contient pas de coupure.

Lemme 17 (Substitution)

Le réseau (Ax.t)u :
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7% 7%

se réduit en au moins une étape en t[*/,] auquel on ajoute des neuds de sorte 7y pour chaque
variable libre de u qui a disparu dans la réduction.

DEMONSTRATION : Par récurrence sur ¢, en montrant de plus que la réduction en question
commence par réduire la coupure exponentielle entre ¢ et u : (pour rendre les dessins plus
lisibles dans cette preuve, on ne représentera pas les contextes inutiles des réseaux)

— Sit =z, on obtient le réseau :

qui se réduit en deux étapes en .
— Sit =1y # x, on obtient le réseau :

dans lequel, si y est libre dans u, le nceud ? correspondant est identifié avec le nceud de
sorte 71. Par une étape de réduction, on obtient 7 avec des nocuds de sorte 7y pour les
variables libres de u différentes de y.

— Sit = A\y.t1, on applique ’hypothése de récurrence a ¢;. On vérifie que, puisque y ¢ u, le
nceud de sorte 7 correspondant a y ajouté a u dans la traduction de (Az.t;)u disparait
quand on traduit le Ay.

— Sit = (t1)t2, on considere le réseau R suivant :
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par hypothese de récurrence, il se réduit en :
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qui se réduit par définition de la traduction en (t1[%/.])t2[*/z]. Or R et R’ donnent le
méme réseau apres la réduction de la coupure de R et des deux coupures de R’ (qui ont
bien été réduites lors de 'application de I’hypotheése de récurrence) donc R se réduit (en
au moins une étape) en (t1[*/,])t2[*/]. En faisant commuter la réduction multiplicative
et la réduction exponentielle, on en déduit que (Ax.(t1)t2)u se réduit en au moins une
étape en (t1)t2[*/.] (avec les nceuds de sorte 7y nécessaires). 0

Proposition 32 (Simulation)
Si t se réduit en t' alors t se réduit en au moins une étape en t' (a des neuds de sorte 7
terminaux pres).

DEMONSTRATION :  Si le rédex correspond & une coupure a profondeur 0, il suffit d’appliquer le
lemme 17. Sinon, a la profondeur ou se trouve la coupure associée au rédex, on ajoute des
nceuds de sorte 7y, mais par définition de la syntaxe avec nceuds 7 généralisés, ces nocuds
de sorte 7 sortent des boites et, soit sont absorbés par un autre nceud ? et disparaissent,
soit sont terminaux. O

On en déduit que la normalisation forte des réseaux MELL implique celle du A-calcul sim-
plement typé puisque la traduction s’étend naturellement au typage et traduit un A-terme
simplement typé en un réseau typé dans MELL.

Remarque : On peut également donner la traduction (et montrer la simulation) dans le cas
du A-calcul simplement typé additif ce qui simplifie les choses et fait disparaitre les questions
de noeuds de sorte 7y terminaux.

7.3 Logique classique

Par ajout de connecteurs exponentiels, on peut transformer les deux traductions de Girard
pour la logique intuitionniste en traductions de la logique classique (on choisit ici NK) dans LL.
On se restreint au connecteur — méme si ces traductions peuvent s’étendre aux autres
connecteurs.
La t-traduction
X=X
(A— B)* =714t %7B*

(TFA)* =F 20t 2A°
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Puisque la traduction des séquents fait commencer toute formule par 7, la traduction des
regles structurelles est immédiate. Pour les autres regles :

EEr——

ax F1ASL 74°
—— T d
F 72140t 740

F 210 1A% 7B 7A°
—>intro ~ [ ?!]:"J—7 ?!A'J- x ?B', 2A®
F 21T 7(21A%L 3 7B), 7A°

A+ B, A
I'-A— B A

?d

T'A—BA T'FAA
I,T'F B,A, A

—7elim ~

20t 240 2A
F et 1240 2A R 1B*L 7B° o
- 207t 174° @ 1B*L 7B 7A"
F 0oL, 2(21A%L 3 7B°), 7A° F et 1174 @ |B* ), 7B® A/
F2ireL et 7B 2A% 2/ cut

On montre ainsi que si - A est prouvable dans NK, alors - ?7A® est prouvable dans LL.
Réciproquement, si - 7A® est prouvable dans LL, alors - A est prouvable dans LK (donc dans
NK) car il suffit de considérer le squelette de la preuve (puisque 7A4* = A).

La g-traduction

X*=1X
(A= B)* = (4" % 7B%)

T F A =T 2A%

Puisque la traduction des séquents et des formules fait commencer toute formule par 7, la
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traduction des regles structurelles est immédiate.

Pour les autres regles :

A*J_ A* ar
AFA @ - PAA
F AT 24
F T, A 2B AR
LAFBA " b AR 2B AT
FEA=BA -l At 3 ope) ar
‘?
- F*J‘, ?!(A*J‘ 23 ?B*),?A* 7d
I'FA—BA T FAN
—elim ~
I'\T'F B,A A
ar axr
A A - 1B*+,?B*
- A A @ 1B 1B
) ) ?
- A 2(A* ® 1B*), 7B 'd
|
F T A TA 1A 2(A* @ 1B, 1B
cut

F T 21(A*E 3 7BY), 7A%

F T (A% @ 1B, 7B TA
!
F I 12(A* @ B, 7B* 7A

cut

F DL e 7B 7AR TAN

On montre ainsi que si = A est prouvable dans NK, alors - 7A* est prouvable dans LL.

Réciproquement, si - ?A* est prouvable dans LL,
NK) car il suffit de considérer le squelette de la preuve (puisque ?A*
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Chapitre 8

Modeles

8.1 Sémantique catégorique

Catégories de Seely

On va continuer 'introduction de notions catégoriques commencée au chapitre 4 pour donner
les structures qui permettent de définir les modeles de la logique linéaire.

Définition 35 (Foncteur monoidal)
Etant données deux catégories monoidales (C, ®, 1, (assoch’C)(ABp)eCs, (unit'®) acc, (unit’,®) acc)
et (D, K, 1, (GSSOC§/7B/7C/)(A/,B’,C’)G]DJS’ (unit ) wrep, (unit’y) arep), on dit que (F, (ma,B)(A,B)eC, M)
est un foncteur monoidal de C dans D si :

— F est un foncteur de C dans D,

— (ma,B)a,B)ec est une transformation naturelle de F'(-) X F/(_) dans F'(-® -),

— n est un morphisme de D de I dans F(1)

— les diagrammes suivants commutent :

“SSOC%A),F(B),F(C)

(F(A) X F(B)) X F(C) FA) X (F(B) X F(C))
mA,BﬁF(wl lF(A)@mB,c
F(A® B)K F(C) F(A)RF(B®C)
mA®B,Cl lmA,m
F((A®B)®C) Flassor g 0) F(A® (B®C))

Fa) "M ey m FA) "M s e
lF(A)IXn ln@F (4)
F(unit®) F(A)BF(1) F(unit,®) FA)RF(A)
lmA,l lmm

F(A®1) F(1® A)
Si C et D sont monoidales symétriques avec comme symétries (75 B)(A,B)ec? €t (% B/)(A/,B)€D?>
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on dit qu’il s’agit d’un foncteur monoidal symétrique si le diagramme suivant commute :

V%A),F(B)

F(A) R F(B) —2"% p(B)R F(A)

mA,Bl/ lmB,A

F(A® B) F(B® A)

F('Y%’B)

Si (ma, B)( A,B)ec et n sont des isomorphismes, on dit qu’il s’agit d’un foncteur monoidal
fort (si ce sont des égalités, on parle de foncteur monoidal strict).

Définition 36 (Catégorie monoidale symétrique fermée)

Soit (C, ®, 1, (QSSOC%B,c)(A,B,C)eC?’a (unit'®) acc, (unity®) acc, ('@73)(&3)6@2) une catégorie monoidale
symétrique, on dit qu’elle est monoidale symétrique fermée si, pour chaque objet A, le foncteur

-® A de C dans C a un adjoint & droite que I’on note A —o _ (appelé exponentiation monoidale).

On note curry cette adjonction.

Remarque : En particulier, toute catégorie cartésienne fermée est une catégorie monoidale
symétrique fermée.

Dans une catégorie monoidale symétrique fermée, on peut définir les morphismes suivants :
evap (A—B)®A— B = curry (ida—p)

Proposition 33 (Bifoncteur fleche)
(A —o _)aec s’étend en un bifoncteur - — _ de C°P et C dans C .

DEMONSTRATION : C’est en fait ce que ’on a prouvé dans la proposition 19. On n’a pas utilisé
le fait que la catégorie était cartésienne fermée mais uniquement le fait plus général qu’elle
était monoidale symétrique fermée. a

Les catégories monoidales symétriques fermées définissent les modeles de la logique linéaire
intuitionniste multiplicative (IMLL). Une telle catégorie qui est de plus cartésienne, co-cartésienne
ou les deux permet d’interpréter IMLL avec (&, T), avec (®,0) ou tout IMALL.

Définition 37 (Catégorie x-autonome)

Une catégorie monoidale symétrique fermée est x-autonome si elle possede un objet dualisant 1,
c’est-a-dire un objet L tel que pour tout objet A, le morphisme curry(’y% Aoyreval) A—
(A — 1) —o L est un isomorphisme. ’

Dans une catégorie x-autonome, on notera souvent A+ pour A — L. En utilisant que la
famille (curry(y§ 4 .| ; €va,1))aec est un isomorphisme naturel du foncteur id dans le foncteur

(_)Ll, on peut définir le bifoncteur % avec A% B = (At @ BY)+ ~ A+ — B~ B+ — A. On
montre par ailleurs que 1 ~ L.

Les catégories x-autonomes fournissent les modeles de MLL, et les catégories *-autonomes
cartésiennes fournissent les modeles de MALL.

Définition 38 (Monade)

Soit C une catégorie, une monade sur C est un triplet (T, (n4)aec, (ta)aec) ou T est un
foncteur de C dans C, (n4)4ec est une transformation naturelle de id dans T et (u4)aecc est
une transformation naturelle de 72 dans T et les diagrammes suivants commutent :

T(pa) nT(A)

73(4) LA 72 4 T2(A) T(A) U g2 g
MT(A)l pa R lidA%
T*(A) = T(4) T(A)

128



Une co-monade (T, (c4)aec, (64)aec) sur C est une monade sur C°P.

Exemple 13

Soient C et D deux catégories, F' un foncteur de D dans C, G un foncteur de C dans D, et ¢
une adjonction entre F' et G, si (€4)acc et (n4/)arep sont les deux transformations naturelles
définies apres la définition 12 alors (GF,n, GeF') est une monade sur D.

Définition 39 (Catégorie de Seely)
Une catégorie de Seely est donnée par :

(C,®,1,—0, 1, &, T,!, (G’SSOC%,B,C)(A,B,C)EC?” (unit{?)AeC, (unitrA®)A€<c,
(Y4 B)(a,Byec?; (€4) aec, (64) acc, (Ma,B) (4,B)eCs 1)

ou :

- (C,®,1,—, L, ((15500%]370)(A,B,C)e<c3a (um’t{P)Ae(c, (um’ti{g)Aec, (7%73)(1473)6@2) est une catégorie
*-autonome cartésienne (les produits étant donnés par (&, T))
(I, (e4)aec, (04) Acc) est une co-monade sur C
(!, (ma,B)(a,B)ec,n) est un foncteur monoidal symétrique fort de (C, &, T, (assoc%,B,C)(A7B,C)E(C37
(um'tlA&)Ae(c, (unit’A&)Aec, (WXB)(AB)E(CQ) dans (C, ®, 1, (GSSOC%B,C)(A,B,C)GC% (um’t{f’)Aec,

(unity®) acc, (V% ) (a.B)ec?)
— le diagramme suivant commute :

MA,B

'A® !B (A& B)

s

54068 (A& B)
l!ﬂm,!ms)

NA® B —m—=> (A& !B)

Proposition 34 (Catégorie de co-Kleisli)

Soit C une catégorie de Seely, la catégorie dont les objets sont les mémes que pour C et dont
les morphismes de A dans B sont C(1A, B) (appelée catégorie de co-Kleisli de la co-monade !)
est une catégorie cartésienne fermée.

Il s’agit d’une version sémantique de la traduction de Girard de LJ dans LL (voir section 7.2).

Interprétation de LL

On va montrer que les catégories de Seely fournissent les modeles de LL en donnant une
interprétation des preuves de LL comme des morphismes d’une catégorie de Seely.

Lemme 18 (®-comonoide !A)

Dans une catégorie de Seely, tout objet !A est muni d’une structure de ®-comonoide symétrique
(14, ¢y, wy)-

DEMONSTRATION : On définit :

m -1
=14 25 1(A& A) T2 14014

® A lterma

nfl
wyy =! T —1

et on vérifie que, puisque (!, (m4, B)(A, B)ec,n) est monoidal symétrique fort et puisque
(A, A4, termy) est un &-comonoide symétrique, les diagrammes requis commutent. O
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Lemme 19 (Monoidalité de ! pour ®)
Si C est une catégorie de Seely, | est un foncteur monoidal symétrique (!, (mC47B)(A7B)€C,n') de
(C,®,1) dans la catégorie (®-coMon(C),®,1) des ®@-comonoides symétriques de C.

DEMONSTRATION :  On définit :

g = 1A® 1B " (A& B) S8 (AL B) T2 114 918) (4% (4 ¢ By
n =157 2T 2y
et on vérifie que les diagrammes requis commutent. a
Une preuve 7 dont la conclusion est un séquent - I' =+ Ay,..., A, est interprétée comme

un morphisme 7] de 1 dans [I'] = [A1] & --- & [A,] ou chaque formule est interprétée par
lobjet correspondant (une fois fixée une interprétation arbitraire des variables par des objets).
On va abondamment utiliser le fait que, dans une catégorie *-autonome, se donner un
morphisme de 1 dans A% B ou de A+ dans B ou de B+ dans A ou de A+ ® B+ dans L revient
au meme.
On omettra le plus souvent les morphismes d’associativité et de commutativité des structures
monoidales.
— reégle az : l'identité idp4) est un morphisme de [A] dans [A].
— régle cut : partant d’un morphisme f de [I'] dans [A] et d’un g morphisme de [A] dans
[A], la composition f ;g donne un morphisme de [I'1] dans [A].
— régle ® : partant d'un morphisme f de [I'*] dans [A] et d’un morphisme g de [A+] dans
[B], le bifoncteur ® donne un morphisme f ® g de [I*+] ® [A1] dans [A] ® [B].
— regle % : linterprétation de la prémisse et de la conclusion sont les mémes.
— regle 1 : lidentité id; est un morphisme de [1] dans [1].
— régle L : partant d’un morphisme f de [I'*] dans [A], en le composant avec um’tﬁﬁﬂ on
obtient un morphisme f ; um’tﬁzﬂ de [T*] dans [A] 2 [L].
— régle & : partant d’un morphisme f de [I'*] dans [A] et d’un morphisme g de [I'*] dans
[B], on obtient un morphisme (f, g) de [I'*] dans [A] & [B].
— régle @1 : partant d’un morphisme f de [A1] dans [I'], en le composant & gauche avec
T4ty on obtient un morphisme w41y f de [A] & [B*] dans [I].
— régle @y : partant d’un morphisme f de [B*] dans [I'], en le composant & gauche avec
T[p1] on obtient un morphisme w1y ; f de [AL] & [B*] dans [I7].
— regle T : le morphisme termyp.y va de [T+] dans T.
— régle ! : partant d’un morphisme f de [!4{] ® --- ® [!A;-] dans [A], le morphisme !f
va de |([!A{] @ --- @ [!AL]) dans ![A], on le compose & gauche par les morphismes m’
appropriés pour obtenir un morphisme de ![!4{] ® --- ® ![!A;-] dans ![A] et encore &
gauche par 417 @ -+ ® dp417 et on obtient un morphisme de [A7] ® --- @ ['4;t] dans
'[A].
— régle ?d : partant d’un morphisme f de [A1] dans [I'], en le composant & gauche avec
€[4y on obtient un morphisme g4y ; f de I[A*] dans [I7].
— régle ?¢ : partant d’un morphisme f de [!A+] ® [!A+] dans [I'], en le composant & gauche
avec CﬁAlﬂ on obtient un morphisme C([?!)Al]] . f de ['A1] dans [T7].
— régle 7w : partant d’un morphisme f de 1 dans [I'], en le composant a gauche avec w([?AL]]

on obtient un morphisme w([ﬁ’ AL] f de [!A*] dans [I7].

Théoréme 9 (Correction)
Si la preuve m se réduit en 7 par élimination des coupures alors [r] = ['].
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8.2 Orthogonalité

Orthogonalité ensembliste

Etant donnés deux ensembles E et F , une orthogonalité ensembliste 1L sur E et F est un
sous-ensemble de E x F. Sie € F et f € F,on note e 1L f si (e,f) € IL. Si X est un sous-
ensemble de E, on définit X- = {f € F |Vz € X, = IL f} qui est un sous-ensemble de F. Si Y
est un sous-ensemble de F, on définit Y- = {e € E |Vy €Y, e I y} qui est un sous-ensemble
de E.

Lemme 20 (Cloture)
Soient X, X1 et Xy des sous-ensembles de E et 'Y, Y7 et Yo des sous-ensembles de F :
S X1 CXo=2 XS CXf eI CYy = Yk Yt
XXt ety cytd
_ XJL — XiLJLiL et YiL — YJLJLJL
- X = X s et seulement si il existe Y C F tel que X = Y+ (et Y = Y 5i et
seulement si il existe X C E tel que Y = X1)

DEMONSTRATION : On montre les propriétés pour X, X7 et X5 :
— Soit f € X3, pour tout z € X1, on a x € Xy donc z IL f. D’ott X3~ C Xi*.
— Soit & € X, pour tout f € X1, par définition de X on a = 1L f, donc x € X,
~ On a déja vu que X+ C (X)L et de X € XL on déduit (X4 € XL

~Si X =Xt alors X = (X)L SiX =YL ona X =Y4 =y = (yvh)LL =
XA

Les autres propriétés sont obtenues de maniere symétrique. O

Un sous-ensemble X de E (ou Y de F) est appelé un fait si X = X1,

Orthogonalité catégorique

Etant donnés une catégorie C et deux objets I et J de C, une orthogonalité catégorique
entre I et J est une famille 1l d’orthogonalités ensemblistes Il 4 (indexées par les objets A de
C) entre C(I,A) et C(A,J).

Définition 40 (Orthogonalité monoidale)
Si (C,®,1, (G’SSOC§7B7C)(A,B,C)€C3’ (unity®) acc, (unity®) acc, (7§,B)(A,B)G(C?) est une catégorie
monoidale symétrique fermée et J est un objet de C, on dit qu’une orthogonalité catégorique

1l entre 1 et J est une orthogonalité monoidale si :

— tenseur : siu € C(1,A4), v e C(1,B) et z € C(A® B, J),
wlly (z|v)pAvlp (z|u)s <= u®v lagp 2
— implication : si u € C(1, A), f € C(A,B) et y € C(B, J),
wlla fiyAu; flpy < cirry(f) Laopu—oy
— isomorphismes : si u € C(1,D) et y € C(E, J),
u;pllpy <= ulpyp;y
pour chaque isomorphisme ¢ de D dans F issu de la structure monoidale de C : assoc% B.CY

4l & T & ®
umtlA , Unit,~ ou YA.B
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— stabilité du tenseur : si U C (C(l A) et VC C(1,B),
— stabilité de l’implication 181U C (C(l, A)etY CC(B,J),
Les notations utilisées sont :

umt

G luha = B 1 g g 29, 40 g 3 O

umtl idaA Qv

(z|v)p=A —2 A1 25 AB S C

umtl )

tRv=1—"531912% A B

,tr®—1;
curry(f) =1 currylunity” if) A—oB

(étendues point par point pour les ensembles de morphismes).
On dit qu'un morphisme f € C(A, B) est focal par rapport a U C C(1,A) et Y C C(B,J)
si pour tout u € U et tout y € ¥ :
wiflpy <= uwlafiy
La condition (isomorphismes) de la définition 40 est donc une condition de focalité des isomor-

phismes de la structure de catégorie monoidale symétrique.

Lemme 21 (Focalité et bi-orthogonal)
Soient f € C(A,B), U CC(1,A) etY CC(B,J),
~ si f est focal par rapport ¢ U

VueUu;feYt «— v eUtt o feyt

etY alors :

— si f est focal par rapport a U et Y- alors
VyeY fiyeUt «— v eyttt f. et

DEMONSTRATION :  Si f est focal par rapport & U et Y :

v eUM o fevt «—= v eUt veY W f gy
v e Uty e Y o' 1y fiy
VeV fiyeUttdt =yt
VueUVyeYuldy fiy
VueUVyeYu;flpy
VueUu;feyht

111017

Si f est focal par rapport & U et Y- .

vy eV fiy e Ut = YueUW evYtHully fiy
Yue UV e Yt u; f gy
VueUu; fey =yt
YueUVyeY u;fllpy
YueUVyeYulaf;y
VyeY fiyeUt

11tu
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Exemple 14

Si C est une catégorie et I et J sont deux objets de C, & tout sous-ensemble F' de C(I,J), on
peut associer 'orthogonalité catégorique IL% = {(u,z) € C(I, A) x C(A,J) | u;z € F} entre I
et J. Une telle orthogonalité 1L est dite focale et F' est appelé son foyer.

Si(C,®,1, (GSSOC§)7B7C)(A,B,C)EC3’ (unitZA®)A€C, (unit’}®) acc, (7%5’,3)(14,3)6@2) est une catégorie
monoidale symétrique fermée, J est un objet de C et F est un sous-ensemble de C(1,J), l'or-
thogonalité focale 1L est une orthogonalité monoidale. De plus tout morphisme f : A — B est
focal par rapport & C(1, A) et C(B, J) pour cette orthogonalité.

Catégorie d’orthogonalité

Définition 41 (Catégorie d’orthogonalité)
Soient C une catégorie, I et J deux objets de C et AL une orthogonalité catégorique entre I et
J, la catégorie d’orthogonalité (C}LJ a:
— pour objets les paires (A, Uj ou A est un objet de C et U est un sous-ensemble de C(7, A)
tel que U = UL,
— pour morphismes de (A4,U) dans (B, V), les morphismes f de C(A, B) tels que :

YuelU wu;f € V
VyeVel f.y e UL
Théoréme 10 (Catégorie d’orthogonalité monoidale)

. Al . , .
Si (C7®717(GSSOC§)7B70)(A,B,C)6C37(un'ltA@)AECa(un2t2®)AEC7(7%73)(A7B)6C2) est une catégorie
monoidale symétrique fermée, J est un objet de C et 1L est une orthogonalité monoidale entre
1 et J, alors (CiLJ est munie d’une structure de catégorie monoidale symétrique fermée avec :

1= (1, {id, }*)
(A,U)@ (B, V) = (A® B, (U & V)
(A,U) = (B,V) = (A — B,(U = V) 1)

DEMONSTRATION :  On note d’abord que f est un morphisme de (A,U) dans (B, V) dans
(CiLJ si et seulement si curry(f) € (U —o VL)L, Cela découle de la définition 41 et de la
définition 40 (implication).

— Soient f : (A, U) — (B,V) et g: (A,U") = (B',V') deux morphismes de (Cfb, on
montre que f ® g est un morphisme de (A,U) ® (A’,U’) dans (B,V) ® (B, V). Par la
remarque précédente, cela revient & montrer que curry(f ® g) € (U @ U S (V @
VAL Or on a, par stabilité de 'implication :

(UeU)H S e v)yHhl=(UaU) S Ve v)ht
En appliquant la propriété (implication) de la définition 40, montrer que curry(f ®g) €
(U U") <o (V& V)L revient & montrer que :
VueUVu €U Vze (Ve V)t (u@u);(f®g) Lpes =
A u@u Lagn (FRg);2
La premiére propriété revient a (u; f) ® (u';g) AL z qui s’obtient par u; f € vyl =y

etu' ;g€ v+ = v/ La seconde propriété se montre grace a la condition (tenseur) de
la définition 40 :

u@u Lagn (fRg)iz <= ulla(fRg);z|u)a A Ly (fRg);2]|u)a
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Les deux composantes de la conjonction se montrent de maniére symétrique, on se
concentre sur la premiere :

ulla(f®g);z|u)a <= ulsfilz|u;9)p

Par définition de f: (4,U) — (B,V), il suffit donc de montrer que (z | v ; g)p € VL,
ce qui découle de la condition (tenseur) de la définition 40 et de u'; g € V.

— On veut maintenant que montrer que h : (A,U) ® (A",U’) — (B,V) si et seulement
si curry(h) : (A,U) — (A,U’") — (B,V). D’apres la remarque faite au début de la
preuve, cela revient & prouver que curry(h) € (U ® U')* S VL)L si et seulement
si curry(curry(h)) € (U o (U' ~o V)LL) L Par stabilité de I'implication ceci revient

~

a curry(h) € (U@ U') ~o V)L si et seulement si curry(curry(h)) € (U —o (U ~o
VA)L. On a, en utilisant & nouveau la remarque de début de preuve, curry(h) €
(U®U") o VL)L si et seulement si pour tous u € U, v’ € U, y € VL

w@u  hllpyAu®u LLaga by
= u's(h|upa LpyAulia (hiylu)a Au' Lo (hsy|u)a
= (hwa LpyAuda(h|u)asynu La (hluasy
— curry((h |u)a) Ly gt/ ZoyAullg (h|u)a;y
< u;curry(h) Ly opu' —oyAu g curry(h);u’ oy

<« curry(curry(h)) Lo oarop u—o (u' —oy)

cest-a-dire curry(curry(h)) € (U —o (U' —o V)L,
— On montre également que les différents isomorphismes issus de la structure monoidale
symétrique de C sont des (iso)morphismes dans (CiLJ. Soient (A,U), (B,V) et (C,W)

trois objets de (C{L 7, en utilisant la stabilité du tenseur, on a :

~

(Uev)yHew)y -t =(Uav)ew)t

U VeWw)'=Ua [ Vew))Ht
D’apres le lemme 21, f € (U @ V) @ W) et h € (U @ (V @ W)L alors f;
assoc%BC € (U & (Ve W) car assoch,C est focal. Sig € (U ® V) @ W et
he UV aaW)t g L awB)ec assoc§’7B7C;h = g;assoc%BC L ag(Bocy I (par
focalité de assoc%B’C) donc associBC che (U V)W)t
On traite de méme le cas de unitl®, um'tTA@) et 7%7 B

La commutation des différents diagrammes découle quant a elle des commutations dans
C, ce qui conclut la preuve. a

Les constructions de catégorie d’orthogonalité peuvent s’étendre aux connecteurs additifs et
exponentiels et a la logique linéaire classique.

8.3 Modéle relationnel

On s’intéresse désormais a un modele concret (mais dont la dualité est dégénérée) de LL.
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A toute formule de MELL on associe un ensemble |A| appelé trame de la maniére suivante :
on suppose fixé un ensemble | X| = |X*| pour chaque variable, puis :

|A® B| = |A| x |B|
|A% B| = |A| x |B|
1] = {*}
L] = {x}
1Al = M (| A])
[7A] = Mgn(|Al)

oll Mg, (E) est 'ensemble des multi-ensembles finis d’éléments de E. De sorte que pour toute
formule A4, on a |A| = |At].

Une pseudo-expérience d’un réseau R est une fonction qui associe a chaque aréte a profon-
deur 0 de R un élément de la trame de la formule associée. On appelle résultat de la pseudo-
expérience les éléments associés aux conclusions du réseau. Une expérience est une pseudo-
expérience telle que :

— Les éléments associés aux deux conclusions d’un noeud az sont les mémes.

— Les éléments associés aux deux prémisses d’un noeud cut sont les mémes.

— L’élément associé a la conclusion d’un noeud ® ou % est le couple des éléments associés a

ses prémisses.

— SiI’élément associé a la prémisse d’un nceud 7d est x, celui associé & sa conclusion est [x].

— L’élément associé a la conclusion d’un neeud 7w est [ ].

— L’élément associé a la conclusion d’un noeud 7c est la somme des éléments associés a ses

prémisses.

— Si les éléments associés aux conclusions d’une boite sont mg pour la porte principale et

mi, ..., my pour les portes auxiliaires alors il existe p > 0 expériences du réseau situé
a Dintérieur de la boite de résultats (zf), ni,...,nt)1<i<p avec mo = [x},...,z5] et pour
chaque 1 < j <k, m; :n}—i—---—i—n?.
L’interprétation relationnelle [R] d’un réseau R est I’ensemble des résultats des expériences de
R.

Pour montrer la préservation de la sémantique par réduction, on montre que si R se réduit
en R’ alors, & toute expérience de R, on peut associer une expérience de R’ de méme résultat,
et réciproquement. On montre comment faire le lien entre les expériences d’un module et celles
du module réduit (on n’indique pas ici les types des arétes mais uniquement les valeurs associées
aux arétes par les expériences) :

" — @x

x y x y
<—>
(z,9) @ (z,y)

©

cu

©
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. mp

®

mo my A\ /L
(O)—Cp—Cp
mo—l—m6 N mo—i-m\{)f"'\\[/

/
my+my myg+mk
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SRR

(5 (5
mo my My mi my
Le multi-ensemble my, se décompose en une somme m( = nj + --- + n, correspondant aux

différents multi-ensembles issus des expériences de S7. Les expériences de Sy peuvent donc
étre regroupées selon le n; dans lequel elles induisent un élément. Avant réduction, on effectue
toutes ses expériences et on somme les résultats sur les différentes portes auxiliaires pour ob-
tenir m/}, ..., mj,. Aprés réduction, pour chaque expérience de Sy, on effectue les expériences
correspondant a n; dont on somme les résultats sur les portes auxiliaires. Ces résultats sont
ensuite re-sommés lorsque ¢ varie pour finalement obtenir m/, ..., mj,.
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Ce modele s’étend sans probleme aux connecteurs additifs par :

|A& Bl = |A|W|[B]
|[A® B| = |AlW|[B]
TI=0
0] =0

Cependant, en ’absence de notion de réseau satisfaisante pour ces connecteurs, on est obligé
de définir I'interprétation directement en calcul des séquents ce qui complique la preuve de
préservation par élimination des coupures.

Remarque : On peut vérifier que ce modele est non dégénéré (i.e. il existe deux preuves
différentes d’un méme séquent dont les interprétations sont différentes) en calculant 'interprétation
des codages des booléens : les deux preuves de - 1@ 1 (ou avec - (X+ % X1) % (X ® X) dans
MLL).

De maniere générale, il est également possible de passer par la caractérisation catégorique
des modeles de LL en montrant que ’on a une catégorie de Seely et que l'interprétation que 'on
a définie est bien 'interprétation générale de LL dans ces catégories.

Soit Rel la catégorie dont les objets sont les ensembles et dont les morphismes de E dans F
sont les relations entre E et F' (i.e. les sous-ensembles de E x F)) :

— l'identité de E dans E est donnée par {(e,e) | e € E},

— la composition d’une relation  de F dans F' et d’une relation s de F' dans G est donnée

par {(e,g) | 3f € F, (e, f) €r A (f.g) € s}
La catégorie Rel est une catégorie de Seely avec pour ® le produit cartésien x, pour & 'union
disjointe & et pour co-monade ! 'opération £ — Mg, (E).

Exemple 15 (Evaluation)
Le morphisme evg r est {(((e, f),e),f) |[e€ EANfeF} C ((ExF)xE)xF.

Remarque : La catégorie x-autonome sous-jacente a la propriété que 1 = L et ® = %, on dit
alors qu’il s’agit d’'une catégorie compacte fermée.

8.4 Modéle cohérent

On ne traite ici que le fragment multiplicatif.

Espaces cohérents

Un espace cohérent X est une paire (|X|,<x) ou | X| est un ensemble et ©x est une relation
binaire réflexive et symétrique sur | X| appelée relation de cohérence :

-~ Ve e |X|, zcx

~Y(z,y) €| X, roxy=ycx

On introduit des variantes de la relation de cohérence :

-~z ~xysixzx yet x#y (cohérence stricte)

— xvwx ysi xSy y (incohérence stricte)

— z=<x ysixwxyouz =y (incohérence)
On peut vérifier que la donnée de I'une des quatre relations <y, ~x, <x ou —x permet de
déterminer les trois autres.

138



Si X est un espace cohérent, on définit son espace dual X+ = (| X|,=<x) qui est aussi un
espace cohérent. En général X # X+ (si X = ({a,b},{(a,a), (b,b), (a,b), (b,a)}) alors X+ =
({a,b},{(a,a), (b,b)})) mais on a toujours X+ = X.

Une clique ¢ de P'espace cohérent X (noté ¢ C X) est un sous-ensemble de | X| tel que si
x € cet y € calors ¢ ©x y. Tout espace cohérent possede au moins une clique : la clique vide.

On définit différentes constructions d’espaces cohérents :

— 1= 1= ({*},{(*,%)}) est 'unique (& isomorphisme pres) espace cohérent a un seul point

- XY = (X| x |Y],cxey) avec (x,y) Sxoy (¢/,y) <= zox 2/ Ayoy v/

XBY = (|X]| x|Y],cxny) avec (z,y) ~xzy (/,y) <= z~x2'Vy~yy
X =Y = (|X| x |[Y],cx—-y) avec

(7,y) ~x oy (ﬂf/,y/) — zoxd =y~yy
(r,y) oxoy (@',y) <= zox ' =yov Y Ny=xy vy =2 =xx 2

Onalt=1=1=14 (XeY) =XYYL (X)L =XtV e X oY =X2Y.

La sémantique cohérente interprete une preuve de la logique linéaire de conclusion - A4, ..., A,
comme une clique de l'espace cohérent [A;] & --- % [A,] (une fois que 'on a associé un es-
pace cohérent [X] a chaque atome X). L’interprétation d’'un réseau de preuve est donnée,
comme pour le modele relationnel, par 'ensemble des résultats d’expériences. On en déduit
immédiatement qu’elle est préservée par élimination des coupures. Il convient cependant de
montrer que l'interprétation d’un réseau de preuve est une clique.

Théoréme 11 (Cohérence)
Si R est un réseau de preuve de conclusions Ay,..., A, alors [R] est une clique de l’espace

cohérent [A1] % --- B [A,]-

DEMONSTRATION :  On considére deux expériences e et ¢/ de R de résultats r = (aq,...,a,)
et ' = (a},...,a),). Sir =r"alors r =1/, siil existe 1 < i < n tel que a; ~4, a} alors
r ~7r' et s'il existe 1 < i < n tel que a; —« A, ag alors on va montrer qu’il existe 1 < j7 <n
tel que a; ~4; a; donc & nouveau 7 ~ 1’

Supposons qu'il existe 1 <7 < n tel que a; 4, a,. On va décrire comment construire un
chemin dans R partant de la conclusion de R de type A; et tel que :

— si le chemin passe dans une aréte o de R en montant alors e(a) « €' («),

— si le chemin passe dans une aréte o de R en descendant alors e(a) ~ €/(a).

Si le chemin arrive en montant dans la conclusion a : A d’un axiome, on a e(«) w4 €' (@)
et on continue en descendant dans I’autre conclusion 3 : A+ de cet axiome avec e(3) =
e(a) ~as €(a) = €(B).

Si le chemin arrive en montant dans la conclusion « : A ® B d’un nceud ® de prémisses
B:Aety:B,onae(a) wagp € (a) donc e(B) —4 €(B) ou e(y) —4 €(y) et on continue
en montant dans 'aréte qui convient (on choisit arbitrairement si les deux conviennent).
Si le chemin arrive en montant dans la conclusion « : A% B d’un noeud % de prémisses
B:Aety:B,onae(a) wayp e (a) donce(f) —4 €' (8) oue(y) —a € (y) et on continue
en montant dans S si elle convient et dans ~ sinon.

Le chemin ne peut pas arriver en montant dans la conclusion o un noeud 1 ou L puisqu’on
aurait e(a) = €/(«) et pas incohérence stricte.

Si le chemin arrive en descendant dans la prémisse o : A d’une coupure, on a e(a) ~4
¢/(a) et on continue en montant dans lautre prémisse [ : AL de cette coupure avec
e(B) = e(@) w41 €'(a) = €'(B).

Si le chemin arrive en descendant dans la prémisse o : A d’'un nceud ® dont autre
prémisse est 5 : B et la conclusion est v: A® B, on a e(a) ~4 €'(a) :
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— sie(B) —p € (), on continue en montant dans £,

— sie(B) cp € (B), alors e(y) ~agn € (7) et on continue en descendant dans ~.

Si le chemin arrive en descendant dans la prémisse o : A d’'un nceud % dont autre
prémisse est 5 : B et la conclusion est v : A% B, on a e(«) ~4 €'(a) donc e(y) ~aznp €' (7)
et on continue en descendant dans ~.

On montre que les chemins ainsi construits sont acycliques. Sinon on considére un cycle
minimal. S’il ne contient pas les deux prémisses d’'un méme nceud % alors il est inclus
dans un graphe de correction ce qui est impossible. S’il contient les deux prémisses d’un
méme noeud %, il arrive nécessairement en descendant sur les prémisses (en montant on va
toujours vers la méme prémisse par construction et, puisqu’on ne passe jamais directement
d’une prémisse a 'autre d’un noeud %%, on ne peut pas a la fois monter et descendre dans
un méme noeud % car sinon on aurait & la fois e(y) ~azp €/ (7) et e(y) —azp €'(7y) sur la
conclusion v du neeud), mais dans ce cas il n’est pas minimal puisqu’on a un sous-cycle
strict en partant de la conclusion et en atteignant la prémisse atteinte en second.
Considérons maintenant un chemin maximal. Il est fini puisqu’il ne contient pas de cycle
et que R est fini. Il termine alors nécessairement en descendant dans une conclusion ¢; : A;
(dans tous les autres cas, on a défini une maniere d’étendre le chemin) et donc a; ~4, @’

J
puisque le chemin arrive en descendant. a

Remarque : Dans la preuve du théoreme précédent, seule I’acyclicité des graphes de correction
est utilisée. Une réciproque montre d’ailleurs que si U'interprétation relationnelle d’une structure
de preuve sans coupures est une clique (en interprétant les variables par des espaces raisonnables)
alors ses graphes de correction sont acycliques.

Catégorie Coh

Soit Coh la catégorie dont les objets sont les espaces cohérents et dont les morphismes de
X dans Y sont les cliques de X — Y :
— l'identité de X dans X est donnée par {(z,x) | € | X|},
— la composition d’une clique ¢ de X — Y et d’une clique ¢ de Y — Z est donnée par
c;d ={(z,2) [Ty e Y], (z,y) €cA(y,2) €}
On vérifie que l'identité est une clique de X — X pour tout espace cohérent X, et que, pour
toutes cliques de X —o Y et Y —o Z, leur composée est une clique de X — Z.

Remarque : Si ¢ est une clique de X — Y et ¢ est une clique de Y — Z et si (x,2) € ¢; ¢
alors le point y € |Y| tel que (z,y) € c et (y,z) € ¢ est unique : si (z,y) € c et (x,y) € ¢ alors
yoy v etsi(y,2) € et (v, 2) € ¢ alors y <y ¢/, donc y =v/.

La catégorie Coh est une une catégorie x-autonome avec 1 comme objet dualisant.

Orthogonalité de cohérence

Soit E un ensemble, on considere ’orthogonalité ensembliste de cohérence sur P(E) (et lui-
méme) définie par a 1L b si card(anb) < 1. Soit A un fait de P(E) pour cette orthogonalité, A est
clos par sous-ensemble. En effet si 1 C 29 € A, pour tout y € A, card(z1Ny) < card(zoNy) < 1
donc z; 1L y d’out 7 € ALL — A,

Si A est un fait de P(F), on définit a; <4 az par {a1,a2} € A ({a1,a2} C E). On définit
également |A| ={e € E|e<4e}. Sia; 4 ag alors a; € |A] et ag € |A| puisque A est clos par
sous-ensemble. <4 est une relation réflexive et symétrique sur |A| donc (JA|,<4) est un espace
cohérent. Si ¢ est une clique de (|A|,<4) alors ¢ € A (pour tout y € AL si {aj,a2} CcNy
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alors {a1,as} C {a1,a2} Ny mais comme a1 4 az on a {ay,a2} 1L y avec {aj,a2} C y d’ou
a1 = ag et donc ¢ L y, i.e. c € ALL — A).

Réciproquement, soit X un espace cohérent on considere I’ensemble de ses cliques C qui est
un sous-ensemble de P(|X|). Pour I'orthogonalité de cohérence, C = DY ou D est 'ensemble
des cliques de Pespace cohérent X 1. En effet, sic € Cet d € D, et si e, ea C cNd alors e; <x e
et e Cy1 egdonce; =eget el die CC Di, et réciproquement si a € DL et {e1,e2} Ca
on a, pour tout d € D, card({e1,e2} Nd) < card(a Nd) < 1 donc e; Tx e (sinon e; ~x1 ey
donc {e1,es} € D et card({er,ea} N{e1,ea}) = 2), d’ott DL C €. On en déduit que C est un fait.
On peut alors définir ©¢ comme précédemment et on a x1 Tx 9 si et seulement si 1 S¢ 2o
(r1 ©x w2 si et seulement si {z1,22} est une clique de X, ce qui équivaut a {xy,z2} € C
c'est-a-dire a x1 <S¢ x2).

Les espaces cohérents peuvent donc étre définis comme les faits de 'orthogonalité de cohérence.

La structure monoidale de la catégorie Coh peut étre obtenue comme la catégorie d’orthogo-
nalité pour l'orthogonalité de cohérence a partir de la catégorie Rel (entre 'objet {x} et ’'objet

{*})-

8.5 Géométrie de ’'interaction

La géométrie de l'interaction est basée sur I'idée d’interpréter une preuve de LL (ou un réseau)
comme l'ensemble de ses chemins persistants (i.e. qui ne sont pas détruits par I’élimination des
coupures). Le travail consiste alors a donner des caractérisations alternatives de cette notion de
persistance.

On interprete ici un réseau MELL comme une machine (la IAM) dont un état est donné par
le choix d’une aréte, le choix d’une direction (“vers le haut” ou “vers le bas”) et le choix d’un
jeton valide pour cette aréte.

Un jeton est un triplet (X, b, ). On dit que ce jeton est valide pour I'aréte a de type A si X
est une occurrence d’atome dans A, b est une pile d’entiers de longueur p ou p est la profondeur
de a dans le réseau, et o est une pile d’entiers de longueur n ou n est le nombre de connecteurs
exponentiels (! et 7) dans le champ desquels se trouve X dans A.

Un état initial (resp. état final) est un état pour lequel 'aréte choisie est une conclusion du
réseau et la direction est “vers le haut” (resp. “vers le bas”) (ce qui entraine que b est la pile
vide).

On suppose données deux injections r et s de N dans N d’images disjointes et une injection
(-,-) de N x N dans N. Les transitions de la IAM sont données par :

— si un jeton arrive en montant dans un nceud az, il repart en descendant dans ’autre

conclusion (en changeant 'occurrence d’atome en 'occurrence duale)

— si un jeton arrive en descendant dans une coupure, il repart en montant dans ’autre

prémisse (en changeant 'occurrence d’atome en I'occurrence duale)

— si un jeton arrive en montant dans un nceud ® ou %, il repart en montant dans la prémisse

dans laquelle se trouve 'occurrence d’atome du jeton

— si un jeton arrive en descendant dans un noeud ® ou %, il repart en descendant dans la

conclusion

— si un jeton (X,b,0) arrive en descendant dans un noeud ?d, on passe a I'état (X,b,0.0)

descendant dans la conclusion

— si un jeton (X,b,0.0) arrive en montant dans un nceud ?d, on passe a ’état (X,b,0)

montant dans la prémisse

— siun jeton (X, b,i.0) arrive en descendant dans la prémisse gauche d’un neeud ?¢, on passe

a l'état (X,b,r(i).0) descendant dans la conclusion
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— si un jeton (X, b,i.0) arrive en descendant dans la prémisse droite d’un noeud 7¢, on passe
a létat (X,b,s(i).0) descendant dans la conclusion

— si un jeton (X, b,7(i).0) arrive en montant dans la conclusion d’un nceud 7¢, on passe a
létat (X,b,i.0) montant dans la prémisse gauche

— si un jeton (X,b,s(i).0) arrive en montant dans la conclusion d’un neeud 7¢, on passe a
Iétat (X,b,i.0) montant dans la prémisse droite

— si un jeton (X,1i.h,0) arrive en descendant dans la prémisse d’un nceud !, on passe a 1'état
(X, b,i.0) descendant dans la conclusion

— si un jeton (X, b,i.0) arrive en montant dans la conclusion d’un neeud !, on passe a 1'état
(X,i.b,0) montant dans la prémisse

— si un jeton (X,i.b,j.0) arrive en descendant dans la prémisse d’un nceud ?p, on passe a
Pétat (X, b, (i,7).0) descendant dans la conclusion

— si un jeton (X,b, (i,7).0) arrive en montant dans la conclusion d’un noeud ?p, on passe a
Pétat (X,1.b,j.0) montant dans la prémisse

On peut vérifier que ces transitions préservent le fait que le jeton soit valide dans I'aréte associée.
Les transitions de la IAM sont réversibles.

Lemme 22 (Acces a b)

Si on considéere une suite de transitions partant en montant dans une conclusion de lintérieur
d’une boite avec le jeton (X,b,o) et terminant en descendant dans une conclusion de ce méme
intérieur de boite (le tout sans jamais sortir de la boite) alors le jeton obtenu est (Y,b,0’). De
plus on peut considérer la suite de transitions partant de (X, o) et on obtiendra (Y,V',0’).

DEMONSTRATION :  On montre que toute transition qui ne concerne que des arétes de pro-
fondeur supérieure ou égale & p agit sur le jeton (X, b, 0) indépendemment des p derniers
éléments de b et ne les modifie pas. a

On va montrer que les réductions multiplicatives préservent I'interprétation par la Gol. En
I’absence de réduction multiplicative, comme on ’a vu dans la preuve de la proposition 30
on peut définir la notion de coupure exponentielle maximale. Si on s’intéresse a un réseau
n’ayant aucun connecteur 7 dans les formules de ses conclusions, la boite prémisse d’une coupure
exponentielle maximale n’a pas de porte auxiliaire (sinon en descendant sous une telle porte
auxiliaire on ne peut arriver que dans une conclusion, ce qui est impossible par hypothése sur
les connecteurs 7, ou dans une coupure, ce qui est impossible par maximalité de la coupure de
départ). On va montrer que lors de la réduction d’une telle coupure 'interprétation n’est pas
modifiée non plus. Plus précisément on montrera que suite a I’entrée d’un jeton dans le module
que l'on réduit, il y a boucle avant si et seulement si il y a boucle apres, il y a blocage avant si et
seulement si il y a blocage apres et sinon le jeton qui ressort n’est pas modifié par la réduction.
Par réversibilité des transitions, on ne considere qu’un sens a chaque fois.

— Etape az : pas de blocage, ni de boucle possible ni avant ni apres et le jeton reste le méme

dans les deux cas.

— Etape ® /% : pas de blocage, ni de boucle possible ni avant ni apres et :

— avant réduction : on arrive dans la prémisse gauche (resp. droite) du ® et on a (X, b, o) ~~
(X,b,0) ~ (X+,b,0) ~ (X+,b,0) qui remonte dans la prémisse gauche (resp. droite)
du %

— apres réduction : on arrive dans la prémisse de la coupure de gauche (resp. droite) et
on a (X,b,0) ~ (X1,b,0) qui remonte dans I'autre prémisse de la coupure de gauche
(resp. droite)

~ Etape !/7d :

— avant réduction : le jeton (X, b, o) arrive dans la déréliction, on a (X, b,0) ~~ (X,b,0.0) ~~
(X+,b,0.0) ~ (X+,0.b,0) & lintérieur de la boite
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— aprés réduction : le jeton (X,b,0) arrive dans la coupure, on a (X,b,0) ~ (X*,b,0)
dans ce qui était la boite

par le lemme 22, il y a donc boucle avant si et seulement si il y a boucle apres et blocage

avant si et seulement si il y a blocage apres, sinon :

— avant réduction : un jeton (Y,0.b, o) ressort de la boite, on a (Y,0.b,0") ~ (Y, b,0.0") ~
(Y+,b,0.0") ~ (Y1,b,0") qui remonte au-dessus de la déréliction

— apres réduction : par le lemme 22, le jeton (Y, b, 0”) ressort de la boite, on a (Y, b, ") ~~
(Y+,b,0') qui remonte au-dessus de la déréliction

— Etape !/?7w : le module réduit n’ayant aucune communication avec le reste du réseau,
aucun jeton ne peut y entrer.

- Etape !/?7¢ : on ne traite que le cas ou on arrive par la prémisse gauche de la contraction,
l’autre cas étant extrémement similaire.

— avant réduction : le jeton (X, b, i.0) arrive dans la prémisse gauche de la contraction, on
a (X,b,i.0) ~ (X,b,1r(i).0) ~ (X b,7r(i).0) ~ (X*,r(i).b,0) & 'intérieur de la boite

— aprés réduction : le jeton (X, b,4.0) arrive dans la coupure, on a (X, b,i.0) ~ (X*,b,i.0) ~
(Xt i.b,0) dans la premiere copie de la boite

par le lemme 22, il y a donc boucle avant si et seulement si il y a boucle apres et blocage

avant si et seulement si il y a blocage apres, sinon :

— avant réduction : un jeton (Y,r(i).b,o’) ressort de la boite, on a (Y,r(i).b,o’) ~
(Y, b,7(i).0') ~ (Y+,b,1(i).0") ~ (Y, b,i.0") qui remonte dans la prémisse gauche
de la contraction

— apres réduction : par le lemme 22, le jeton (Y, i.b, ') ressort de la boite, on a (Y, 4.b,0”) ~
(Y,b,i.0") ~ (Y1, b,i.0") qui remonte dans la prémisse de la coupure

- Etape I/l : le calcul se passe de la méme maniére avant et aprés réduction jusqu’a ce
qu'un jeton (X,i.b, j.o) arrive en descendant dans la conclusion de la premiére boite qui
est coupée (a l'intérieur de la boite)

— avant réduction : on a (X, 4.b, j.0) ~ (X, b, (i,7).0) ~ (X1,b, (i,5).0) ~ (X, (i,).b,0)
qui remonte dans la prémisse de la porte principale de la deuxieme boite

— aprés réduction : on a (X,i.b,5.0) ~ (X*,i.b,j.0) ~ (X*,j.i.b,0) dans la prémisse de
la porte principale de la deuxieme boite

par le lemme 22, il y a donc boucle avant si et seulement si il y a boucle apres et blocage

avant si et seulement si il y a blocage apres, sinon :

— avant réduction : un jeton (Y, (i, j).b, o’) ressort de la deuxieéme boite, on a (Y, (i, j).b,0’) ~
(Y, b, (i,5).0") ~ (Y*,b,(i,5).0") ~ (Y1 ib,j.0") qui remonte dans la premiere boite
par la prémisse de la porte auxiliaire coupée

— apres réduction ; le jeton (Y, j.i.b, ') ressort de la boite, on a (Y, j.i.b, ') ~ (Y,i.b, j.o") ~~
(YL, i.b, j.0’) qui remonte dans la premiere boite par la prémisse de la coupure

le calcul est ensuite le méme avant et apres réduction (en refaisant le méme raisonnement

si le calcul passe & nouveau par la coupure).

Remarque : On peut voir que pour les autres réductions exponentielles le jeton peut étre
modifié :
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Si un jeton (X*,b,0) dans la boite montant par la prémisse de la porte principale donne
(Y, b,i.0") descendant dans la prémisse d’une porte auxiliaire, alors (X, b, o) descendant dans la
prémisse de la déréliction va donner (Y, b, (0,i).0") avant réduction et (Y,b,i.0”) apres. Essayer
de corriger ce cas avec (0,7) = 7 menerait & une interprétation dégénérée.

Etant donnée une conclusion a de type A d’'un réseau R et une paire (X,0) ou X est une
occurrence d’atome dans A et o une pile d’entiers dont la longueur est le nombre de connecteurs
exponentiels dans le champ desquels se trouve X dans A, on peut exécuter la IAM & partir de
Iétat initial obtenu en mettant le jeton (X,e,0) montant dans a. Soit la machine se bloque
dans un état non final (aucune transition ne s’applique plus), soit elle boucle, soit elle atteint
un état final et fournit une paire (Y, o’) et une conclusion a’ ot se situe le jeton. On définit ainsi
une fonction partielle [R] par (a, X,0) — (a/,Y,c’). Dans le cas particulier d’un réseau sans
connecteur exponentiel dans les conclusions, cette fonction partielle se résume a (a, X) — (a’,Y)
(et 8’il n’y a qu’une conclusion il reste X +— Y'). Par réversibilité des transitions, cette fonction
partielle est une bijection partielle.

Théoréme 12 (Correction de la Gol)
Si R est un réseau sans connecteur ? dans ses conclusions et si R se réduit en R’ alors [R] =

[R].

DEMONSTRATION :  On considére la forme normale Ry de R (qui est aussi celle de R’ par
confluence) et on montre que [R] = [Ro] ce qui suffit ensuite pour conclure. Pour cela
il suffit de montrer que l'interprétation est préservée pour les étapes multiplicatives et
exponentielles avec boite sans porte auxiliaire.
Pour une telle étape de réduction, soit le calcul de la IAM ne fait pas passer le jeton par
le module modifié et les deux fonctions partielles ont la méme valeur, soit le jeton passe
par le module et, pour chaque passage, il y a une boucle dans un cas si et seulement si
il y en a une dans 'autre, il y a un blocage dans un cas si et seulement si il y en a un
dans l'autre, et sinon le calcul continue avec la méme valeur du jeton dans les deux cas.
La valeur des deux fonctions partielles est donc la méme. O

144



Proposition 35 (Terminaison et non blocage)
Dans un réseau sans 7 dans les conclusions, le calcul de la |AM a partir d’un état initial termine
toujours et ne blogue jamais.

DEMONSTRATION : Par le théoreme 12, il suffit de s’intéresser au cas d’un réseau sans coupure.
Le seul moyen de bloquer est en montant dans une aréte de type 7A, mais il n’y en a aucune
dans un tel réseau. Le calcul consiste donc toujours a partir d’une conclusion, & monter
jusqu’a un axiome et a redescendre dans une conclusion, ce qui termine. a

La fonction [R] définie par la Gol est donc une fonction totale.
Pour montrer que cette sémantique n’est pas dégénérée, on considere les réseaux de conclu-
sion (X+2 X1)% (X ®X). Il en existe exactement deux sans coupure et avec axiomes expansés :

(X123 X1) B (X ® X)

avec les nceuds ax entre a et ¢ et entre b et d ou entre a et d et entre b et c. Si on note Xi-
l'occurrence de X+ correspondant & aréte a et X2l celle correspondant a b et de méme X3
pour c et X5 pour d, les sémantiques respectives de ces deux réseaux sont :

X < Xy
X+ o Xy

X & X

t
¢ XL o X

elles sont bien différentes et peuvent servir de codage des booléens. Ainsi la sémantique d’un
réseau n’est pas toujours préservée par réduction mais celles de toutes ses projections sur ces
booléens multiplicatifs le sont, ce qui suffit en pratique. On a ici une notion de sémantique plus
faible qu’habituellement.

Remarque : Certaines réductions ne préservent pas l'interprétation par la géométrie de 'in-
teraction. Cette interprétation ne donne donc pas lieu a une catégorie de Seely.

Remarque : Les chemins persistants sont exactement ceux pour lesquels il existe un état initial
tel que le jeton parcourt ce chemin lors de 'exécution de la IAM.

Proposition 36 (Correction booléenne)
Si R de conclusion (X+ 2% X+) % (X ® X) se réduit en R' alors [R] = [R].

On peut étendre ce résultat & tout produit tensoriel de la formule (X+ % X1) % (X ® X)
avec elle-méme un nombre arbitraire de fois.
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Chapitre 9

Complexité

L’introduction explicite des connecteurs exponentiels en logique linéaire permet, en modi-
fiant les regles correspondantes, de maitriser la complexité de I’élimination des coupures. On
va voir ici deux exemples : ELL pour la complexité élémentaire (tours d’exponentielles) et LLL
pour la complexité polynomiale.

9.1 ELL

Syntaxe

Le (fragment multiplicatif exponentiel du) systeme ELL est obtenu en modifiant les regles
exponentielles : la déréliction et la promotion sont supprimées et on ajoute la regle de promotion
fonctorielle :

FT,A \f
FIT, 1A
avec comme étape d’élimination des coupures :
T, A FAAL B FT,A  FAALB
J lf If cut
F T, 1A F?A,7AL B ~ FT,A,B
F T 7A 1B cut —r.7A0E

De ce fait on perd les deux implications !4 — !4 et |A — A (et 1A — 1A4).

On associe naturellement une syntaxe de réseaux de preuve a ce systéme en supprimant
la sorte 7d dans les réseaux de preuve exponentiels et en modifiant la sorte 7p pour qu’elle
corresponde a la regle !f :

— sorte 7p : une prémisse, une conclusion, si I’étiquette de la prémisse est A alors celle de la

conclusion est 7A

Ces réseaux vérifient une propriété de stratification : la profondeur d’un nceud qui n’est pas
de sorte cut ne change pas durant I’élimination des coupures (celle du nceud cut que 'on réduit
peut augmenter et celle des autres nceuds cut n’est pas modifiée non plus). De plus la réduction
d’une coupure exponentielle & profondeur p ne peut pas donner de coupure multiplicative a
profondeur p.

On peut donc réduire un réseau de la maniere suivante : on se place a la plus petite profon-
deur contenant une coupure et on va tout d’abord réduire toutes les coupures de cette profon-
deur. Pour simplifier on suppose qu’il s’agit de la profondeur 0. On réduit toutes les coupures
multiplicatives ce qui fait diminuer le nombre de noeuds multiplicatifs (le nombre d’étapes est
donc majoré par le nombre de noeuds multiplicatifs & profondeur 0). On a ensuite un réseau
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sans coupure multiplicative, on considere une coupure exponentielle maximale a profondeur 0
(au sens de la preuve de la proposition 30). On réduit une telle coupure ce qui fait diminuer
strictement le nombre de nceuds de conclusion ? a partir desquels on peut atteindre un noeud
cut (par un chemin sans rebond & profondeur 0 descendant dans la conclusion 7). Ce nombre
d’étapes exponentielles est donc majoré par le nombre de nceuds exponentiels du réseau initial.
On peut ainsi éliminer toutes les coupures & profondeur 0 d’un réseau R en moins de |R| étapes.

Une étape de réduction peut au plus multiplier par 3 la taille du réseau. Apres la réduction
des coupures de profondeur 0, on obtient donc un réseau de taille majorée par 3IRI x IR| < 337,
On montre alors (par récurrence sur d) qu’'un réseau de profondeur d peut étre réduit en moins

S‘R‘ 3‘73‘
de 3 (tour de hauteur 2d + 1) étapes (en donnant un réseau de taille majorée par 3- de
hauteur 2d + 2).

Remarque : On admettra que ces résultats peuvent s’étendre aux réseaux avec quantificateurs
en négligeant la question du critere de correction. Les bornes sur les tailles de réseaux et les
nombres d’étapes de réduction n’étant pas dépendantes de la taille des formules, le fait que
Pétape de réduction V/3 fasse diminuer la taille du réseau (comme les coupures multiplicatives)
permet de conclure.

Programmation

Une fonction f des entiers dans les entiers est de complexité élémentaire s’il existe un entier
2n
p tel que pour tout n, f(n) se calcule en moins de 2°  (tour de hauteur p) étapes (dans une
machine de Turing par exemple).

Si on choisit de coder les entiers par le type usuel du systeme F traduit dans LL, on obtient :
VXI(IX — X) — (1X — X). Cependant on vérifie facilement que les codages des entiers de
Church sont typables par VX!(X — X) —o (X — X).

Dans ELL, on est amené & utiliser N = VX!/(X — X) — (X — X) = VX?(X @ X1) %
(X1 2% X) (le type précédent n’étant pas dérivable pour tous les entiers dans ELL). Les entiers
sont représentés par la traduction des entiers de Church avec des boites placées pour respecter
les contraintes de ELL et le type ci-dessus. Pour I'entier n > 1 on obtient :
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2(X © XH) BI(XE P X)

VX?(X @ XH) B I(XE 3 X)

avec n + 1 noeuds ax ce qui donne un réseau de taille 4n + 4. Et pour 0 :

X @ XY BIXLFX)

VX?(X ® X1) B I(XE P X)

de taille 6. On peut par ailleurs vérifier qu’il n’y a pas d’autre réseau sans coupure (avec axiomes
expansés et a la structure des arbres ? prés) dans ELL de conclusion N.

Représenter une fonction f de k entiers dans les entiers dans ELL signifie trouver une preuve
(que P’on peut supposer sans coupure) de - N+, ... N+ IPN (k occurrences de N1) telle qu’en
la coupant sur la représentation de mnq, ..., ng et en éliminant les coupures on obtienne la
représentation de f(ny,...,nk) suivie de p regles !f. Considérons le cas d’une fonction unaire.
Supposons que le réseau R est de profor‘ld‘eur d, la normalisation de R coupé sur la représentation

3| R|+4n+4
de n # 0 se fait donc en moins de 3 de hauteur 2d + 1. La complexité du calcul est
élémentaire.
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Réciproquement il est possible de montrer que toute fonction de complexité élémentaire est
représentable dans ELL :

Théoréme 13 (Représentation)
Une fonction des entiers dans les entiers est de complexité élémentaire si et seulement si elle
est représentable dans ELL.

On va se contenter de donner quelques exemples de représentation de fonctions de complexité
élémentaire dans ELL :
— Multiplication :

axr axr
F2(X @ XH),(XE®X) F2X @ XH), (Xt X)

axr
F2AX @ XL N(XERX) @ ?2(X @ X1), (Xt R X) F2(X @ XH),(XERX)

FAX@XH)( X3 X)@2(X @ X)), (Xt X)®2(X @ X1), (X3 X)
FIXARX)@?2(X @ X)) (Xt X)0?(X @ X1),7(X @ X)) R I(XLDX)
FNLNL2(X @ XH) B I(XE D X) y -
F N+ NEN

— Addition

axr axr
FXLX FXLX

— AT
FXE XXt X FXL X
®
FXE XXt XXt X
FXoXt XXt XtnX
axr
FIXE R X),2(X @ X1) F2X @ X1),?2(X @ X1), (Xt B X)
F2AX @ X)Xt X)@2(X @ X)), 2(X @ X5), (Xt 2% X)
F2X @ XH),NH 2(X @ X1), (XD X)

i

az
FIUXERX),2(X®X1) :
FIXtT R X)@?2(X @ XH),NL 2(X @ X1),2(X @ X1), (Xt X X)
FNLNL2(X @ X1),2(X @ X1), (X1 % X) )
FNE N ?2(X @ X4), (X B X)
FNE NS 2(X @ XH) BI(XE R X)
1 NL v
FN-,N- N
— Itération (sur les fonctions linéaires en sortie)
step base ar
FNL N FN F NI, N
NN ), FNeNON
FIINL®N) © F2(N@NL),IN
FI(Nt®N)®?(NoNY),IN .
FNL IN
En itérant la représentation de x — 2x sur 1, on obtient une représentation de =z +—

27 de conclusion - Nt IN (qui n’est donc plus itérable, d’ailleurs si c’était possible on
contredirait la borne de complexité).
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En itérant la représentation de z — x + 1 sur 0, on obtient une représentation de x — x
de conclusion - N, IN. Cette preuve ne modifie donc pas I’entier représenté mais agit
sur le type, on parle de coercion. On a définit ¢; de conclusion - N+, IN, on peut ensuite
définir ¢, de conclusion ~ N+, PN par ¢pyq = lep o c1.

— Pour composer les fonctions de plusieurs arguments, les coercions sont nécessaires. En
effet si on a représenté une fonction unaire par m; de conclusion - Nt PN et une fonction
binaire par m de conclusion F N+ N+ 19N, pour les composer et obtenir une preuve de
conclusion - N+ N+ "N on doit passer par :

Uy
m FNL NS ON
¢ FNL PN b ?PNL, 7PNL PHN
- NL, PN - NL, 7PNL, proN cut
- NL, NL, Iy cut
9.2 LLL
Syntaxe

Pour définir LLL, on opere un raffinement supplémentaire en introduisant une nouvelle mo-
dalité § (et son dual § avec (§4)+ = §AL et (§4) = §AL) que l'on peut considérer comme une
forme affaiblie de !. Les regles sont :

‘A4 - 11, A
- 7T, §A, §A TRV

ou II est soit vide soit réduit a une formule. On a également la contraction et I’affaiblissement
mais pas de déréliction ni de promotion usuelle.
On obtient un principe de déréliction faible !A —o §A. On perd !A®!B — /(A ® B) remplacé
par §A® 8B —o §(A ® B). Par contre on a !A — !A®!A (contraction) mais pas §4 — §A® §A.
Les nouvelles étapes clefs d’élimination des coupures sont :

11, A \f FAL,F,_A,B ‘ FI,A FALT,AB .
FOOlA T R ?7AL 7T §A 8B ~ FILT,A,B
711, 7T, §A, § B cut - 71, 7T, §A, § B 3
FT,A A AL T A B FT,AA FALT A B
CiAA D FRALT A GE - FT.T.A A B cut
F 7T, 7T, §A, 5A' . §B cut 00,5, A 6B

les étapes !/7w, !/7¢c et /! étant contraintes du fait que la regle !f a au plus une formule de
contexte.
La syntaxe de réseaux de preuve associée utilise les nouvelles sortes de noeuds suivantes :
— sorte § : une prémisse, une conclusion, si I’étiquette de la prémisse est A alors celle de la
conclusion est §A
— sorte §p : une prémisse, une conclusion, si 'étiquette de la prémisse est A alors celle de la
conclusion est §A
avec des boites pour chaque nceud de sorte § ayant un nombre arbitraire de nceuds de sortes
?p et §p comme portes auxiliaires et des boites pour chaque nceud de sorte ! avec au plus une
porte auxiliaire qui, de plus, doit étre de sorte 7p.
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Remarque : En remplacant § par !, on transforme toute preuve de LLL en une preuve de ELL
et de plus on simule la réduction (une étape par une étape).

Ces réseaux LLL vérifient la méme propriété de stratification que les réseaux de ELL. De plus,
la réduction d’une coupure exponentielle (?/!) ne peut pas donner de coupure § ni multiplicative
a profondeur 0 et la réduction d’une coupure § ne peut pas donner de coupure multiplicative a
profondeur 0 (ni exponentielle d’ailleurs). On peut donc réduire profondeur par profondeur (en
profondeurs croissantes) en prenant d’abord les réductions multiplicatives puis les réductions
§ et enfin les réductions exponentielles. On sait déja grace au cas ELL, que la réduction a
profondeur 0 de R nécessite au plus |R| étapes.

Dans un réseau R avec uniquement des coupures exponentielles, on définit le poids w, d’un
nceeud n par :

— si m est un nceud ! & profondeur 0 alors soit k le nombre de nocuds ?¢ tels qu’il existe
un chemin (sans rebond & profondeur 0 partant en descendant dans la conclusion) qui
arrive a n, soit x la taille du réseau a l'intérieur de la boite, et soit p le nombre de portes
auxiliaires de la boite, on prend w, = (k+ 1)(x +p + 1),

— si n est un neeud 7p ou cut a profondeur 0, w, = 0,

— si n est un autre noeud a profondeur 0, w, =1,

— sinon w, = 0.

et on définit wr =), x Wwn.

Lors de la réduction, les étapes multiplicatives et § font diminuer la taille du réseau, puis les
étapes exponentielles font décroitre (au sens large) wg. De plus, pour tout réseau avec coupures
exponentielles uniquement wg < |R|? :

wr < Rlnp + Z (kn +1)(2n +pn + 1)

n neeud !
a profondeur 0

SR+ D (Rl + 1) (@n +po+1)

n noeeud !
a profondeur 0

<Rl + (Rlnb +1) D> @n+patl

n neeud !
a profondeur 0

< Rlnp + (IRnp + 1)R]p
< (IRl + IR[5)* = IR|?

ou |R] est le nombre de nceuds ni ! ni 7p a profondeur 0 et |R|; est le nombre total d’autres
nceuds dans R. Par ailleurs, pour un réseau sans coupure & profondeur 0, wg = |R|. On en
déduit qu’apres réduction & profondeur 0 la taille du réseau R’ obtenu est majorée par |R|?
(IRl = wry < wr < [RP?).

Le nombre d’étapes pour éliminer complétement les coupures dans un réseau R de profon-
deur d est donc un polynéme en |R| de degré 27 (et a une taille majorée par |R|2™).

Programmation

Comme pour ELL, il faut trouver un type adapté pour les entiers, c’est ici N = VX!(X — X) —o
§(X — X) = VX?(X ® X1)®§(X ! % X). La représentation des entiers dans LLL se fait comme
dans ELL en remplacant la régle ! par une regle §.

On peut représenter des fonctions des entiers dans les entiers par des preuves de conclusion
F N+, ...,NL 6PN. Sion consideére le cas unaire et pour un entier n # 0, on normalise un réseau
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de profondeur d (si la représentation de la fonction est de profondeur d > 1), la forme normale
s’obtient donc en un nombre d’étapes polynomial en n de degré 2¢.
On reprend dans le cadre de LLL certains exemples de représentations de fonctions vus dans

ELL :
— Addition (comme dans ELL)

axr axr
FXLX FXLX

— AT
FXE XXt X FXL X
®
FXE XXt XXt X
FXXt XXt XX
axr — =
FIXE R X),2(X @ X1) FEX @ X)), §(X @ X)), §(X®X)
FHX @ X)X R X)@§(X ®@X1H),?7(X @ X1),§(X+ 3 X) .
l_g(X®XL)7Nl7?(X®XL)7§(XJ_?S,X)

2

§

FIUXERX),2(X®X1) “ :
FIXtTRX)@§X@X1),NL2(X o Xh),2(X @ X5, (X% X) f
FNEND (X 9 X, 7X@ X (X BX)

FNLNL2(X @ X)), §(XE B X)
FNLNL2(X @ XH) B (XD X) y

F N+, Nt N
— Itération (comme dans ELL, sur les fonctions linéaires en sortie)
step base az
F Nt N FN FNL N

FNEIN \f ﬁN®NL,N
FI(NL 2 N) F§(N®N1), §N
(Nt 2 N) @ §(N® N1), §N
F Nt §N

— La multiplication ne peut pas étre obtenue de conclusion + N+ Nt N sinon elle se-

rait itérable (en fixant un parametre) ce qui contredirait la borne de complexité. En
généralisant l'itération, on peut I'obtenir de conclusion + ?N+ N+ §N.
On peut donner un cas particulier : en itérant la représentation de x +— x + 2 sur 0,
on obtient une représentation de x + 2z de conclusion F Nt §N (qui n’est donc plus
itérable). Une autre maniere d’obtenir cette fonction (mais avec un type comportant plus
de modalités) est la suivante :

addition
N+, N+ N
F 7N+ 7N+ §N
F 7N+, §N

§

fc

puisque cela correspond & x — x + x.

On peut montrer un théoréme de représentation qui relie la représentation dans LLL (avec
quantificateurs) et les fonctions de complexité polynomiale mais ceci nécessite d’utiliser des
entiers binaires (pas des entiers unaires comme les entiers de Church et le type N que 'on a
vu).
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Remarque : Dans ce chapitre, on n’a considéré que les fragments multiplicatifs exponentiels
(avec quantificateurs) de ELL et LLL. Il est possible d’introduire les connecteurs additifs dans
ces systemes (et c’est méme fort utile pour certains codages) mais cela rend leur présentation

plus complexe.

154



Chapitre 10

Polarisation

10.1 Logique linéaire polarisée

On a vu a la section 5.2 que les connecteurs non exponentiels de LL se séparent en deux
familles : les connecteurs négatifs %, &, L et T (et méme V) qui sont réversibles et les connecteurs
positifs ®, @, 1 et 0 (et méme 3) qui vérifient la propriété de focalisation.

On peut également remarquer qui si on restreint la traduction de Girard (vue a la section 7.2)
aux connecteurs —, A et T de LJ (qui sont précisément ceux pour lesquels la normalisation dans
NJ ne nécessite pas d’étapes commutatives), on n’obtient que des formules négatives a condition
de définir la polarité de ! comme allant de négatif a positif (et dualement pour ?).

Si on restreint les formules de LL pour qu’elles respectent ces polarités, on obtient :

P = Xt | PeP | PaP | 1 | 0 | IN
N == X | N®N | N&N | L | T | ?P

ol le choix pour les variables est arbitraire. Ceci contient I'image de la traduction de Girard
(restreinte) qui est donc a la fois & image dans ILL et dans ce fragment polarisé LL,,, de LL.

Remarque : Tous les isomorphismes que l'on a vus dans LL respectent la polarisation (i.e.
ne font intervenir que des interactions entre connecteurs qui sont correctement polarisées). Par
exemple : (N & M) =IN® M.

Lemme 23 (Formule positive)
Si T est prouvable dans le fragment polarisé de LL sans la régle T alors I' contient au plus
une formule positive.

DEMONSTRATION : Par récurrence sur la taille de la preuve. O

Comme on I'a déja discuté pour ILL, il est alors naturel de demander que la regle T introduise
au plus une formule positive. On obtient ainsi le systeme LL,,,.

On va voir que les formules polarisées ont des propriétés tres particulieres vis-a-vis des regles
structurelles.

Définition 42 (Formules !/?-fixes)
Une formule A de LL est !-fize (resp. 7-fize) si A A est dérivable (resp. 7A - A est dérivable).
Ce qui entraine que A est !-fixe si et seulement si A est ?-fixe.

Lemme 24 (Préservation des formules fixes)
On a les propriétés suivantes :
- 1A, 1 et 0 sont !-fixes
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- 7A, L et T sont ?7-fizes
— 51 A et B sont !-fizes alors AR B et A® B aussi
- si A et B sont ?-fizes alors AR B et A& B aussi

DEMONSTRATION :  On ne traite que le cas des formules !-fixes puisque celui des formules
?-fixes est le dual.

Par récurrence sur la taille de la formule :

241 E1 | -
7%./&,./1 | E FT.0 |
O S I F1,0

FAL A “ +BL. B “
FAL- B A® B 2
F?A+ BL A®B '?d

F?AL ?BL A® B "

AL 1A F?A+ 7B (A® B)

t
- BLB - AL 7BL (A @ B) ot

¢
- AL, BL, (A ® B) “
- AL % BY(A® B)
— aX — QX
AL A B+, B .
FALAG B ?; FBL. Ao B ?Z
F?AL A® B " F?BL+, A9 B "
FAL1A F?2A (A B) FBY,'B  +F?BYLY(A®B)
T cut T cut
FAL (A9 B) B (A@ B)

AL & B+ (A® B)
(]

Remarque : Il est intéressant de remarquer que la structure de ces preuves est tres similaire
a celle des preuves utilisées dans le lemme 1 page 36 (dans la mesure ou —g—gA et 74 se
correspondent).

Proposition 37 (Regles structurelles généralisées)
Si A est ?-fize et N ne contient que des formules ?-fizes alors les régles structurelles généralisées
susvantes sont dérivables dans LL :

k., FT,A4,A FWN,B
?w —2 7 —
FI,A FT, A FN,B

DEMONSTRATION @ En utilisant la preuve de F !4+, A (et de méme pour N € N) :

FT

S N S
FT,74 Y At oA
FT, A cut
FT,A4,A
FT,7A,7A
— 7 N
FT,7A 1AL A
FT, A cut
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+N,B .

FIN, B (N eN)

FIN,IB FINE N
FN,B

cut

d

Si on ajoute a LL,, que les variables négatives sont ?7-fixes, on en déduit que toute for-
mule négative est 7-fixe (et que toute formule positive est !-fixe) et que les régles structurelles
généralisées sont dérivables pour toute formule négative. Partant de cette idée, le systéme LLP
est défini en ajoutant a LL,, les regles structurelles généralisées :

o A -I,N,N N, N
—F N v ——— ¢ — !
FT,N FT,N - N IN

ot N ne contient que des formules négatives. Ce qui donne en particulier que toute formule
négative est 7-fixe et toute formule positive est !-fixe.

Du fait de cette extension des regles structurelles, LLP n’est pas tout a fait un sous-systéeme
de LL.

On vérifie facilement que le lemme de la formule positive reste valide dans LLP.

Remarque : Le connecteur ! est réversible dans LLP : si - I',!A est prouvable dans LLP, alors
par le lemme de la formule positive I" ne contient que des formules négatives et on peut dériver :

— aX
FAL A
——d
FT,14 F?2A4L A .
CU
FrA
FT,14 -

10.2 Reéseaux polarisés

Les structures de preuve pour MELLP (le fragment multiplicatif-exponentiel de LLP) sont
les mémes que pour MELL en contraignant les formules a étre polarisées et en autorisant I’affai-
blissement, la contraction et les portes auxiliaires de boites & porter sur des formules négatives :

— sorte ax : aucune prémisse, deux conclusions, si I’étiquette de la premiere conclusion est

A alors celle de la deuxi¢me est A+

— sorte cut : deux prémisses, aucune conclusion, si I’étiquette de la premiere prémisse est A

alors celle de la deuxiéme est A+

— sorte ® : deux prémisses, une conclusion, si I’étiquette de la premiere prémisse est P et

celle de la deuxieme prémisse est () alors celle de la conclusion est P ® Q)
— sorte % : deux prémisses, une conclusion, si I'étiquette de la premiere prémisse est N et
celle de la deuxieme prémisse est M alors celle de la conclusion est N % M

— sorte 1 : aucune prémisse, une conclusion, ’étiquette de la conclusion est 1

— sorte L : aucune prémisse, une conclusion, ’étiquette de la conclusion est L

— sorte ! : une prémisse, une conclusion, si I’étiquette de la prémisse est IV alors celle de la

conclusion est !N
— sorte 7p : une prémisse, une conclusion, la prémisse et la conclusion ont la méme étiquette
N

— sorte 7d : une prémisse, une conclusion, si I’étiquette de la prémisse est P alors celle de

la conclusion est 7P

— sorte 7w : aucune prémisse, une conclusion, I’étiquette de la conclusion est N
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— sorte 7c¢: deux prémisses, une conclusion, les deux prémisses et la conclusion ont la méme
étiquette NV
— sorte !; (i € N) : aucune prémisse, i+ 1 conclusions, la premiere conclusion a pour étiquette
IN (ou N peut étre une formule négative quelconque) et les autres conclusions ont pour
étiquettes des formules NV; (ou N; peut étre une formule négative quelconque)
Un graphe de correction est obtenu de la maniére suivante :
— On considere, soit les nceuds a profondeur 0, soit ceux a profondeur 0 dans une boite.
— On remplace chaque nceud de sorte ! dont la boite a pour conclusions des arétes de type
IN, Ny, ..., N; par un nceud de sorte !; ayant ces arétes comme conclusions.
De plus, on oriente désormais les arétes positives vers le haut et les arétes négatives vers le
bas. On peut remarquer que la somme des tailles des graphes de correction est égale a la taille
de la structure de preuve (la complexité du critere va donc étre moindre que dans le cas non
polarisé).
Une structure de preuve est correcte si :
— chaque graphe de correction est un graphe orienté acyclique
— chaque graphe de correction possede exactement une conclusion positive ou un nceud de
sorte 7d
Une structure de preuve correcte est naturellement munie d’un ordre partiel sur les nocuds
(et de méme pour les arétes) par : ny < ngy s’il existe un chemin orienté allant de n; a ny dans
un graphe de correction.

Définition 43 (Arbre positif)
Un arbre positif est une structure de preuve avec une unique conclusion positive définie par
récurrence :

— un neeud ax est un arbre positif,

— une boilte exponentielle est un arbre positif,

— un noeud 1 est un arbre positif,

— en ajoutant un nceud ® entre les conclusions positives de deux arbres positifs, on obtient

un arbre positif.

Lemme 25 (Royaume positif)

Au-dessus de toute aréte positive se trouve un arbre positif, de plus cet arbre positif est le
royaume de l'aréte (i.e. la plus petite sous-structure de preuve correcte ayant cette aréte comme
conclusion).

DEMONSTRATION : Par récurrence sur le nombre de nceuds situés au-dessus de l'aréte a
concernée (i.e. tels qu’il existe un chemin orienté allant du noeud a 'aréte dans la structure
de preuve), sachant qu’une aréte positive est nécessairement conclusion d’un neeud az, 1,
® ou!:

— Si laréte est conclusion d’un nceud az, ce noeud az constitue un arbre positif, est une
structure de preuve correcte et toute structure de preuve ayant a comme conclusion
contient nécessairement ce nceud.

— Si laréte est conclusion d’un nceud 1, ce nceud 1 constitue un arbre positif, est une
structure de preuve correcte et toute structure de preuve ayant a comme conclusion
contient nécessairement ce nceud.

— Si l’aréte est conclusion d’un nceud ® de prémisses b et ¢, par hypothéses de récurrences,
b et ¢ sont conclusions d’arbres positifs qui sont leurs royaumes. En ajoutant le noeud
®, on obtient encore un arbre positif et ajouter un nceud ® entre deux structures de
preuve correctes donne une structure de preuve correcte. Enfin, la plus petite structure
de preuve correcte ayant a comme conclusion doit nécessairement contenir le noeud ®
et les royaumes des prémisses, c’est donc cet arbre positif.
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— Si laréte est conclusion d’un neeud !, la boite correspondante constitue un arbre posi-
tif, est une structure de preuve correcte et toute structure de preuve ayant a comme
conclusion contient nécessairement cette boite. O

Théoréme 14 (Séquentialisation)
Une structure de preuve correcte est un réseau de preuve.

DEMONSTRATION : Par récurrence sur le nombre de nceuds de la structure de preuve :

— Si la structure de preuve a un nceud négatif (i.e. dont toutes les arétes sont négatives :
X, 1, 7w et 7c) terminal, on supprime ce nceud, on vérifie que le critére de correction
est encore vrai et on applique I’hypothese de récurrence.

— S’il n’y a pas de nceud négatif terminal mais s’il y a une coupure, on choisit une coupure
maximale (pour l'ordre partiel induit par le critére de correction orienté). Au-dessus de
la prémisse positive, on a un arbre positif. Sous les conclusions de cet arbre il ne peut
y avoir aucun noceud (sinon la coupure ne serait pas maximale ou on aurait un nceud
négatif terminal). Si on supprime la coupure, on récupere ainsi un arbre positif et le
reste du réseau. Ces deux parties vérifient le critére de correction et on peut appliquer
I’hypothese de récurrence a chacune des deux.

— S’il n’y a ni nceud négatif terminal ni coupure, s’il y a un noeud ?d, il est nécessairement
terminal et en ’enlevant on préserve le critere de correction et on peut appliquer ’hy-
pothese de récurrence. Sinon il y a exactement une conclusion positive et au-dessus un
arbre positif et aucun autre nceud dans la structure de preuve. Il suffit de vérifier qu’un
arbre positif est toujours un réseau. a

L’élimination des coupures multiplicatives (étapes az, ®/% et 1/1) se fait comme dans
MELL, il faut par contre définir de nouvelles étapes de réduction pour le cas exponentiel avec
des formules ne commencant pas par !/?. Pour cela on utilise le fait qu’au-dessus de toute aréte
positive se trouve un arbre positif et qu'un arbre positif a exactement une conclusion positive et
que des conclusions négatives. Ce sont exactement les hypotheéses que 1’on utilise sur les boites
exponentielles pour définir la réduction dans MELL. On peut définir I’étape 7w en effacant ’arbre
positif, I'’étape 7c en dupliquant I’arbre positif et ’étape ! en faisant rentrer ’arbre positif dans
la boite, I’étape 7d quant a elle reste inchangée :

; NH@;}@
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+
S
L Ire
% 7@ Wy (Cp—p)
1A
N N

Proposition 38 (Préservation de la correction par réduction)
Si la structure de preuve polarisée correcte S se réduit en S’ alors S’ est correcte.

DEMONSTRATION : On considere chaque étape de réduction :

(ax) On raccourcit un chemin ce qui ne peut pas créer de cycle. On ne touche pas aux
conclusions positives ni aux nocuds ?7d.

(®/%) On raccourcit des chemins, on en supprime d’autres, on ne touche pas aux conclu-
sions positives ni aux noeuds ?7d.

(1/L) On supprime une partie du réseau sans toucher aux conclusions positives ni aux
nceuds ?7d.

(7d/!) Dans le réseau réduit, un cycle ne peut pas passer par l'intérieur de la boite (sans
étre entierement a 'intérieur) puisqu’il n’y a que des conclusions négatives (donc des
arétes sortantes). On supprime un nceud ?d a profondeur 0 et on en ajoute un qui était
a l'intérieur de la boite.
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(?w/!) On supprime des arétes ce qui ne peut pas créer de cycle et on ne touche ni aux
conclusions positives ni aux nceuds 7d.

(?¢/!) On ne crée pas de nouveau chemin orienté entre les arétes de la frontiere du module
réduit (on n’en supprime pas non plus) ce qui ne peut pas créer de cycle. On ne touche
ni aux conclusions positives ni aux noceuds ?7d.

(1/1) On raccourcit des chemins ce qui ne peut pas créer de cycle, et on ne touche ni aux
conclusions positives ni aux nceuds 7d. a

On peut définir une traduction des réseaux de MELLP dans les réseaux de MELL en appli-
quant la transformation suivante sur les formules :

X = 77X Xt = 1x+t
NB®M = (N3 M) P2Q = (P2Q)
N&M = ?2(N&M) PoQ = (PoQ)

1 = 71 1 =1

T = 7T 0 =10

7P = 7P IN = IN

La traduction des réseaux est obtenue en traduisant les types, en ajoutant un nceud 7d sous
chaque aréte négative et un nceud ! sous chaque aréte positive (avec comme boite ’arbre positif
de cette aréte).

Proposition 39 (Injectivité et simulation stricte)
Cette traduction des réseauxr de MELLP dans les réseaur de MELL est injective et est une
simulation stricte.

Proposition 40 (Normalisation forte)
La réduction des réseaux MELLP est fortement normalisante.

DEMONSTRATION : En utilisant la normalisation forte des réseaux de MELL et la simulation
stricte : si il existait une suite infinie de réductions dans MELLP, par simulation stricte, il
en existerait une dans MELL ce qui contredirait la normalisation forte de MELL. O

Proposition 41 (Confluence)
La réduction des réseaur MELLP est confluente.

DEMONSTRATION :  Si R se réduit en deux formes normales R; et R alors R se réduit en Ry
et en Ry (formes normales). Par confluence de MELL, R = Ry et par l'injectivité de la
traduction on en déduit que R = Ro. O

10.3 Traduction de NK

On va reprendre la t-traduction vue a la section 7.3. Grace aux regles structurelles généralisées,
il est possible de définir cette traduction de NK & image dans LLP en prenant les mémes
définitions que pour la traduction de Girard pour NJ :

X*=X
(A— B)* =743 B*

(TFA)* =+t A®
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en effet cette formulation est équivalente & la précédente des que A® est ?-fixe pour toute formule
A (ce qui est le cas dans LLP puisque A® est négative).

Puisque les regles structurelles a gauche peuvent étre traduites par les regles structurelles
sur des formules 7 et les regles structurelles & droite par les régles structurelles généralisées aux
formules négatives, la traduction des preuves est donnée par :

C Al
Ara ™ ~ ————d
F 24t A
I AFBA " Foret 24t B A
FFA—BA ot 740t 3 B A®

I'A—BA T'FAN
I,T'F B,A, A

—7elim ~

| orret, A0 A
J_’ : VD —
70Vt LA A FB B
F Tt 740 B B AC - 1A @ B, B A
ForeL 2ot Be A A

cut

ce qui est essentiellement la méme chose que pour la traduction de Girard de NJ dans ILL.

Si on regarde cette traduction comme allant du Apu-calcul dans les réseaux polarisés, on
obtient une extension de celle du A-calcul dans les réseaux de MELL (dont on peut remarquer
qu’elle était en fait a image dans MELL,,,). La simulation de la réduction est vraie mais n’est
plus stricte. Cette traduction du Ap-calcul dans les réseaux polarisés peut étre définie dans un
cadre typé mais également dans un cas pur en définissant des réseaux polarisés purs.

Remarque : Ainsi les modeles de LLP sont donnés par les catégories de controle (en interprétant
les formules négatives par des objets, donc des #¥-monoides).

Dans le cas de la g-traduction, il n’y a pas de simplification immédiate car la partie de cette
traduction que l'on a présentée (connecteur —) est naturellement polarisée : toute formule de
NK est traduite par une formule polarisée. Si on étendait la traduction au connecteur A par
exemple, on verrait que le cas polarisé est a nouveau plus simple que celui de LL.
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Annexe A

Calcul des séquents classique (LK)

A.1 Calcul bilatere

Formules et séquents

Etant donné un langage de termes du premier ordre, les formules sont :
A = Xty...t, | A | ANA | AVA | A—-A | T | F | VzA | 324
Les séquents sont de la forme I' - A.

Regles

Groupe identité multiplicatif.

TFAA T, AFA

- ul
A A az™ TT EA AN cutul
Groupe identité additif.
—  add 'AA A A
T.AF A A % T cuttdd

Groupe structurel.

Aech
o) F71(A)
I'NAAFA 'FAAA
T AFA ctrLL TTEAA ctrR
A T'FA
T AL A WL TrAA U
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Groupe logique multiplicatif.

'AA I+ B, A I'NA,BF A
/\mulR —/\mulL
LIV AAB,A A I'AANBFA
I'-A B,A IAFA I, B+ A’
—\/mulR \/mulL
'-AvVBA LT, AvBFEAA
— mul T'FA
FT TR Tara ™ML
M mul —qulL
TFFA TR Fi-
I'AFA 'kAA
T'F-4,A [L-AFA
I'AF B, A ol I'BFA I'E A A ol
TFa=Ba » R I T, A= BFAAN 0L
Groupe logique additif.
'FAA 'k B,A add A A add], I''BFA
TFAAB,A AR T.ANBEFA /N M T.AANBFA
'HAA ad 'k B,A INAFA I''BFA
— ' __\a Rl —\/addR2
I'FAV B, A 'FAvVB,A I'AVBEA
—  add —  padd
TFT,A IR TFFA P
I'AF A 'kAA
Tk-4,A [L-AFA
A A I'kB,A 'FAA I''BFA
_>add]‘:{1 _>addR2
'HA— B,A 'HA— B,A I'N'A— BFA
Groupe logique quantification.
'FAA LAl ] F A
T+ Vid A T VaAFA &
= AlY/],A IAEFA L
I'F3dzA A IdzAF A

avec la contrainte que x ne doit pas étre libre dans I' ni A pour les régles VR et JL.
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A.2 Calcul monolatére

Formules et séquents

Etant donné un langage de termes du premier ordre, les formules sont :
A = Xty...ty | " Xt1...t, | ANA | AVA | T | F | VzA | dzA

Les séquents sont de la forme + I'.

Regles
——— ax l_F,A '_A,_‘A t
=A4,-4 FT.A cu
FTAA A
FT,A FT,A Y
FT,A  FAB -T,A,B
/\mul 7\/mul
FT,AAANB FT,AV B
FT,A_ kDB FTA FTB
Fr,AnB FT,AvB ‘1 FT,AVB "2
JEE— 1 dd
B R FO,T T
_FrA FT, Al /]
I—F,VacA I—F,EL’UA

avec la contrainte que x ne doit pas étre libre dans I' pour la regle V.
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Annexe B

Calcul des séquents intuitionniste

(LJ)

Formules et séquents
Etant donné un langage de termes du premier ordre, les formules sont :
A = Xty...t, | ANA | AVA | A—-A | T | F | -A | VzA | 324

Les séquents sont de la forme I' - A.

Regles

- PEA  AARC
AFA T.AFC cu
INAAFC T'+C
“TArC T.AFC
T-A TFB . NAFC NLBFC
r-arg R rArBrc Ml TArBrC Ve
i add Fl_B add F,Al—C P,Bl_c add
r-ave VR Travp VR r.AvBrc VL
add —  radd
rrT TR TFrC oL
LAFB LBFC AFA
rrasp R TAA-Brc — 0L
IAFF A
Tr -4 & T.-AFF "
T4 o T, Alt/,] - C TF Alt/,] rAFC
Tk VA TVzAFC TF3zAd - T, 3zA+C

avec x non libre dans I' pour la régle VR et dans I' et C' pour la régle L.
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Annexe C

Calcul des séquents linéaire (LL)

C.1 Calcul bilateére

Formules et séquents

Etant donné un langage de termes du premier ordre, les formules sont :

A = Xty...t, | ABA | A&KA | L | T | ?7A | VzA
| Al | A®A | AgA | 1 | 0 | 1A | JzA
Les séquents sont de la forme I'  A.
Regles
Groupe identité.
az 'AA I A+ A’ .
AR A T.T A, A cu
Groupe négation.
IAFA 'FAA
: )R ——— ()L
FI—AL,A() F,ALI—A()
Groupe multiplicatif.
I'kEAA I+ B, A SR I'A,BFA oL
ILI"FA®B,A,A INA® BF A
I'AB,A R INAFA I, B+ A’ 31,
I'HFA® B, A LIV, A®BFAA
_ kA
B TiFA
kA — 1L
TF LA R Lk
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Groupe additif.

PFAA THBA rAFA o LBEA o
I'FA&B,A [LA&BFA “1 [LA&BFA “72
-, LEBA o LAFA  TBEA
TFA®B,A TFA®B,A 2 T Ao Bra @
T-T.a 1 r.ora b
Groupe exponentiel.
rFAA rARIA
TF74A R T.7AF 7A
T+ A, 7A LAFA
TF147A ‘0 TIAFA &
TH 74,74, A LUAMEA
Tro4a ¢R TIAFA  CF
kA rEA
TH74 A YR TIAF A W
Groupe quantification.
LEAA DAl L] F A
I'FVzA A I'VzAEF A VL
T+ Al'/,], A pAra
TF 3924, A R T.92AF A

avec la contrainte que x ne doit pas étre libre dans I' ni A pour les régles VR et JL.
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C.2 Calcul monolatére

Formules et séquents

Etant donné un langage de termes du premier ordre, les formules sont :

A u= Xti..t, | ABA | A&A | L | T | 24 | Vz4
| Xttty | A®A | A®A | 1 | 0 | 1A | JzA

Les séquents sont de la forme - I'.

Regles

Groupe identité.

7J_ axr = F, A = A, AL "
-4+, A FT,A cu
Groupe multiplicatif.
FT,A FAB ® FT,A B 3
FTWAJA® B FTLA® B
S FT
-1 L+
Groupe additif.
FT,A FT,B % FT,A ® FT,B ®
FT,A& B FT,AeoB FT, Ao B ?
FT,T !
Groupe exponentiel.
FT,A 2d FA | FIT,7A4,7A 0 () A
FT,24 ° T 1A F1,74 ¢ FT,74 Y

Groupe quantification.

T, A F T, Alt/,]
FT,VzA FT,32A

avec la contrainte que x ne doit pas étre libre dans I' pour la regle V.
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