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Introduction

On considere un jeu entre deux personnes Alice et Bob qui veulent communiquer via un canal.

Ce canal de communication n’est pas parfait ce qui signifie que les messages que recoit Bob
contiennent du bruit. On étudie donc quels sont les moyens pour que Bob puisse retrouver le
message initial d’ Alice.

Formellement, le but de Alice est de transmettre a Bob un message ¢ choisit uniformément dans
un ensemble noté M de cardinal k. En particulier, le cas k = 2 correspond a la situation ou Alice
tente de transmettre un bit (M = {0; 1}). Leur seul moyen de communication est un canal . Ce
canal est décrit comme la donnée d’un ensemble X de mots d’entrée, d’un ensemble Y de mots de
sortie et d’une probabilité conditionnelle notée W (comme le canal). Pour toutx € X ety € Y,
W (y|z) représente la probabilité que la sortie du canal soit y sachant que son entrée est 2. C’est a



dire que si Alice envoie x via le canal alors Bob recoit y avec probabilité W (y|x).
Supposons que Alice veut envoyer ¢ € M a Bob, le déroulement du protocole est le suivant :

Alice encode 7 en un certain x € X

Alice donne z a I’entrée du canal

Bob obtient y € Y a la sortie du canal
- Bob décode y en un certain 5 € M.

La transmission est un succes lorsque ¢ = j.
Alice et Bob doivent ainsi mettre au point une stratégie de codage qui fabrique = a partir de ¢, et
une stratégie de décodage qui fabrique 5 a partir de y. Ils doivent &tre capables de faire fonctionner
ces deux stratégies sans communication.
L article [8] a montré expérimentalement que la probabilité de succes peut étre augmentée si Alice
et Bob partagent un état quantique intriqué. Le but de mon stage est de quantifier le gain maximal
que cela apporte. Certains résultats existent déja : en fait, les stratégies qui consistent a utiliser
un état quantique intriqué sont contenues dans un ensemble plus grand, appelé les stratégies non-
signaling. Les articles [1] et [4] donnent des bornes (qui sont atteintes) sur le gain apporté par
les stratégies non-signaling. Par voix de conséquence, ces bornes sont également valables pour
majorer le gain d’une stratégie quantique. Le fait de savoir si ces bornes sont atteites dans le cas
quantique est une question ouverte et c’est cela que j’ai étudié pendant mon stage. Le principal
canal que j’ai utilisé est le ’subset channel”.

Durant ce stage, j’ai implémenté certains algorithmes dans le langage sage. J’ai également uti-
lisé un code créé pour I’article [2] écrit en matlab. Pour obtenir ces codes, taper dans un terminal :
git clone https ://github.com/antoine06/Implementation_stage_m2_grospellier.git

1 Pré-requis

Dans cette section, on présente les outils mathématiques et les postulats de mécanique quan-
tique nécéssaires a la compréhension du probleme. On peut trouver les démonstrations des propo-
sitions et théoremes dans [6]

1.1 Généralités mathématiques

Notations 1.1. On adopte les notations suivantes :

o M, n(C) désigne les matrices a n lignes et m colonnes a coefficients dans C et M,,(C) =
M0 (C).
Parfois on considérera des matrices dont les lignes (resp. colonnes) sont indicées par un en-
semble fini quelconque au lieu de [1;n] (resp [1;m])

e S5,,(C) est ’ensemble des matrices n X n hermitiennes
o S (C) est ’ensemble des matrices n X n hermitiennes semi-définies positives

e = : relation d’ordre partiel de Lowner :
Soient A, B € S,,(C) alors A < B signifie que (B — A) € §;F (C).
Notamment, 0 < A signifie que A € S;F(C).

o ||A|1 : norme trace de A pour A € S,,(C) (voir proposition 1.4)
o AT A A':transposée, conjuguée (au sens des nombres complexes), AT = AT

e (Y|, |9) : notations de Dirac (notation bra-ket) :
Soit H un espace de Hilbert, dans ce rapport on se restreint aux espaces vecoriels de dimension
finie. Donc H est isomorphe a C™ muni du produit scalaire usuel. Pour préciser qu’un vecteur



colonne 1) est un élément de H, on le notera |1)) ("ket psi”).

On pose (Y| = ]1/J>T ("bra psi”, ¢’est donc un vecteur ligne).

Avec ces notations, le produit scalaire entre |11) et |12) se note (1| |12) et [11) (2| est une
matrice n. X n.

ao
1) - soit H = C" et i € [|0;n — 1]. On note alors |i) = : ona; =1eta; =0 pour
9 . ¥ p
. . an—1
J#i
En particulier, avec cette notation :
- |0) n’est pas le vecteur nul
- La matrice A = (a; j)o<i j<n—1 est égale a A = Z a;j|1) (j|

0<i,j<n—1

- Plus généralement, la matrice A = Z Z a; j |i) (j| est une matrice dont les lignes sont
icl jeJ
indicées par I et les colonnes par J et dont I’entrée (i, j) est a;
P, = Z |o(x)) (x| : matrice de permutation associée a o € S,
0<z<n—1
® désigne le produit tensoriel entre espaces vectoriels, entre vecteurs ou entre matrices (voir
définition 1.2).
Le vecteur |11) ® |12) se note aussi [1)1) |12) ou |11, 2)
A% designe A® --- ® A oit la matrice A apparait § fois dans le produit.

Z i) |i) est I’état maximalement intriqué.

1
¢) = —=
VI i

(?) est le coefficient binomial et (',:) (en gras) est I’ensemble des sous-ensembles de [0;n — 1]

de taille t

Définition 1.2. Produit de Kronecker (produit tensoriel en dimension finie) :

Soient A € My, (C) et B € M, 4(C). Le produit tensoriel entre A = (a; ;)i ; et B est une
matrice par blocs définie par :

al’l.B al’g.B cee al,n.B

az’l.B ag’g.B ce az,n.B
A®B =

an1.B an2.B ... apn.B

On utilisera en particulier le produit tensoriel lorsque A et B sont deux matrices carrées, deux
vecteurs lignes ou deux vecteurs colonnes.

Soient Hy = C™ et Hy = C™. On note alors H1 ® Ha = C™*"™ qui a pour base {|i) ®|j) |0 <
i<n—-1,0<j<m-1}

Proposition 1.3. Propriétés du produit tensoriel :

Soient A, A" € Mpm(C); B,B" € M, 4(C);

Y1) € Mpi(C);

) € Mg1(C)et X € C.

Alors :

(A+A)® B=A®B+A @B
A®(B+B)=A®B+A® B
AMA® B) = (A)® B =A® (AB)
(A® B)(|t1) ® |1h2)) = A1) @ B |tha)



- (A® B)t = At @ Bt

Proposition 1.4. Propriétés des matrices hermitiennes :
Soit A € §,,(C). Alors A est diagonalisable en base orthonormée et est a valeurs propres réelles.

C’est a dire qu’il existe (A1, , ) € R™ et (|¢1), -+, |1n)) une base orthonormée de C" tels
que: A= \ilvi) (i
1<i<n

Avec ces notations :
(a) A0 Vi, \; >0
(b) On définit | Al|1 = Z |A\i| la norme trace de A.

1<i<n
||.|| est une norme sur S,,(C)

1.2 Postulats de mécanique quantique

Dans cette section, on va donner 4 postulats de physique quantique qui vont nous permettre de
décrire mathématiquement ce qu’est une stratégie quantique pour Alice et Bob. Le postulat 2 est
donné a titre informatif puisqu’on ne I’utilisera pas dans la suite.

Postulat 1. A un systéme physique, on associe un espace de Hilbert H appelé I’espace des états.
L’état du systéme a un instant donné est décrit par un vecteur |1) € H de norme 1.

Dans la suite des postulats, on considere un systéme physique décrit par I’espace .

Postulat 2. On décrit I’évolution d’un systéme quantique fermé par une transformation unitaire.
Ainsi, si I’on considere deux instants t1 et to, il existe une matrice unitaire U agissant sur ‘H telle
que pour tout état ) du systeme a 'instant t1, U. |1)) décrit le systéeme a ’instant to.

Postulat 3. Une mesure quantique est décrite par une collection { M, } mex de matrices aggisant
sur H. Ces matrices sont appelées opérateurs de mesure et vérifient ) s My My, = Idy.

De la mesure d’un état quantique |) € H par les opérateurs de mesure { My, }meyx. résulte une
sortie m € X le systéme est alors décrit par un nouveau ') € H.

La probabilité que la sortie de la mesure soit m est p(m) = (1| M, M, |1h).
Mm|¢)

De plus, si on suppose que la sortie est m alors i) = ——=22L
u pposed W) (| M}, Mo |9)

Il arrive lors d’une mesure que seule la sortie nous intéresse (et non pas I’état du systeme apres la
mesure). Dans ce cas, on peut décrire la mesure par les matrices { E,, }mex ot By, = M,Tan
La collection { E,, } mex est appelée POVM (positive operator-valued measure).

Définition 1.5. Un POVM est une collection { Ey, }imex, de matrices hermitiennes positives sur H
qui vérifient ) < By, = Idy. Un POVM permet de mesurer les états quantiques ) € H et
donne en sortie un m € Y. La probabilité d’obtenir m est p(m) = (| Ep, [1))

Postulat 4. On suppose que I’on dispose de deux systemes physiques ayant pour espaces des états
H1 et Ho. Alors le systeme global a pour espace des états Hi ® Ha.

De plus, si [11) € Hy et [12) € Ha décrivent les deux systemes, le systéme global est décrit par
1) @ [t2)

On suppose que 1’on mesure le premier (resp. second) systeme a [’aide des opérateurs de mesure
{ M} mes. La mesure sur le systeme global est décrite par les opérateurs de mesure {M,, @

Id’Hg}mEE (resp. {Id'Hl ® Mm}mEE)

Définition 1.6. Dans les conditions du postulat 4, un état du systeme global de la forme |1)1) ®|1)2)
est dit produit. Sinon, cet état est dit intriqué.



Le postulat 4 permet en particulier de décrire comment Alice et Bob peuvent partager un
état quantique. En théorie, Alice et Bob pourraient préparer le systeme global en n’importe quel
état [¢) € Hi ® Ho; puis Alice conserve le systeme décrit par H; et Bob conserve le systeme
décrit par Ho. Méme si les deux sous-systémes sont a distance, le systeme global reste dans 1’état
|1). Or connaitre I’état de Alice d’une part et 1’état de Bob d’autre part ne permet pas de décrire
entierement |1)). C’est cela que 1’on appelle un état intriqué.

En fait on verra (dans la section 2.4) que partager un état produit ne donne pas d’avantage a Alice
et Bob. Ainsi, I’apport du quantique vient des états intriqués.

2 Définition du probleme

Passons maintenant au calcul de la probabilité de succes de Alice et Bob. On garde les nota-
tions de I’introduction et on désigne par Z, X', ) et J les variables aléatoires qui correspondent
aux valeurs ¢, =, y et j.

Pour simplifier les notations, dans les formules on ne précisera pas les ensembles de sommation.
Siil n’y a pas de précision, on somme pour: € M,j € M,z € Xety€Y.Ona:
P(Succes) = ¥ P(I=i,X =x,Y =y, J =)
1,T,Y
=Y PIT=1i)xP(X =2|T =i) xP(Y =y|lX =2, =)
2,T,Y

xP(J =iy =y, X = a,T =)

Alice choisit le i € M a transmettre de maniére uniforme, donc P(Z = i) = %
La transmission via le canal de communication se traduit par :

P =ylX =2,T=i) =P =y|X =z) = W(ylz)

On a donc :

P(Succes) — % SO W (yla) P(X = [T = ) P(T = i[Y = 3, X = 2,7 = i)

4T,y
Dans la suite on étudie 3 types de stratégies que peuvent adopter Alice et Bob : les stratégies clas-

siques, quantiques et non-signaling. En particulier, on verra pourquoi les stratégies non-signaling
sont plus générales que les stratégies quantiques qui sont elles-méme plus générales que les
stratégies classiques. Pour autant, les stratégies classiques et non-signaling sont mieux comprises
que les stratégies quantiques.

Soit W un canal. On va voir dans la suite qu’une stratégie classique se décrit par un couple
(e,d). On note alors Succ® (W, k, e, d) (au lieu de P(Succes)) la probabilité de succes pour cette
stratégie. De méme la probabilité de succes d’une stratégie quantique (#, |¢) , E/, D) sera notée
Succ@ (W, k,H,|1) , E, D) et la probabilité de succes d’une stratégie non-signaling P sera notée
Succ™5 (W, k, P)

2.1 Les stratégies classiques

Le premier cas qui nous intéresse est celui d’une stratégie classique. Dans ce cas, Alice et Bob
ne partagent pas de ressource et on rappelle qu’ils ne peuvent pas communiquer.
Les stratégies autorisées pour Alice consistent pour chaque ¢ € M et x € X a coder ¢ en x avec
une certaine probabilité e(xz|7). On décrit donc I’encodage de Alice par une probabilité condition-
nelle e vérifiant pour tout ¢, ) e(x|i) = 1.
De méme d(j|y) sera la probabilité que Bob décode y en j.
Pour résumer, une stratégie classique est un couple (e, d) de probabilités conditionnelles vérifiant
Vie M,y e(z]i)=1letVyeY,) e(ily) =1
Pour un tel couple (e, d), ona:



P(X =2x|Z =1i) = e(x]i)
P(T =iy =y, X =2T=1i)=PT =iy =y)=d(ily)

Finalement :
Succ® (W, k,e,d) k Z (x]d). W (y|x).d(i]y)

©,T,Y

2.2 Les stratégies quantiques

Alice possede un systeme A décrit par ’espace de Hilbert et Bob un systeme B décrit par
le méme espace H. Ils partagent un état quantique [¢) € H @ H.
Pour encoder un message i, Alice dispose d’'un POVM {E(z|i) }zcx indicé par X. Elle mesure
A (alors que Bob n’agit pas sur B) et donne en entrée du canal le résultat = de la mesure. La
probabilité que le résultat de la mesure soit x est donné par P(X = z|Z = i) = (Y| E(z|i)®1d |4)
d’apres le postulat 4.
On notera |11 (z|7)) le nouvel état partagé entre Alice et Bob dans le cas ot le résultat de la mesure
est x. Lorsque Bob recoit y, il effectue a son tour une mesure sur 3 pour déterminer j. Les POVM
utilisés par Bob seront notés { D(j|y)} e
OnaP(J = ilY =y, X = 2,7 — i) = (¥ (ai)| Id© D(jly) [¢r (ali))

Calculons la probabilité de succes de Alice et Bob. Pour cela, soient { M (z|7) } e x les opérateurs
de mesure associés & { E(x|i)}zex (ona E(x|i) = M (x|i)T.M(z|i)). Alors :

M (z[i) @ Id i)

) = S B & 1a19)

Donc
P(T =iy =y, X =2,T =1i) = (1 (a]i) Id @ D(jly) [¢1(x]i))
_ (@ M(a]i)!. M (z]i) ® D(jly) [v)
(Y| E(x]t) ® Id |¢)
_ (Y[ E(«]i) ® D(ily) [¢)
(Y| E(x]t) ® Id |¢)

La probabilité de succes est donc égale a :

Succ®(W, k, 1, 0), B, D) = 2 " Wiyla). (6 E(ali) © Dlily) |¥)

1’71.7y

2.3 Les stratégies non-signaling

Ce sont une généralisation des stratégies quantiques dans lesquelles Alice et Bob partagent une
boite dite "non-signaling”. Ce terme fait référence au fait qu’une telle boite ne leur permet pas de
communiquer directement (dans un sens que 1I’on va préciser). On part de I’observation suivante :
I’important dans une stratégie quantique (ou classique) est de connnaitre P(X = z|Z = i) et
P(J = 1Y = y,X = 2,7 = i), c’est a dire la probabilité que Alice encode i en z, et la
probabilité que Bob décode y en j sachant que Alice veut transmettre ¢ et qu’elle I’a encodé en .
Plus précisément, c’est le produit de ces deux valeurs qui nous interesse. Dans le cas quantique, ce
produit est égal a (¢| E(x|i) ® D(j|y) |1). Cette quantité que ’on notera P(z, j|i,y) correspond
a une mesure simultanée de 1’état |)) par Alice et Bob.

Une boite non-signaling est un objet (théorique) possedant une entrée et une sortie du coté de
Alice (resp. Bob). Alice (resp. Bob) peut mettre en entrée de la boite un élément : € M (resp.



y € Y) et la boite renvoie alors en sortie un élément z € X (resp. j € M).
Pour comprendre les définitions qui suivent, on décrit ce que représentent intuitivement P, Pa,
Pp,Pieth:

- P(z,7jli,y) est la probabilité que la boite renvoie x et j si elle a re¢u en entrée ¢ et y (ici les
requétes de Alice et Bob se font en simultané)

- Py(x|i) = Pi(x|i) est la probabilité que la boite donne z a Alice si celle-ci a mis ¢ en entrée (le
A de P4 fait référence a Alice)

- Pp(jly) est la probabilité que la boite donne j a Bob si celui-ci a mis y en entrée (le B de Pp
fait référence a Bob)

- Ps(jli,z,y) est la probabilité que la boite donne j a Bob si celui-ci a mis y en entrée, que Alice
a mis x en entrée et qu’elle a recu ¢ en sortie (donc ici, la requéte de Bob se fait apres celle de
Alice).

On donne deux définitions alternatives d’une boite “non-signaling”. La définition 2.1 est
donnée a titre indicatif car elle est plus intuitive dans notre cas. La définition 2.2 est la définition
usuelle.

Définition 2.1. Une stratégie non-signaling est décrite par un couple (P, Py) tel que :

- Py et P, sont des probabilités conditionnelles :
Via Za: P1(1E|’L) = 1’ V(i,x,y), Z] P2(j|2,$,y) =1let0 S PlaPQ S 1.

- Si on définit la probabilité conditionnelle P(x, jli,y) = Pi(z|i) x Py(jli,z,y) alors :
> o P(x,jli,y) ne dépend pas de i. C’est a dire qu’il existe une probabilité conditionnelle Pp
telle que Y . P(x, jli,y) = Pr(jly) pour tout i

Définition 2.2. Une boite non-signaling est décrite par P ou :

- P est une probabilité conditionnelle :
V(iyy), Y, Pla,jlivy) = 1et0 < P < 1.
- > . P(z,jli,y) ne dépend pas de i. C’est a dire qu’il existe une probabilité conditionnelle Pp
telle que y . P(x, jli,y) = Pp(jly) pour tout i
- Zj P(z,jli,y) ne dépend pas de y. C’est a dire qu’il existe une probabilité conditionnelle Py
telle que ), P(x, jli,y) = Pa(x|i) pour tout y
Soit P une boite non-signaling. Le protocole que vont adopter Alice et Bob est le suivant :
Lorsque Alice veut envoyer 7 a Bob :
- Alice fait une requéte 7 a la boite qui renvoie x avec probabilité P (i)
- Alice transmet z a Bob qui recoit y via le canal
- Bob fait une requéte y a la boite qui renvoie j avec probabilité P (j|i, x,y).

On peut alors calculer la probabilité de succes :

1
SuccNS (W, k, P) = - > Wyla) xP(X =a|I=i) xP(T =iy =y, X =2,T =1)
1,T,Y

_ % " Wiylz) x Pi(ali) x Pa(ili,z,y)

Z7x7y

_ % S Wyle) x Pla,ili,y)

Z7m7y



2.4 Liens entre les différentes stratégies

Dans ce chapitre, on va voir le lien entre les différentes stratégies. Tout d’abord, on va voir
pourquoi les stratégies non-signaling englobent les stratégies classiques et quantiques. On va
décrire ces deux dernieres a 1’aide de la définition 2.2 :

- Soit (e,d) une stratégie classique. La stratégie non-signaling correspondante est définie par
P(x,jli,y) = e(z|i) x d(jly). On peut facilement vérifier que P décrit bien une stratégie
non-signaling (en particulier P4 = e et Pg = d)

- Soit (H, |¢) , E, D) une stratégie quantique. La stratégie non-signaling correspondante est définie
par P(z, jli,y) = (¢ E(z|i) @ D(jly) [¢)-
Iei, Pa(x]i) = (@] E(xli) @ Idy |4) et Pp(jly) = (| Idy © D(jly) [¢)

Le plus simple pour montrer que deux stratégies sont équivalentes est de les exprimer dans le méme

formalisme (en I’occurence on va utiliser le formalisme non-signaling). Ainsi, deux stratégies sont

équivalentes lorsque les stratégies non-signaling correspondantes sont égales. En particulier, on
remarque que cela implique que les probabilités de succes des deux stratégies sont les mémes.

- Par exemple, on peut simuler une stratégie classique avec une stratégie quantique. Soit (e, d)
une stratégie classique et P (z, j|i,y) = e(x]i) x d(j|y) la stratégie non-signaling correspon-
dante. En utilisant un état quantique |1)) quelconque, Alice et Bob peuvent créer un générateur
aléatoire qui leur permet de mettre en place la stratégie (e, d).

11 suffit de considérer la stratégie quantique (E, D) ou E(z|i) = e(z|i).Idy et D(x|i) =
d(x|i).Idy. On note P¥ la stratégie non-signaling correspondante. Alors :

Pz, jli,y) = (| E(z]i) ® D(jly) [¢)

e(z]i) x d(ily) x (Y| Idy @ Idyy )
e(x|i) x d(ily)

= Pz, jli,y)

Donc P9 = PC et les deux stratégies sont équivalentes. Ainsi toute stratégie classique peut &tre
simulée par une stratégie quantique.

- Dans ce point, on va montrer que 1’apport des stratégies quantique est di a 1’utilisation des
état intriqués. C’est a dire qu’utiliser un état produit correspond a une stratégie classique. Soit
(H,|v4) ® |¢B), E, D) une stratégie quantique dans laquelle I’état utilisé par Alice et Bob
est un état produit. On note P la stratégie non-signaling correspondante. On définit (e, d) une

stratégie classique par e(z|i) = (4| E(x|i) [¢¥4) et d(jly) = (| D(ily) |¥p). Soit PC la
stratégie non-signaling correspondante :

(Wa,¥B| E(z]i) @ D(jly) |va, ¥B)
(Wal E(2(i) [Pa) x (¥B| DY) [¥B)
= e(z]i) x d(ily)

= P%(x,jli,y)

PO(z, jli,y) =

Pour résumer ce chapitre, Alice et Bob ont acces a trois types de stratégies. Les stratégies clas-
siques correspondent a 1’utilisation d’un générateur aléatoire ; les stratégies quantique supposent
que Alice et Bob sont capables de maintenir des états quantiques intactes (ce qui n’est pas le cas
en pratique a cause de la décorrélation) ; enfin les stratégies non-signaling sont un outil pratique
d’un point de vue mathématique mais que 1’on ne peut pas implémenter en pratique.

Le chapitre suivant, regroupe quelques propriétés de ces stratégies.



3 Résultats connus

Pour les 3 types de stratégies, le but est de trouver la stratégie qui maximise la probabilité de
succes. On notera S (W, k) cette probabilité maximale pour les stratégies classiques, S (W, k)

pour les stratégies quantiques et SV S(I/V, k) pour les stratégies non-signaling. On exprime ces
trois valeurs sous la forme de problemes de maximisation.

Définition 3.1.
SC(W, k) = Maximize 7 Z (z]i). W (y|z).d(ily)

€, 1,2,y

Subject to Ze(x\z) =1 Vi

Y dily) =1 vy
J

<e(zli) <1 V(i,)
0<d(jly) <1 V(y,5)
Définition 3.2. .
SQ(W, k) = Maximize % Z W(ylz). (¢| E(z]i) @ D(ily) |¢)
H,p,E,D iy

Subjectto > E(xli)=1Idy Vi

> D(jly) =TIdy Wy

J
0 <X E(x|i) < Idy Y(i,x)
0= D(jly) < Idy  Y(y,j)

Définition 3.3. .
SNS(VV, k) = Maximize 3. ZW(y[w).P(x,i\i,y)
P,Ps,Pp 4,T,Y
Subjectto Y P(x,jli,y) = Ps(jly)  V(i.y.j)
Zp(wvﬂivy) = Pa(zi) V(i z,y)
J

Z P(z, jli,y) =1 (i, y)

0 < P(z,jli,y) (i, 2, y,7)



3.1 Caractérisations des probabilités de succes

La proposition suivante exprime trois propriétés intéressantes concernant les stratégies clas-
siques. On peut en trouver la preuve dans [1].

Proposition 3.4.
(i) Onposel = Min(k,|X

), alors :

SC(W, k) = Max Max W (y|x)

1
k  scXx,|s|=l " z€S

(ii) Il existe un algorithme polynomial glouton qui calcule un stratégie classique (e, d) telle que
(1—e HSC(W, k) < Succ®(W, k, e, d)

(iii) Si P # NP, il n’existe pas d’algorithme polynomial donnant une (1—e~1+¢) approximation
pour € > 0

Le point (i) exprime le fait qu’il existe une stratégie classique optimale qui est déterministe.
Pour la construire, on choisit un S optimal dans la formule de (i) puis on fait correspondre a chaque
i € M un élément x; € S. Alice encode alors ¢ en x; et Bob décode y par le ¢ tel que x; maximise
x — W(y|z).

Les points (ii) et (iii) signifient que de maniére polynomiale, on peut au mieux créer une (1 —e~1!)
approximation de la stratégie optimale. Un algorithme glouton qui y parvient construit S de la
maniere suivante :

- On part de Sy = ()

- Sit1 = SiU{®zit1} ol z;;1 maximise x E 6%8? ) W (y|x)
T U{x
y

- On prend S = S; et on construit (e, d) suivant I’explication précédente.

Passons maintenant aux stratégies non-signaling.
Leur intéret est qu’elles contiennent les stratégies quantiques mais sont plus simples a étudier.
Pour le probléme qui nous intéresse dans ce rapport, SV (W, k) est la valeur d’un programme
d’optimisation linéaire. En particulier, on peut le calculer de maniere efficace. La proposition
suivante a é&té montrée dans [5].

Proposition 3.5.
1
SNS(W, k) = Maximize 7 Z W (ylz).rey
T.r,yypm €,y
Subject to Z Tey <1 Yy
xT
>_pe =k
xT
Txy <Pz V(.’E, y)

0<7sy,pe <1  V(z,y)
Ce programme linéaire est connu comme le ” Polyanskiy-Poor-Verdu meta-converse”

L’étude du cas quantique est plus compliquée, on va suivre le raisonnement de [2] et [7]. Une
des caractérisations possible de S% (W, k) est de I’exprimer comme la limite d’une suite réelle dont
chaque élément est la valeur d’un sdp (semi-definite programm). Les sdp sont une généralisation
des programmes d’optimisation linéaire (on peut notamment les résoudre en temps polynomial).
Pour exprimer ces sdp, on va considérer des matrices indicées sur des mots.

10



Notations 3.6.
- Onpose N =knet M =k.m

- On identifie le couple (x,1) a un élément de [1; N| noté (x,1) (en gras) et le couple (i,y) a un
élément de [[1; M| noté (i,y)

- Y ={z1,",2N,Y1, - ,Yym} un alphabet de (N + M) lettres ; ¥* les mots sur [’alphabet X
et € le mot vide

- On pose wy = €, w; = z; pouri € [1, N] et wjin = y;j pour i € [1, M].
- o est la concatenation de mots

De maniére informelle on peut caractériser S% (1, k) comme la valeur d’un sdp ayant une infinité
de contraintes :

1
SCW, k) = Maxgi)mize % Z W (Y1) - Qug 5001,

17:B?y

Subjectto 2 >0

Qee=1

Q7"os,w = Z Qrow(zvi)os,w Vi € [[1; k’]],VT, s, weX*
zeX

Q7’os,w = Z QTOw(i,y)OSﬂU Yy e Y,Vr,s,w € >
i€[1;k]

0= Z Qr*owvlos,u*owwov V'Yl"YQ € [[1; N + M]]

r,8,U,VEL*

Ce probléme d’optimisation a un nombre infini de contraintes d’une part car la matrice €2 est
une matrice infinie et d’autre part a cause des conditions Vr, s, w € 2*.
On créé donc une hiérarchie de sdp. C’est a dire que I’on va considérer des ensembles I, finis tels
que ({e} UX) C I, C I C X*etlY,, I, = X* (par exemple prendre I, I’ensemble des mots
de taille inférieure a n).
On définit alors pour tout n un sdp noté sdp,, comme suit :
On maximise sur une matrice {2 dont les lignes et les colonnes sont indicées par I,, (2" corres-
pond en fait a la restriction de §2 a I,,). On remplace alors dans le probleme d’optimisation {2 par
Q)™ et dans les trois dernieres lignes, on ne garde que les conditions qui ont un sens (par exemple
on doit avoir w € I, au lieu de w € X* pour que w soit un indice de la matrice 2™).
Si on note S,, la valeur de sdp,,, la suite (S,,),, est décroissante et tend vers S@ (W, k). En particu-
lier, pour tout 1, S,, > S9(W, k) ce qui permet de calculer des bornes supérieures pour S (W, k).

3.2 Majoration des probabilités de succes

Le gain apporté par I'utilisation des stratégies non-signaling (et donc quantiques) par rapport
aux stratégies classiques peut étre borné (voir [1] et [4]).

Proposition 3.7.

o SC(W,k) > (1 - (1 _ ;)k> SN (W, k) > <1 - i> SNS (W, k)

. SC(W’k)—%Z (1_ (1_ ;)’fl) (SNSm/’k)_i)
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Le deuxieme point concerne le gain de biais qu’apporte les stratégies non-signaling. Le biais se
défini comme I’écart entre la probabilité de succes de la stratégie et celle de la stratégie triviale
(une stratégie triviale a pour probabilité de succes 1/k, par exemple Bob décode tout y en 0). Une
fois ces deux bornes établies, on se demande si elles sont atteintes. Le “’subset channel” est un
canal de communication qui y parvient.

3.3 Le ”’subset channel”

On s’interresse ici a un canal particulier : le ’subset channel” que 1’on notera W/ ou 1 < ¢ <
n. Il est caractérisé par X = [0;n — 1] etY = (rt‘) Le cardinal de Y est donc m = (7;) Pour une
entrée x, la sortie de W/ est un élement choisi uniformément dans {y € Y|z € y}. Ainsi :

{W(y[x):(nll)sixEy

t—1
W (y|z) = 0 sinon

Lorsque Bob regoity = {z1,- - , 2} viale canal, il sait que Alice a voulu lui transmettre I'un
des x;. Le parametre ¢ représente donc la quantité de bruit du canal. En particulier, il est facile de
montrer que pour toute stratégie non-signaling P, Succ™¥* (W, P) = 1/2 et que si n > k alors
SC(WP k) =1
L’un des intéréts du subset channel est que c’est un exemple concret de canal pour lequel S (W, k) <
SQ(W, k) < SN S (W, k). Il permet également de montrer que les bornes de la proposition 3.7 sont
atteintes.

Proposition 3.8. Soient n,t alors :
(i) Avecl = Min(k,n) :

SO ) = L (1 - (”?)
k.t (t)
(i) Sin>2: )
1, (1)
SC(Wn72) = -+ tnj
t 2 2(1T))

(iii) Sikt<mn:
SNS(Wr k) =1

Pour montrer ces valeurs, on utilise les caractérisations de S (W, k) et SN (W, k) des
propositions 3.4 et 3.5.
Si on évalue la probabilité de (i) dans le cas particulier ou n = k.t, on obtient une expression qui

k
1
tend vers (1 — <1 - k:) ) quand ¢ tend vers 4+c0. En combinant avec (ii), on montre que les

bornes de la proposition 3.7 sont atteintes.

Pour résumer, on est capable de donner une borne sur le gain des stratégies non-signaling et cette
borne est atteinte pour le subset channel. Ainsi cette borne est optimale pour les stratégies non-
signaling. Le but de mon stage est de voir si on peut montrer des propriétés similaires pour les
stratégies quantiques.

4 Mon travail

Durant mon stage j’ai étudié le subset-channel W/ en détail. Dans toute la suite, on fixe k = 2
(c’est a dire que Alice veut envoyer un bit 2 Bob). Plutot que d’étudier directement S@(W}, k),
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on va fixer H et |[¢p) € H et s’intérésser a deux valeurs : Succg(Wt",E) et Succh(Wt").

Succg (W) est défini comme la probabilité de succés maximale lorsque Alice et Bob partagent
I’état W) (Ie A, B en indice fait référence au fait que 1’on optimise les stratégies de Alice et de
Bob). Succ%(Wt”, E) est la probabilité de succes maximale lorsque ’on a fixé une stratégie £
pour Alice (le B en indice fait référence au fait que I’on optimise la stratégie de Bob).

Dans un premier temps, j’ai étudié la dépendance de ces valeurs en n et ¢. Elles sont en fait
décroissantes en ¢ et croissantes en n. Le gain du biais par rapport aux stratégies classiques
est également intéressant a étudier. Intuitivement, le gain de biais quantifie I’intérét d’utiliser la
stratégie quantique par rapport a la stratégie classique optimale.

Dans un deuxieme temps, j’ai étudié Succ%(Wt”, Eyr) dans le cas ou A est de dimension n,
|) = |¢) est I’état maximalement intriqué et Ey; est déterminé par une matrice unitaire U.
Succ%(Wt”, Ey) peut alors s’exprimer a I’aide de la norme trace ||.||; et de plus, Succg (W)
revient a une maximisation sur 1’ensemble des matrices unitaires. Ainsi, j’ai pu m’aider de 1’ou-
til informatique pour essayer de comprendre la situation. De plus, il est intéréssant de noté qu’il
existe une stratégie Ey qui est optimale parmi les stratégies quantiques pour n = 4 ett = 2.
Dans un soucis de formalisme, on rappelle les stratégies autorisées pour Alice et Bob :

Notations 4.1.

- On note &, les stratégies d’encodage de Alice, qui est I’ensemble des fonctions
E:[0;n — 1] x [0; 1] — Mg n) (C) telles que :

E(x|i) est hermitienne ~ ¥(i,x) € [0;1] x [0;n — 1]

n—1

> E(xli) = Idy, Vi € [0;1]

=0

Oy = E(xli) 2 Idy V(i,z) € [0;1] x [0;n — 1]

- On note Dy, ; les stratégies de décodage de Bob, qui est ’ensemble des fonctions
D:0;1] x (}) — M aim ) (C) telles que :

D(jly) est hermitienne  V(y,j) € (1:) % [0;1]

1
. n
D(jly) = Idy Vy € <t)
=0

o= DGl 51t V)€ () <D0l

<

- Pour E € &, et D € Dy, on notera Succ® (W}, E, D) pour Succ® (W, 2,H, |4) , E, D)

Les démonstrations des propositions qui suivent sont laissées en annexe.

4.1 Influence des parametres du subset channel

Définition 4.2. On pose :
(i) Succg(Wt”,E) = Dng (SuccQ(Wf,E, D))
S n,t

. Q ny Q (vin
(ii) Succy g(Wy) = 1{:{%{ (SuccB(Wt ,E))
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(iii) On suppose que p est la probabilité de succes de Alice et Bob pour une certaine stratégie.
On définit alors le gain du biais de cette stratégie par rapport a une stratégie classique par :
. p—1/2
biais( W}, p) =
ST (W) =1/2
(iv) Pour simplifier les notations :
biais® (W, E, D) = biais(W, Succ® (W, E, D))
biaisg(VV, E) = biais(W, Succg(VV, E))
biaisgB(W) = biais(W, Succh(W))

Proposition 4.3. Soient n € N* et t € [1;n]. Alors :
(i) t — Succg(W{', E) et t — Succa, (W) sont décroissants
(ii) n — Succa (W) est croissant

(iii) biaisS(WD_,, E) = biaisS(W}", E) et biais% ,(W7_,) = biais% ,(W}")

n—t
Démonstration. On donne ici une preuve informelle. La preuve détaillée est donnée en annexe.

(i) Ce point traduit simplement le fait que plus le parameétre ¢ est grand, plus la sortie du canal
est bruitée. Il est donc plus dur pour Bob de retrouver le message qu’a voulu lui envoyer
Alice.

Pour le démontrer, on part d’une stratégie F' de Bob pour le canal W/ et on en créé une pour
le canal Wit1:

dans le cas ¢ + 1, Bob recoit en sortie du canal un ensemble y & (tj:l). 11 lui suffit alors de
supprimer I’un des éléments = € y de I’ensemble y et d’appliquer la stratégie ' a y \ {z}.

Choisir I’élément a supprimer de maniere uniforme permet de montrer le point (i).

(ii) Cela vient du fait que plus n est grand, plus Alice a de choix pour coder le bit qu’elle veut
envoyer. La différence entre W}/ et th+1 est que Alice peut envoyer le message n via le
canal W/ et pas via le canal W}

A partir d’une stratégie (E, D) pour le canal W/, on en créé une pour le canal th+1 de la
maniere suivante :

Alice ne change pas de stratégie dans le sens ou elle encode ses messages de la méme fagon
que pour le canal W} et n’utilise jamais le message n. Lorsque Bob recoit la sortie y du
canal, si n € y alors il sait que Alice n’a pas voulu lui transmettre n et peut donc considérer
qu’il aregu y \ {n} (qui est plus facile & décoder que y d’apres le point (i)). Dans le cas ou
n ¢ y, il applique la stratégie D directement.

O]

L’étude de certaines stratégies particulieres (notamment le (iv) de la proposition 4.12) laisse pen-
ser que, en plus de la propriété de symétrie exprimée par (iii), biais%(Wfl, E) est croissante sur
[[0; L%H] et décroissante sur [H%J ; n]] (un peu a la maniere de ¢ — (?)) Cela voudrait dire que
I’apport des stratégies quantiques est maximal pour ¢ = |2 |

Si Bob se comporte comme dans le point (i), cela ne suffit pas pour montrer cette conjecture. Une
facon plus efficace serait que Bob choisisse le x a supprimer de y non pas uniformément mais de
maniere déterministe (il supprime le x qui augmente le plus la probabilité de succes). Je n’ai pas

réussi a montrer cette propriété.

4.2 Etude d’une stratégie quantique particuliére

Dans cette section, on étudie un type particulier de stratégies pour le canal W/*. On garde
k = 2, on prend H de dim n et |[¢)) = |p) = ﬁ-zz'e[[o;n—l]] i) ® |i) 1’état maximalement
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intriqué.
Pour une matrice unitaire U, on définit la stratégie Ey; suivante pour Alice :

Ey(z|0) = |z) (x

v e fom 1] (@l0) = Ja) (al
Ey(z|1) = U|z) (x| U'

Pour simplifier les notations, on pose Succg(Wt”, U) = Succg(Wt”, H,|p), Ey) et biaisg(Wt", U)=

biaisg(wtnv Hv |¢> ’ EU)

Succ% (W, U) représente donc la probabilité de succes maximale lorsque Alice utilise la stratégie

Ey.

L’idée dans la suite est que 1’on va €étre capable dans certains cas de donner explicitement la pro-

babilité de succes. On traite notamment le cas de matrices avec beaucoup de 0.

Proposition 4.4. Si on pose I'y = Z |z) (x| alors :
ey

1 1
Suce(Wi'U) = 5+ e 3 v, —on,ot|
n.({2p) ve(®)

L’intérét de cette expression est que la norme trace peut se calculer dans des cas particuliers
(numériquement ou de maniere exacte). On peut de plus implémenter un algorithme d’optimi-
sation qui recherche pour n et ¢ fixés la matrice unitaire qui maximise Succg(Wt”, U). Cest ce
qui est fait dans le fichier matlab issu de [1].

Exemple 4.5. Pourn € {4,6,8} ett = 4, I'algorithme matlab renvoie comme matrices optimales
les matrices U}, suivantes :

o 1 1 1 -1 1

0 -1 1 1 -1 0 -1 -1 -1 1
g 1 -1 0 1 -1 T I U e
1= B -1 0 67 Vsl 1 -1 1 0 -1 -1
1 -1 -1 0 1 1 -1 0 -1
1 -1 -1 1 -1 0

0 -1 -1 1 -1 -1 1 1

-1 0 1 1 -1 1 -1 1

1 1 0 1 1 1 1 1

S U B B B B

S V7l 1 -1 -1 -1 0 1 -1 1

1 -1 1 -1 1 0 1 1

1 -1 -1 1 1 1 0 -1

1 -1 1 1 1 -1 -1 0

Le cas n = 4 est particulierement intéressant. En effet Succ%(Wt”, U}) correspond exactement a
la valeur de sdpy (défini dans la section 3.1). Cela signifie que cette stratégie est optimale parmi
toutes les stratégies quantiques (et pas seulement celles décrites par une matrice unitaire et l’état

).

Pour une matrice U, plusieurs opérations élémentaires sur la matrice ne changent pas la probabilité
de succes :
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Appliquer une permutation o simultanément aux lignes et aux colonnes de U, multiplier des lignes
et/ou des colonnes par —1, transposer U, en prendre la matrice conjuguée.
Proposition 4.6. On a les invariances suivantes :

(i) Succg(th, U)= Succg(th, P__..U.P,) pour o une permutation

(ii) Succg(Wt”, J1.U.J3) = Succg(Wt”, U) oi Jy et J sont des matrices diagonales avec des

1 et des —1 sur la diagonale.

(iii) Succg(Wt”, Ul = Succg(Wt", U) = Succg(WZ‘, U)
Les matrices unitaires les plus simples auquelles on peut penser sont les matrices n’ayant qu’une
entrée non nulle par colonne. Ce sont en fait des matrices de permutations dans lesquelles on a

remplacé des 1 par des —1. Par (ii) de la proposition 4.6, ce cas se ramene a étudier les matrices
de permutation.

Proposition 4.7. On note f, le nombre de points fixes de la permutation o. Alors :

(:-1)

1
Succ? WP P)==+—EY  (p—
Cette probabilité est maximisée lorsque f, = 0, c’est a dire lorsque o n’a pas de point fixe. Dans
cecas: ( 2)
1 i
SuCC%(th, Pa’) = 5 + 2;”771) = SC(th, 2)
-1

Des matrices un peu plus compliquées sont des matrices unitaires qui ont deux entrées non nulles
par colonne.

Notations 4.8. On note Z,, I’ensemble des matrices de M,,(C) unitaires de la forme %M 1 0l

M, est une matrice avec des 0, 1 et —1 et exactement deux coefficients non nuls par colonne.

Exemple 4.9.

1 1
. i _ 1
o La matrice de Hadamard : H = 7 < 1 1 ) € 2y

E
o

L UZQH = . . S ZZTL

En fait, toutes les matrices de Z,, peuvent &tre obtenues a partir de la matrice Uz, de 1’exemple
précédent en lui appliquant une permutation sur les lignes, une permutation sur les colonnes et en
multipliant certaines lignes et colonnes par —1. C’est ce qu’exprime la proposition suivante.

Proposition 4.10. Soit U € Z,, alors n est pair et :

U= L.P,, .Uy.P,,.C. Avec L et C des matrices diagonales avec des 1 et —1 sur la diagonale ;
01, 02 des permutations et Uz, la matrice de I’exemple 4.9.

De plus, Succ%(Wt”, U)= Succ%(Wt”, P,.Uz,) avec o = 05 0 0y
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La matrice Uz, est diagonale par blocs avec des blocs de taille 2 x 2. On va revenir a cet exemple
plus loin, mais pour I’instant on considere un cas plus général. Soit U; € M 4(C) et Uy = Id% ®
Ug € My (C) qui est une matrice diagonale par blocs avec tous les blocs égaux a Uy. On va
donner un moyen de calculer la probabilité de succes d’une matrice P,Uy. On dira qu’une matrice
M € M,,(C) est diagonale par blocs d x d si ¢’est une matrice diagonale par blocs et que chacun
de ses blocs est une matrice de M (C).

Remarque 4.11.
- Dans ces conditions, d | n et M posséde % blocs.

- Soit H la matrice de Hadamard, alors la matrice Uz,, = Id, ® H est la matrice de I’exemple

4.9.

- Plus généralement, si Uy € My(C) alors (Id» ® Ug) € My (C) est diagonale par blocs d x d
et tous ses blocs sont égaux a Uy.

- Dans la suite, on s’intéresse a des matrices de la forme Py.(1 d% ® Uy)

La proposition qui suit montre que si on connait les 4? valeurs HFyl — Ud.l“yz.U;H1 pour

y1,y2 C [0;d — 1], alors on peut calculer assez facilement Succg(th, Py.(Idz ® Ug)) pour
toute permutation ¢ et n multiple de d.

Proposition 4.12. Soit U = Py.(Idz @ Uq). On pose I'y = Z |x) (x| alors :
TEY

n_q
_ 1 1S
(i) Succg(Wt”, U) = B + m Z Z Hrw - Ud'FyTUng Can e
TUA=17 g=0 y1,y2C[0;d—1]
Pour définir Cg,y1 o On définit d’abord les ensembles I, z1 et 29 :

- I =[dg;dg+d—1]No 1 ([dg;dg + d — 1])
- 21 =0"Y(dg+ )

- 22 =dq+ 1y
Alors :
e Sizy NI # zN1 alors ¢ =0.

q,Y1,Y2

e Sinon cJ = n—2d+ Card(])
vz =\t — Card(y1) — Card(yz) + Card(z1 N 22)

(ii) Pour o = T avec 7(x) =2 +d (mod n)etn > 2d:

d .
1 1 -2
Il existe (au, - -+, ) tels que Succg(Wt", U) = 3 + g a; <n j)

(iii) Pour o =id :

1 1 -2
1 existe (o, - - - ,Oﬂgj) tels que Succg(Wt”, U) = 3 + (n_l) a; (nt B jj>
t—1) j=1

f .
1 1 -2
(iv) Si Succg(Wt”,U) = -+ g a; (n ]> avec aij > 0 alors biaisg(Wt",U) est
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4.3 Exemples numériques

Remarque 4.13. On reprend les notations de la proposition 4.12.

On fixe q € [0; % — 1] et on pose v, = Z Hl"y1 — Ud.FyQ.UdTH
1,92 C[0;d—1] !

v ne dépend que de o mais on peut regarder plus précisément quelles sont les propriétés de o

auquelles v, est sensible.

Soit F, = {x € [dg;dqg+d—1] | o~ (x) € [dq; dg+d— 1]} alors on voit a partir de la définition

de cg . ., que vy dépend de I’ensemble F;; et des valeurs o~ (x) pour x € F,

g
'Cq,y17y2

Cette remarque va nous permettre de calculer la probabilité de succes pour les stratégies associées
aux matrices de Z,,.

On applique donc la proposition 4.12 pour d = 2 et Uy = H. Ce tableau donne la valeur de
HFM - H.FyZ.HTH1 pour tout y1,y2 C [0;1] :

A R ARUARUAR(Y
0O 0] I |1 2
{0} 1 V2 V2] 1
{1y 1| V2| vV2] 1
oy | 2 1 1 0

. - T o
Soitvy = > [Ty~ Ualy U G
y1,42C[0;1]
Pour ¢ € [0; % — 1] fixé, la remarque 4.13 nous dit que v, ne dépend que de o~ (2¢) et 1 (2¢ +
1). Ce tableau donne v,, en fonction de ces deux valeurs :

—1
o 1(2¢9) 7 Caty 2q | 2¢+1 | Autre
2q X a b
2¢+1 a X b
Autre b b c

a=2v2(7)

b=v2(177) + V2(15) +2(17)) +2(15) = 2+ V2) (i)

e =4v2(373) + 40 +4(%2) +4(5) =400 + (V2 - 9(15)

Onaa < b < c. En particulier, Succg(I/Vt"7 P,.Uz, ) serait maximisé si pour tout g € [[O; 5 = 1],
{071(2q), 07 (2¢ + 1)} N {2¢,2¢ + 1} = 0.

C’est possible pour 0 = 7 ou 7(x) = x + d (mod n) Dans ce cas on a

. 11 () 2 (1)
LS'uccg(I/Vlt ,Pr.Uz, ) = B + 5 ?__11) 5 (?:jl)
n—4
:SC th 4 (\/i_]')(t—Q)
R Gl

Plus généralement, on va appliquer les points (ii) et (iii) de la proposition 4.12. Le tableau suivant
donne pour chaque couple (Ugy, o) de la premiere colonne, les valeurs approchées des o et du
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biais maximum définis dans les points (ii), (iii) et (iv) de la proposition 4.12. Le cas k = 2 de la
proposition 3.7 nous donne que le biais est majoré par 2 :

Ua o) 1] 2 3 4 5 6 7 8 || biais

d»
(H®Y 1) 05[] 0 0 0 0 0 0 0 1
(H®T, 7) 050207 0 0 0 0 0 0 1.207
(H®2, 1) 0502320314 0221 0 0 0 0 1.224
(H®3,7) 0.5 [ 0.241 | 0.348 | 0.680 | 1.474 | 2.401 | 3.421 | 4.062 || 1.241
(U}, id) 050224 0 0 0 0 0 0 1.224
(Ug,id) 0502360254 | 0 0 0 0 0 1.242
(Ug,id) 0.5 0240 | 0.330 | 0.522 | 0 0 0 0 1.262

Les valeurs exactes de ce tableau peuvent étre calculées (et affichées) par le logiciel sage en tapant
la commande :
sage main/main_example_alpha.sage a partir de répertoire sage du dépot git.

4.4 Implémentation

Afin de vérifier certains de mes résultats j’ai utilisé le langage sage. Les fonctions principales
se trouvent dans le repertoire “main”. Il y a 5 fichiers dans ce répertoire :

- Le fichier "main/main_example_alpha.sage” qui m’a permis de créer le dernier tableau du rap-
port

- Le fichier “main/main_generation.sage” est un algorithme pour rechercher une matrice unitaire
qui optimise la probabilité de succes

- Le fichier “main/main_sdp.sage” implémente les sdp définis dans la section 3 pour trouver une
borne supérieure pour S@ (W}, k).

- Le fichier "main/main_test_dependency.sage” vérifie numériquement la proposition 4.3

- Le fichier "main/main_test_val.sage” vérifie numériquement la proposition 4.12

Pour obtenir ces fichiers, taper dans un terminal :
git clone https ://github.com/antoine06/Implementation_stage_m2 _grospellier.git
Pour lancer I’un de ces 5 fichiers : dans un terminal se positionner dans le répertoire “sage” puis
lancer la commande “’sage main/nom_du_fichier.sage”

Le programme matlab ”subset_channel.m” a été écrit pour I’article [1]. Je m’en suis servi pour
trouver les matrices Uy ,U;; et Ug.

Conclusion

L’ étude qui précede permet d’affirmer que les stratégies quantiques représentent une amélioration
par rapport aux stratégies classiques. Toutefois, la question de quantifier cet avantage (comme dans
le cas non-signaling) reste ouvert. On sait qu’une stratégie non-signaling peut apporter au maxi-
mum un gain de 1 — % et que cette borne est atteinte. La situation du cas quantique reste ouverte
et différentes pistes peuvent étre explorées dans ce sens :

- La forme des matrices U;,U; et U de I’exemple 4.5 semble suggérer d’étudier les matrices
avec des O sur la digonales et des 1, —1 ailleurs. L’article [3] étudie I’existance de telles matrices

en fonction de leur dimension.
- On peut étudier d’autres canaux que le subset channel W}

- On peut étudier en détails les sdp qui caractérisent la probabilité de succes quantique dans le but
de montrer des propriétés sur S¢ (W, k).
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5 Annexe

Proposition 4.3

La proposition 4.3 correspond aux points (v), (vii), (ix), (iv), et (vi) du lemme 5.5

Notations 5.1. Pour y C [0;n — 1], on pose E(y Z E(z|0) —

TEY
Lemme 5.2.
1
Succ? (W', B, D) = ME )@ D(Oly) [v)
ye

Démonstration.
Succ?(Wi", E, D) ZWt (yle). (| E(z]i) @ D(ily) [4)

Z:E,y

1

=—— > [(¥|E(z]0) ® D(0]y) [¢)
2‘(1‘/71) ye(?)

rey

— (Y[ E(z[1) © (Idy — D(0ly)) [¢)]

SRS [ o (ZE o10) - >> & D(0ly) |w>]
2 (t 1) (t) TEY

st X [W1E W) @ Do) )]
2'(t—1) yE :)

Notations 5.3. On pose :
(i) val (W', E,D) = > (| E(y) @ D(0ly) |)
ve(?)

(ii) valg(W]', E) = Dllélgic,t (val (W, E, D))

(iii) vally s(WF") = Max (valy(W}", E))

Lemme 5.4. Soit & € &, alors :
(i) E(y) = ~E(y)
(ii) Sit = Card(y) — 1> 0 alors E(y ZEy\{x}
t ey
Lemme 5.5. Soient n € N* et t € [0;n]. Alors :

(i) valy(Wi' B) = 3 Max (U] E(y) @ Dv)

(s
(ii) valg(WD_,, E) = valy(W}*, E)
(iii) Pourt <n : “Zilvaly (W, E) < valg(W},, E) < “Fvaly(W)', E)
" B) = biaisg(W}', E)
(v) t — Succg(W}", E) est décroissant
(vi) biaiss g(W)_,) = biaiss g(W]")

(iv) biaisp(
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(vii) t — Succa p(W}") est décroissant
(viii) valy p(n+1,t) > —gvaly (W)

(ix) n — Succa (W) est croissant

Preuve.
(1) OK
(ii) Soit Dy € D, 4 qui maximise D — valy(W}*, E, D).

Dy(0ly) = D1(1]y
Pour z € [0;n — 1],y € (ntt),onpose:{ 2(0y) 1(1]y)

Dy(1ly) = D1(0y)
Onabien Dy € Dy, ¢

valg(W)_,, E) > val (W]'_,, E, Dy)
= Y W[Ey) ® Dy(0]y) |v)
ye(n—t)
= Y W[E®) @ Dy(0[7) )
ve(y)
— Z )) ® D1(1]y) [¥)
ve(?)
= Z (Y| E(y) ® (Idz — D1(0ly)) )
ye(?
=val (W', E,Dy) — (¢ Z E(y) | @ Idy [v)
ve(?)
Mais :
ST E@y) =Y > E(z)0) - B(z1)
ye(;’) ye(t) Ty

(t_1>ZEm\O E(z|1)

(Z‘_ 11> (Idy — Idy)

— OH
Donc valz(W_,, E) > val (W}*, E, D1) = valy (W}, E)
Par symétrie, valy (W}, E) = valg(n,n — (n —t), E) > valg(W_,,
Donc valz(W_,, E) = valy (W}, E)

(i11) On utilise (i) du lemme 5.5 et (ii) du lemme 5.4 :

valg(Wi,, E) = Y Max (¥|E(y) @ D v)

0<D=Tdy
e (o Ty

2 Y Ma YW E@\{«heD W)

t < 0=XD=Idy povm
ye(t+1 4

E)

n—t ~
<" M E D
<= oMax (Y E(y) @ D 1)

n

ve(y

—t
vally (Wi, E) < = yally (W, E)
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Par symétrie,
valg(Wiiy, E) = valg(W,_, — 1, E)
n—t—1
“n—(n—t—1)
n—t—1
= HilvallB(th, E)
Donc 2= Lvally (Wi, E) < vallg (W, E) < “valy (W, E)

T+1 z
(iv) Ona:

biaisg(W,;"_,, E) =

valzg (W , E)

n—t’

n

(2 valp (W, E)

n—t—1

1
=—————valg(n,n, E) Par (ii)

n—2
(n—2—(n—t—1))
= biaisg(W]", E)
(v) Ona:

1
Succg(W{i 1, E) =

(")
1t n—1—1t)!n—
2 (n—1)!
v _(713‘_(71)7 t)!valjB(th7 E)

1
n—1
y)

< Suceg(W*, E)
(vi) Conséquence directe de (iv)

+

Val/B (Wﬁrl, E)

\)

t
< valg (W], E) Par (iii)

_l’_

IA

N = N = N = N =
_l’_

DO N N

Val/B (tha E)

(vii) Conséquence directe de (v)

E
(viii) Soit Ey € &, qui maximise F — val’z(W}*, E'). On pose pour touti € [0;1] : { B

On a alors s € £, etdonc :
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valy g(n +1,t) = Max (valﬂg(n +1,t, E))
’ E€€n+1

> valg(n+1,t, E)
> Y Max (Y|E(y)® D) par (i)

D=XId
S
> Max (V] Ea(y)© D)
{ye(*1")Iney}
2 Max (UE(y) @Dl
{ye(™TY)Ingy}

> > Max (Y| Ex(yU{es}) @ D)

< 0<D=Idy
ye(t—l

+ > Max (%] Ea(y) ® D)

ve(?)

v

> Y Max (] (Ba(y) + Ea(n|0) — Ex(n|1)) ® D [¢)

0=D=Idy
yE(tfl)

n Max (| Ea(y) ® D |4)

> Y o Max (vl Er(y) @ D[v)

n

ye(t—l)

M E; D
+ oMax (| E1(y) @ D |4)
Z VallB(Wt7117 El) + vallB(th7 El)
n—t+1
Val/A,B(th)

-1
> [1 + t] valy (W], Ey) par (iii)

“n—t+1
(ix) Ona:

Succap(n+1,t) = -+

—_

1
(1)
t—Dn—-t+1)! n

n! n—t+1

WV“&B (W)

> Succa,g(W]")

val)y g(n+1,t)

Y

2
1 '
5t valy g(W¢")
1
2

N~ N~ N

Proposition 4.4

Proposition 5.6. Si on pose I'y = Z |z) (x| alors :
€Y

1 1
S Q an — _ -
uceg(Wi',U) = 5 + 4m. ("]

. til) yez(%) HFy B UryUTH1

24
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Démonstration. On utilise :

- Le lemme 5.2

- Le point (i) du lemme 5.5

- Le "Transpose trick™ : si |¢) est I’état maximalement intriqué, alors pour tout A, B € M, (C),
(6] A4® Blg) = - Tr(AB")

- SiTr(A) =0alors 3||All; = Max Tr(AA)
0=<A=Idn

Proposition 4.6

Proposition 5.7. On a les invariances suivantes :
(i) Succg(Wt”, U) = Succg(th, P,-1.U.P,) pour o une permutation

(ii) Succg(Wt”, J1.U.Jy) = Succg(Wt", U) oi Jy et Jy sont des matrices diagonales avec des
1 et des —1 sur la diagonale.

(iii) Succg(Wt”, UT) = Succg(Wt”, U) = Succg(Wt”, U)

Démonstration.

(i) Tl suffit de montrer que val%(W;*,U) = val% (W}, P,-1.U.P,).
On a PUFyPUq = Fa(y)

Donc :
valg (W', P,1 UPy) = > Ty — Pos UP,TyP,a UL P, 1
ve(})
-3 |- (Pg.ry.Pg_l —U.Pg.ryPU_I.UT) B,
ve(?)
=2 Fa(yrUFo(y)UTHl
ve(})
= > || -vr, Ut
ve(?)

= valg(VVt”7 U)
(ii) Onremarque que J' =.J"1 =7

valQwp, U = 3 o, - Jl.U.JZIFyJZ.UT.JlH1
ve(?)
=3 |n (nrysn —var,nut) J1H1
ve(?)
-3 |r, - UryUTH1 car J.T,.J =T,
ve(})

= valg(Wt”, U)

(iii) Cela vient du fait que les matrices (I'y — UT'y,U t) sont hermitiennes.
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Proposition 4.7
Proposition 5.8. On note f, le nombre de points fixes de la permutation o. Alors :
1 n:2

Succg(Wt",Pg) =-+ (io1)

2 2n.(15)

(n—fs)

Démonstration. On va utiliser le fait que HZ?:_OI Ai |2) (4 H1 = i VE
valg(Wi', Py) = Y ||ITy — P,Ty Py
ve(?)
- Z Ty ~Towl,
ve(?)
= Z Card(yAo(y))
ve(?)
= ) (2t—2Card(yno(y)))

ve(t)

_ oy <7Z> _9 z(: Z Card({z} Na(y))

n) ey

n—1
=2 <7Z> 23 Y card({z} no(y))
=0 {ye(})lwey}
On décompose la somme sur x en fonction de si x est point fixe de . On note f, le nombre
de points fixes de o :

n—1
Se=> > Card{z}no(y))

=0 {ye(})lzey}
n—1 n—2
- (5)- 2 (5)
o(z)=x o(z)#x

_ fa-(?i) b fcf)-(?z:;)
S G A
o(;22))]

1
2 (] |
e 1. () B () R V) B )|

1 G5
BERETYCE R

Proposition 4.10

Proposition 5.9. Soit U € Z, alors n est pair et :
U = L.P,, .Uy.P,,.C. Avec L et C des matrices diagonales avec des 1 et —1 sur la diagonale ;
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01, 09 des permutations et Uz, la matrice de I’exemple 4.9.
De plus, Succ%(Wt”, U) = Succ%(Wt”, P,.Uz,) avec o = 05 0 0y

Démonstration.

Soit U € Z,,. On pose M| = V2.U.
UT est également unitaire, donc les lignes de U sont des vecteurs unitaires. Ainsi, M; a exactement
deux coefficients non nuls par ligne.

On s’interresse d’abord a la premiere colonne. Modulo le fait de multiplier les lignes par —1 et
d’en faire une permutation, on a :

0

La matrice M; a deux coefficients non nuls par ligne. Ainsi modulo permutation et multiplica-
tion par —1 des colonnes, le coefficient en premiere ligne et deuxieéme colonne de la matrice M,
est 1. Par orthogonalité de la premiere et de la deuxieme colonne, le coefficient de la deuxieme
colonne et de la deuxieme ligne est un —1.

1 1

1 -1

0

On adonc : M; = Avec My € Z,_o.

o | M,

Par récurrence on obtient le résultat.
La formule vient de la proposition 4.6.

Proposition 4.12
C’est la proposition 5.12.
Lemme 5.10.

a c a—cC C

i) V 7b7 N, = . .

wvaneen (3 =32 (679 5)
()

(ii) Soientn,j € N* tels que n > 23, alors t — ) est maximisé pour t = L%J
t—1

—925

3
S

3

(iii) Soit j € N* alors n ( 2. ] est décroissant sur [25; +o00[
[3]-1

3

—_

1
()

J
est maximisé pour n minimum ett = L%J

(iv) SiSuccL (W, P,y.Up) =

[\

f .

-2

E ; <Z ,‘7> avec a; > 0 alors biaisg(wt",Pa-Uo)
—J

Démonstration.

(i) Se prouve par récurence sur c.
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(ii) Soientn,j € N* avec n > 2j. Pour tout ¢ € [[j,n — j] :

() () gy -ae—t—q
i e = He—ae—y

Or, pour a € [1;5 — 1], t = (¢t — a)(n — ¢t — a) est maximisé en ¢ = |%|. Comme
(t—a)(n—t—a)

—2a)(n—2a—1) > 0, on a le résultat.

3

szi pour n > 2j. Il s’agit de montrer que f est
]-1

(|
(|

NS

(iii) Soit 7 € N*. On considere f : n —

N3 3

décroissante.
Tout d’abord, si n est impair, il est facile de montrer que f(n) = f(n + 1). Il suffit donc de
montrer que pour n pair, f(n) > f(n + 2). Pour n pair,on a :

(nf2j) j—1 (n—2a—2) j—1

n__; 2 _a—1 1 1

f(n) = 2= =H2_‘Z=H(1+>
(2—1) a=1 (ng—g) a1t n-2a-1

Tout est positif, et chaque terme du produit est décroissant en n donc f(n) > f(n + 2) d’ou

le résultat.

(iv) C’est une conséquence directe de ce qui précede

Lemme 5.11. Soiente > 2 et 51, -, Be—1 € R tels que Vi, B; = Be_i.

&

A € M¢(R)définit parA; j = <€ a 2‘7>

i
On pose
aq p1
= A1
af By
el m—e n—2j
Alors.‘Vn,tGN,ZﬁZ'(t ‘>:Zaj<t .J>
° —1 - )
=1 7=1

Preuve. Soiente > 2et 31, -+, 8.1 € Rtels que Vj, 3; = Be—;j. On pose f = L%J
On considere A € M¢(R) définit par A; ; = (6723' ). A est une matrice triangulaire supérieure

i—j
avec des 1 sur la diagonale donc elle est inversible.
a1 631 B ai
Onpose | : |=A"'| : [.Onadonc| : [=A]| :
ay By By af
f .
S e—2j
Ainsi, Vi € [1; f] : i = Z;%(i—j >
]:

De plus, par une disjonction de cas en fonction de la parité de e,
sif+l<i<e—1lalorsl<e—i<f
Ainsi, Vi € [f + 1;e —1] :

f e—2j T re—9j
Bz'zﬁeiZZOéJ(e_i_j) :Zaj(' >

j=1 7j=1
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f .
Donc, Vi € [1;e — 1], 8; = Z <e.—_2‘]>

Jj=1 v
! n—2j ! gy n—e e—2j .
Z%’ t—j :Z%’. =i ; par (i) de lemme 5.10
Jj=1 j=1 i=0
! n—e e—2j
=2 > )5
=1 =) J
T e e—2j
= q N O
. t—1 11—

mT.
I

_ =

Il
NN

i
—

Q
<
7N
~«~ 3
[
S0
~_
N
s.m
||
m.lb\?
~__

i=1 =1
e—1 n—e
=35, "})
=1
[
Proposition 5.12. Soit U = Py.(Idz @ Uq). On pose I'y = Z |x) (x| alors :
TEY
(i) Succg(Wt", U) = 5 (- 1 Z Z H v — Ua-Ty,. UdH Can e

q=0 y1,y2C[0;d—1]

Pour définir ¢ on deﬁmt d abord les ensembles I, z1 et 25 :

q,Y1,Y2’°

- I =[dg;dg+d—1]Nno~([dg;dg + d — 1])
- z1 =0 Ydg+ 1)

- 29 =dq+ 2
Alors :
e Sizy NI # 2N 1 alors ¢ =0.

q,Y1,Y2
B n —2d + Card(I)
By (t — Card(y:) — Card(yz) + Card(z N Zz))
(ii) Pour o = 7 avec 7(x) = x +d (mod n) etn > 2d :

e Sinon ¢

d .
1 1 -2
1l existe (o, - -+ , o) tels que Succg(Wt”, U)= 3 + = g o <n J)

t—1)j:1 t=J
(iii) Pour o =id :
d
1l existe ( ) tels que SuccS (W} U)—1+ 1 ("%
existe (o, a|a|) tels que Succg (W', U) = 5 (Z__ll) j_laj -

f .
1 1 -2
(iv) Si Succg(th,U) =3 + Zozj (T; j) avec oj > 0 alors biaisg(Wt”,U) est
- —J

Démonstration.
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(i) On note g, et r, le quotient et le reste dans la division euclidienne de x par d. On peut donc
en décomposer la norme trace :

val (Wi, P U) = 3 1Y o) (@) = Y UL ) (2] U
ye(®) ||zea(y) we€y .

-1

= S ) (@ = 3 U fa) (o] U

al3

e | = ey 15, 1
n_q
= > > D le@)(o@)] - Y Ula) (x| .U
ve(y) =0 qf(f)y:q oty 1

-1

- Z Z ‘To(x)> <r0(x)‘ - Z Uo. |72) (2] .U(];

als

n) ¢=0 || =€y z€y
ye(t) 9o (z)=4 qz=q 1
Dans la derniere ligne, les vecteurs ne sont plus de taille n mais de taille d.
n_q
Q (v _ T
val W Prl) = 3 3 Pt leevanioy=y — V0T irulocgumy- Ui,
=0 ye(3)

n_q
d
= > |ru-ver. | caany, )
q=0 y1C[0;d—1]
y2C[0;d—1]

ou
={y [0 = 1] [ Card(y) = ¢,

y2 =A{relz € ¥, ¢o = q},

y1 = {Ta(z)"x €Y lo(z) = Q}}
Onfixe g € [0;2 — 1], y1 C [0;d — 1], y2 C [0;d — 1].
On considere les sous-ensembles de [0; n — 1] suivants :

- Ay =[dg;dg +d—1]

- By =0 ([dg; dg +d —1])

- Cg=[0;n = 1]\ (AqU By)

- I,=A,NB,

Soity C [0;n — 1] avec Card(y) = t, alors :

g
q,Y1,Y2

A
yNA;=dg+yz = 2

g

y < Y:Lyl?yQ <

_ A
yNBy=o 1(dq—|—y1):zl

. o _1 o . . . .
Si on pose 21 = 07" (dg + y1) et z2 = dq + yo, alors y € Y7, . signifie que y coincide

avec zp sur A, et que y coincide avec z; sur B,. Ce y peut étre quelconque sur C,.

Calculons Card(Y7,, ,,) :
o Siz NIy # 2z NI, alors Card(Yquyl’yz) —0.
En effet, pour touty € Y’ onazyNI,=yNI,=2NI,

4,Y1,Y2°

Donc Y7, ., # 0= z1NI;=2znI,
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(i)

(iii)

e Siz; NI, = z N1, alors pour caractériser y, il suffit d’en donner les éléments sur Cy,.

Card(Cy) )

C’a?‘d(Yq?yl 7y2) = <Card(y NCy)

Card(Cq) =n — Card(A; U By) = n —2d + Card(ly)
YN Cy=y\ [y N (44U B =\ (1 Ag) U (41 By)] =y \ [22 U 2]
Card(ynCy) =t — Card(z1) — Card(z2) + Card(z1 N 22)
Card(yNCyq) =t — Card(y1) — Card(yz2) + Card(z N z2)

n—2d+ Card(I,) )

a(yy, =
Card(Y(y, ) <t — Card(y1) — Card(y2) + Card(z1 N z2)

Dans le cas ou 7(z) = x + d (mod n), pour tout ¢ € [[(); 5 - 1]], y1 C [0;d — 1], y2 C
[0;d —1] ona:

- Ay =[dg;dg+d—1]

- By =[dg—d (mod n);dg — 1 (mod n)]
-I,=10
-z1Nzg=0carz C Ajetzy C By

On peut alors calculer Card(Y,,, .. ).
Puisque 21 NI, =0 = 2o NI, que I, =Petque z; Nza =0, ona:

n — 2d
YT =
Card(Y,,, ,,) <t — Card(y1) — C’ard(w))

2d—1

1 n—2d
. d’ N 1 .t.
0 Zz; ﬁz( P > oll la proposition

1
On a donc la forme Succg(Wt”, U) = 3 +

grace au lemme 5.11.

Dans le cas ol o = id, pour tout ¢ € [[O; 7 - 1]], ona: I, = [dg;dg + d — 1]. Soient
y1 C [0;d — 1], y2 C [0;d — 1].

21Nlg=2z1,22N1g=29etz1 N1y = 20N 1; & y1 = yo.

De plus, pour y1 = yz, Card(Yys, 1) = (i Candyn)

n n—d
Donc, val(U) = 1 Z HI‘y - U'Fy'UTH1 '<t — C’ard(?J))
yC[0;d—1]

d—1
1 —d
On a donc la forme Succg(Wt", U)=-+ 7 E Bi <TtZ , > d’ou la proposition grace
; —1

au lemme 5.11.
O
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