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Abstract� We recall the construction of a three�dimensional projective topological �eld theory starting from
a solution to Moore and Seiberg equations� The conjectural relation between Moore and Seiberg�s equations
and the second paragraph of the �Esquisse d�un programme� by A� Grothendieck is discussed� Then� following
Grothendieck�s ideas� we suggest how to translate Gal�Q�Q��s natural action on �alg� �P��C � n f	� 
��g� ��
into an explicit action on a wide class of topological �eld theories deduced from two�dimensional rational
conformal �eld theories�

The Introduction is in English and the main text in French�

� English Introduction

This paper aims at pointing out some relationships between recent developments in Topological
Field Theories� the classi
cation program of Rational Conformal Field Theories and deep ideas
expressed by A� Grothendieck in the �Esquisse d�un Programme
 �����

Our exposition does not pretend to be a de
nitive and complete mathematical theory since
most of this wonderful story is still to be discovered� We would like to point out why� in our
opinion� there is a deep connection between the world of Rational Conformal Field Theory and

�URA ����� du CNRS� associ�ee �a l�E	N	S	 de Lyon� et au L	A	P	P	 
IN�P��CNRS� d�Annecy�le�Vieux

�



Grothendieck�s one� In the end� the best advice we can give to the reader is to read the wonderful
text by Grothendieck ���� and make up his own mind�

Conformal 
eld theory was originally studied for a systematic description of isotropic universa�
lity classes in two dimensions ���� A few years after their discovery� it became apparent that these
theories were a prototype for the so�called geometrical quantum 
eld theories �������� A special class
of them� called Rational Conformal Field Theories �RCFT�� attracted special attention during the
late eighties� It turned out that RCFTs provided very interesting representations of various modu�
lar groups� This was discovered 
rstly in genus one ����� and then in genus zero ����� The important
discovery of Verlinde ���� drew attention to this structure� Moore and Seiberg then produced an
important synthesis of this subject ������������� In this work� they showed the importance of a
few matrices associated with each Rational conformal 
eld theory� These matrices have to satisfy
polynomial equations� called the Moore and Seiberg�s equations� It must be mentioned that these
matrices can be computed as monodromy matrices of some holomorphic multivalued functions on
moduli space	 see ���� for the genus one case and �������� for the some examples in genus zero�
In passing� one notices that the Moore and Seiberg matrices represent endomorphisms of spaces
associated with the following values of �g� n�	

��� �� ��� �� ��� ��

and that Moore and Seiberg�s equations involve endomorphisms of spaces associated with

��� �� ��� ���

Other authors ������������ also discovered independently the same structure but in a completely
di�erent context�

At the same time� Witten discovered from the point of view of Chern�Simons theory� a deep
connection between Moore and Seiberg�s data associated with any RCFT and three�dimensional to�
pological theories ����� More precisely� Chern�Simons theory associated with a compact� connected�
Lie group G can be �solved
� using Moore and Seiberg�s data associated with the Wess�Zumino�
Witten model based on G� This mapping has been made more precise by many authors� for example
������������� It also became clear that Moore and Seiberg�s equations could be obtained from the
requirement of topological invariance ��������� In fact� this result can be proved partially	 one has
to impose a few hypotheses and to consider only non projective topological 
eld theories� In this
case� only solutions to Moore and Seiberg�s equations with c � � �mod �� can be recovered �see
���� Chapter ���� On the other hand� it was expected that one could reconstruct a �D TFT from
any solution to Moore and Seiberg�s equations� For example� topological invariants were de
ned
by Kontsevitch in the case of undecorated closed manifolds ���� and also by Crane using Heegaard
decompositions� The latter technique was used also by Kohno ���� with explicit use of some so�
lutions to Moore and Seiberg�s equations coming from the WZW model based on SU���� It was
shown in ���� how to reconstruct a projective topological 
eld theory from any solution to Moore
and Seiberg�s equations�

In a slightly di�erent context� Reshetikhin and Turaev ���� de
ned Topological Field Theories
�TFT� using Kirby�s calculus and quantum groups� The quantum group is an example of a modular
Hopf algebra� the representation theory of which provides us with a solution to Moore and Seiberg�s
equations� Other works were also based on the same point of view	 ���������

�That is to say� any partition function� or any correlation function of any observable can be explicitly computed	
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Besides this already widely spread work� Grothendieck developed between ���� and ���� an ex�
tremely ambitious research program summarized in ����� One of the main proposal of this program
was to develop a new understanding of the absolute Galois group of the 
eld Q �i�e� Gal�Q�Q��
by interpreting it as a group of transformations of an appropriate combinatorial object� The third
paragraph of ���� explains how this group acts on the set of all �children�s drawings
 which were
widely discussed during the International Conference on the theory of �Dessins d�enfants
 �CIRM�
Luminy� April ����� organized by L� Schneps� This is a 
rst combinatorial approach to this des�
cription of the Galois group� On the other hand� the second paragraph suggests that one should
consider an important notion� called the Teichm�uller tower� It is formed by the system of all moduli
spaces Mg�n of Riemann surfaces of any genus and with any number of punctures� together with
a few fundamental operations such as the �sewing of surfaces
� the �forgetting of marked points

and so on��� As explained by Grothendieck� all this structure is re�ected on suitable families of
fundamental groupoids �with respects to suitable families of base points��

Two fundamental conjectures appear in ���� Paragraph ��	

� The reconstruction conjecture	 the whole structure of the tower can be reconstructed from
the two 
rst �oors �the �oors are indexed by �g � � � n� which is the complex dimension of
the corresponding moduli space�� The 
rst �oor provides a �system of generators
 and the
second one� a �system of relations
� This gives the following values of �g� n�	�

Generators 	 ��� �� ��� �� ��� ��

Relations 	 ��� �� ��� ��

� The Galois action conjecture	 The structure of the tower is rigid enough for Gal�Q�Q� to
act on its pro
nite completion� preserving all relations between the corresponding pro
nite
groupoids�

Grothendieck then suggested that one should parametrize each element of the Galois group
by one or several elements of the pro
nite completion of the free group with two generators��
subjected to certain relations� It is extremely important to 
nd necessary and su�cient condi�
tions for such elements to arise from the action of the absolute Galois group�

To our knowledge� these results remain conjectural� although some evidence for their validity
exists�

Finally� reading the Esquisse made it clear that there is a deep relationship between Grothen�
dieck�s unpublished work and Rational Conformal Field theory� In fact� this relationship is far
from being established with all the rigor and precision suitable for this subject� The central object
considered by Grothendieck � i�e� the Teichm�uller tower � has� up to now� not been constructed��
Hence� none of its properties have been proved� Our purpose will be to explain or suggest how this
story should go� A great deal of work will be necessary before this �philosophy
 turns into a clean
mathematical theory�

� For us� the starting point was noticing that Grothendieck�s values for �g� n� in his reconstruc�
tion conjecture for the tower were exactly the values relevant in Moore and Seiberg�s work�

�This is nothing but the algebraic fundamental group of P�
C � n f
� ���g with respect to some base point� which
is the moduli space for Riemann surfaces of genus zero with four ordered points on it	

�It is likely that various versions of the notion exist� depending on the framework � algebraic geometry� combina�
torics 			 � considered			
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From this emerged the idea that solutions to Moore and Seiberg�s equations de
ne projective
representations of the Teichm�uller tower�

My opinion is that Moore and Seiberg�s work needs to be settled on a 
rmer basis� A possible
way of performing this would be to de
ne the Teichm�uller tower� then study its projective
representations� and produce Moore and Seiberg�s data from such representations� The so
called completeness theorem ���� Appendix B� of Moore and Seiberg should then be the
expression� in representation theory� of the reconstruction conjecture of Grothendieck ����
Paragraph ���

Finally� starting from an axiomatic de
nition of a conformal 
eld theory �a la Segal� and
an intrinsic de
nition � still to be found � of what a chiral algebra is� one should be able�

rst to de
ne RCFTs� then to be able to prove that any RCFT should provide a projective
representation of the Teichm�uller tower� All these steps being completed� Moore and Seiberg�s
work could be considered as rigorously based�

� In the �Esquisse d�un programme
� Grothendieck explained that elements of the absolute Ga�
lois group Gal�Q�Q� act as outer automorphisms of the tower itself� We were led to conjecture
the existence of an action of Gal�Q�Q� on solutions to Moore and Seiberg�s equations� or equi�
valently� on three dimensional topological 
eld theories�

Of course� what remains to be done is to explore the consequences of this program for the
study of three�dimensional geometry�

Contents

In the 
rst section� we recall the axiomatic formulation of topological 
eld theory in the spirit
of Atiyah ���� Segal �������� and ����� Our presentation is a re
ned version of ���� Chapter �� and
���� suitable for dealing with other ground 
elds than C � In a second section� we describe Moore
and Seiberg�s equations� We have tried to present this subject in a more intrinsic way than in the
original papers ����� Nevertheless� our presentation is far from being satisfactory���

Then� we review the construction of a three�dimensional topological projective 
eld theory ����
from solutions to Moore and Seiberg�s equations� We�ve put the emphasis on representations of the
modular groups that arise from these topological 
eld theory� The proof of topological invariance
using Kirby�s calculus is also recalled�

The last section is devoted to the action of Gal�Q�Q� on a certain class of topological 
eld
theories� We inform the reader that it requires some familiarity with Conformal Field Theory� As
explained above� we suggest that the translation on �D TFTs of the action of Gal�Q�Q� discovered
by Grothendieck ���� is nothing other than the number theory action on the matrix elements of
the operators in the �D TFT� Our reasoning is based on the computation of Moore and Seiberg�s
matrices from conformal blocks in RCFTs� Hence it relies on some hypotheses about these blocks	

� Coe�cients of Moore and Seiberg matrices must be� in a suitable gauge� algebraic numbers
�algebraicity hypothesis�� This is a consequence of Moore and Seiberg�s equations for S� T �
and ���� matrices but nothing general is known for the F matrix	 the hypothesis can only
be checked during explicit computations�

� Conformal blocks on the four�punctured sphere must have a Puiseux expansion near zero of
a speci
c form �see page ��� this is the rationality hypothesis�� We show that this hypothesis
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is satis
ed by minimal models with respect to the Virasoro algebra and by any non twisted
Kac�Moody algebra associated with a 
nite dimensional simple Lie algebra over C �

Let us mention that since no de
nition of a chiral algebra is available� we still do not know any
good de
nition of RCFTs and therefore� we are not able to justify these hypotheses in a general
framework�

Finally� we recall that such a Galois action has been considered in a slightly di�erent context
by Drinfel�d ����� In his work� Drinfel�d described this Galois action by a pair ��� f� � bZ� � cF�

satisfying particular conditions�� Equivalent results were also obtained by Y� Ihara in ����� We
shall make use of Ihara�s point of view in section � of the present paper� These approaches follow
Grothendieck�s insight of describing elements of the absolute Galois group by outer automorphisms
of the Teichm�uller tower� Since a precise de
nition of the Teichm�uller tower is still lacking� our
strategy will be to rely on what is conjectured to be its representation theory � that is TFTs in
�D � and to try to translate this Galois action on the tower onto its representations� The surprise
is that our 
nal result is not expressed in terms of a pair ��� f� � bZ� � cF�� We 
nd instead
the number theory action on matrix elements of operators representing elements of the various
modular groups� An important question is to understand the implications of this phenomenon� In
our opinion� a �good� de
nition of the Teichm�uller tower is necessary in order to 
rstly formulate
Grothendieck�s questions in a precise way� and then secondly to understand the connection between
the various approaches�

� L�axiomatique des th�eories topologiques�

Nous allons rappeler ici l�axiomatique utilis�ee pour d�ecrire les th�eories topologiques� Cette
pr�esentation suit d�assez pr�es celle qui est donn�ee dans ���� Chapitre �� et qui est bri�evement
rappel�ee dans ����� Toutefois� a
n de pouvoir d�ecrire l�action du groupe de Galois Gal�Q�Q� sur
les th�eories topologiques� nous avons �et�e amen�es �a modi
er certains points� C�est cette version un
peu am�elior�ee que nous pr�esentons ici� Il s�agit principalement de disposer de la notion de th�eorie
topologique d�e
nie sur un corps K quelconque� Nous avons �egalement �etudi�e comment une th�eorie
d�e
nie sur un corps K pouvait en fait  etre d�e
nie sur un sous corps k de K� Je me suis inspir�e tr�es
fortement de ��� Chapitre II� x���

Rappelons qu�une th�eorie g�eom�etrique n�est rien d�autre qu�un foncteur entre une cat�egorie de
vari�et�es et une cat�egorie d�espaces vectoriels� Nous commencerons donc par d�e
nir les cat�egories
g�eom�etriques utilis�ees ici� puis nous donnerons la d�e
nition d�une th�eorie topologique �a valeurs
dans une cat�egorie de K�espaces vectoriels� Nous discuterons alors divers probl�emes de rationalit�e�
Finalement� nous verrons que si les objets de la cat�egorie d�espaces vectoriels consid�er�es sont munis
de k�structures � compatibles aux produits tensoriels et au dual en un sens que nous pr�eciserons
� alors� on dispose d�une action naturelle de Gal�K�k� sur la cat�egorie des th�eories topologiques
rationnelles bas�ees sur les cat�egories consid�er�ees�

�See equations 
�	��� 
�	�� and 
�	�
� of ����
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��� Cat�egories g�eom�etriques�

Je reprends ici les notations du chapitre � de ����� En
n� je me limiterai aux th�eories topologiques
et rationnelles�

Une cat�egorie est d�e
nie par la donn�ee de ses objets et morphismes ����� Ici� nous supposerons
que toutes les vari�et�es consid�er�ees sont topologiques� En dimension deux et trois� les cat�egories
topologiques� lin�eaires par morceaux et di��erentielles sont �equivalentes ���� et c�est pourquoi nous
nous permettrons d�employer des notions di��erentielles dans la suite de ce texte car nous nous
limiterons �a ces dimensions�

����� D�e�nitions g�en�erales�

Les objets de Ma seront des mod�eles topologiques de vari�et�es de dimension d� � orient�ees� pas
forc�ement connexes� Le renversement d�orientation est not�e N ��  N � Nous imposons que la vari�et�e
vide �qui n�a qu�une orientation� soit un objet�

Suivant Milnor ���� Chapitre ��� nous consid�erons les triplets �M��� ��� o�uM est une vari�et�e dont
le bord est une union disjointe de deux vari�et�es �Min et �Mout! et � 	 �Min � N et �� 	 �Mout �
N � sont des di��eomorphismes appel�es param�etrisations de �Min et �Mout� Nous supposons que
l�orientation induite par M sur �Min est envoy�ee par � sur celle de N � et que l�orientation induite
sur �Mout est envoy�ee par �� sur l�oppos�ee de celle de N �� N est appel�ee vari�et�e entrante et N �

vari�et�e sortante� On dit aussi que M interpole entre N et N �� La donn�ee d�une param�etrisation du
bord permet de recoller les vari�et�es� Si M� interpole entre N� et N� et M� entre N� et N�� alors si
g � Di���N��� on note M��gM� le recoll�e de M� avecM� selon �����

�� �g ���� Dans le cas g " �N� �
on note � l�op�eration ainsi d�e
nie� Remarquons que la prescription choisie pour les orientations
permet de munir M��gM� d�une orientation qui est compatible avec celles de M� et M�� En
n� nous
introduisons	

D�e�nition � Soient M et M � deux vari�et�es interpolantes entre N� et N�� ���� les param�etrisations
des bords N��� de M �respectivement ����� pour N �

���� bords de M
�� et f un hom�eomorphisme de

M sur M �� On dira que f est un isomorphisme entre les vari�et�es interpolantes si et seulement si
on a la compatibilit�e aux bords ��M��� " �������N������

���� " ����� � fj�M����

On notera M �M � si M et M � sont isomorphes�

Ceci permet de d�e
nir la cat�egorie Ma gr ace �a ses morphismes� Par d�e
nition� les morphismes
de N� vers N� sont les classes d�isomorphismes de triplets �M���� ��� interpolants entre N� et N��
La composition des morphismes est d�e
nie gr ace au recollement � des triplets �M���� ���� On v�eri
e
que � est bien compatible �a la relation d�isomorphisme et on note encore � l�op�eration ainsi d�e
nie�

Il est judicieux de disposer des propri�et�es suivantes	

� L�union disjointe de deux morphismes est encore un morphisme qui est repr�esent�e par l�union
disjointe de deux cobordismes� Si M � hom�N�� N�� et M

� � hom�N �
�� N

�
�� alors M 	M � �

hom�N� 	N �
�� N� 	N �

���
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� Si M � hom�N�� N�� est repr�esent�e par �M��� ���� on d�e
nit  M qui est repr�esent�e par
�M���� �� o�u l�on a renvers�e l�orientation� C�est encore un morphisme not�e  M � hom�N�� N���

����� Exemples

Nous allons construire explicitement des exemples de telles cat�egories� adapt�es �a nos besoins
ult�erieurs� Tout d�abord� nous commen#cons par rappeler quelques d�e
nitions combinatoires �el�e�
mentaires� qui seront �egalement utilis�ees dans la section ��

Pr�eliminaires combinatoires Dans la suite� nous noterons I un ensemble 
ni dont les �el�ements
sont appel�es indices de couleur� v�eri
ant les propri�et�es suivantes	

� On se donne une involution i ��  � de I � avec au moins un point 
xe not�e ��

� Pour chaque triplet �i� j� k� � I�� on dispose d�un ensemble �i� j� k� de cardinal Ni�j�k� Ses
�el�ements sont appel�es indices de vertex et on impose les conditions suivantes	

� Pour chaque permutation � � Sfi�j�kg de l�ensemble �a trois �el�ements fi� j� kg� on se donne
��i�j�k� qui est une bijection de �i� j� k� sur ���i�� ��j�� ��k��� De plus�


��� ��� � S�
fi�j�kg� �����i	���j	���k	� � ��i�j�k� " ������i�j�k������

De plus� nous supposons qu�il existe a � �i� j� k� ��  a � � ��  	�  k� telle que b a " a�

L�existence de telles applications entra $ne la sym�etrie de Ni�j�k en i� j et k et l�invariance
par conjugaison simultan�ee des trois indices	 Ni�j�k " N
��
��
k�

� Nous imposons Ni�j�� " 
i�
� etX
n

Ni�j
nNk�n

l "
X
n

Ni�k
nNn�j

l�����

Cela permet de d�e
nir pour tout graphe trivalent� la notion de coloriage� Rappelons ce que l�on
entend par graphe trivalent orient�e	

D�e�nition � Un graphe trivalent est la donn�ee d�un ensemble S � de sommets � et d�un ensemble
A � des ar	etes orient�ees � et�

� De deux applications �i�f 	 A� P���S�� �a valeurs dans l�ensemble des parties de S de cardinal
inf�erieur �a un�� telles que� �i�a� soit vide si et seulement si �f �a� est vide
� De plus� pour
tout x � S� on demande que le cardinal de fa � A� �i�a� " xg soit �egal �a trois ou un�

Dans le premier cas� on parle de vertex� et dans le second� de sommet externe� Nous noterons
E l�ensemble des sommets externes d�un graphe et V l�ensemble de ses vertex�

�Si le cardinal est z�ero� on dit que l�on a une ligne ferm�ee�
�Cela supprime les ar�etes sans bout�
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� D�une involution sans point 
xe i 	 a � A ��  a � A telle que


a � A� �i�f � a� " �f�i�a�

Dans la suite� si s est un vertex du graphe G� nous noterons As " fa � A� �i�a� " sg
l�ensemble des ar etes orient�ees qui partent de s� Une circularisation du graphe est la donn�ee� pour
chaque vertex s� d�une permutation d�ordre trois �s de As� En
n� si G " �A� S� �i�f� i� est un graphe
orient�e� on construit l�ensemble des ar etes non orient�ees de G de la mani�ere suivante	

D�e�nition � Une ar	ete non orient�ee est une paire fa� a�g � P��A� telle que a� "  a� Si A d�esigne
l�ensemble des ar	etes orient�ees� � 	 A � eA d�e
nie par ��a� " fa�  ag � eA� est une surjection de
degr�e deux exactement�

En
n� un coloriage d�un graphe trivalent orient�e G " �A� S� �i�f� i� n�est autre que	

D�e�nition � Soit G " �A� S� �i�f� i� un graphe trivalent orient�e� un coloriage du graphe G est la
donn�ee

� D�une application i 	 A� I telle que i� a� " di�a� �en clair� changer l�orientation d�une ligne
transforme sa couleur en la conjugu�ee��

� Pour chaque vertex v du graphe� et pour chaque ordre total �R sur Av� on se donne un
�el�ement a�R � �iv� jv� kv� o�u �iv� jv� kv� sont les couleurs des trois ar	etes orient�ees qui arrivent
� i�e� �fa� " v � en v� prises dans l�ordre �R� Le groupe SAv

op�ere sur l�ensemble des ordres
totaux sur Av et soit � � SAv

� on demande que

a���R " ��iv �jv�kv��a�R�

On appellera coloriage oppos�e d�un coloriage C de G� le coloriage obtenu en changeant tous les
indices en leurs conjugu�es� Nous le noterons  C�

Consid�erons maintenant G " �AG� SG� �i�f � i� et G� " �AG� � SG�� �i�f
�� i�� deux tels graphes� Donnons

nous D une partie non vide de EG et j une injection de D dans EG�� Nous d�e
nissons un nouveau
graphe� appel�e le recoll�e de G et G � selon �D� j� comme suit	

� S est l�union disjointe de SG nD et de SG� n j�D�� Sur l�union disjointe AG tAG� � on d�e
nit la
relation d��equivalence �j par	 a �j a

� si et seulement si�������
a " a�

ou ��ia � D et �fa
� " j��ia��

ou ��fa � D et �ia� " j��fa��

�����

et alors A " �AG t AG��� �j� Notons que i et i
� d�e
nissent une involution sans point 
xe sur

l�union disjointe de AG et AG� � compatible �a �j� On en d�eduit une involution sans points 
xe
sur A�
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� Nous d�e
nissons �i�f sur A de la mani�ere suivante	

� Si a � A est une classe de �j de cardinal un� �i�f �a� est le �i�f de son repr�esentant�

� Si a � A est une classe de �j de cardinal deux	 a " fa�� a�g� et si pour 
xer les id�ees
�i�a�� � D	 j�D�� alors on pose �ia " �ia�� Si par contre �ia� � D	 j�D�� alors on pose
�ia " �ia�� De m eme� on d�e
nit �fa�

Ainsi� nous avons fabriqu�e un graphe que l�on note G��D�j	G�� Munissons G et G� de coloriages
au sens de la d�e
nition �� ces deux coloriages permettent de d�e
nir un coloriage de G��D�j	G� si et
seulement si	


�a� a�� � �AG tAG��� a �j a
� 
 ia " ia������

Le lecteur v�eri
era que VG��D�j�G
� " VG t VG� et que l�on dispose bien d�un coloriage des vertex au

sens de la d�e
nition �� En
n� si G et G� sont �a vertex circularis�es� G��D�j	G� l�est trivialement�

Cat�egories Ma��� Nous allons maintenant d�ecrire les cat�egoriesMa��� qui serviront �a d�e
nir les
th�eories topologiques tridimensionnelles�

Pour tout �g� n� � N�� consid�erons %g�n un mod�ele topologique de surface de genre g avec n
points marqu�es ordonn�es� muni des d�ecorations suivantes	

� A chaque point marqu�e� on associe une demi�droite dans l�espace tangent �a la surface au point
consid�er�e�

� On se donne une application de l�ensemble des points marqu�es dans I �coloriage des points
marqu�es��

Les objets de Ma��� sont les unions disjointes 
nies de telles surfaces d�ecor�ees�

A
n de d�e
nir les morphismes� nous allons employer des cobordismes au sens de Milnor que nous
allons �d�ecorer
� Pour cela� nous d�e
nirons la notion de plongement d�un graphe trivalent orient�e� �a
vertex circularis�es� colori�e dans une telle vari�et�e� Dans le cas tridimensionnel� nous serons conduits
�a rajouter une structure suppl�ementaire appel�ee le framing� En
n� nous munirons l�ensemble des
cobordismes au sens de Milnor d�une relation d��equivalence� Les morphismes seront les classes
d��equivalence pour cette relation�

Consid�erons alors	

� Une vari�et�e tridimensionnelle M dont le bord est di��eomorphe �a N� 	N�� Nous distinguons
dans �M deux composantes �Min � N� et �Mout � N� que nous appellerons entrantes et
sortantes�

� Deux di��eomorphismes �� �respectivement ��� de �Min �respectivement �Mout� vers N� �res�
pectivement N���

�



� Une orientation OM sur M telle que� si ON���
d�esignent les orientations de N���� ���� assure

la compatibilit�e entre l�orientation induite par OM au bord et ON���
	

�� � Di�����Min�OM �� �N��ON� �������

�� � Di�����Mout�OM �� �N��O 
N�
�������

� Un plongement d�une graphe trivalent orient�es� �a vertex circularis�es� est d�e
ni par	

D�e�nition � Soit G un graphe trivalent orient�e �a sommets circularis�es� un plongement de
ce graphe dans �M� �%k� �k�k� est la donn�ee de

� Une injection iE 	 E � �M qui met en bijection E et l�ensemble des points marqu�es sur
�M �

� Une injection iV 	 V �M n ��M��

� Pour chaque ar	ete orient�ee a � A qui ne soit pas une ligne ferm�ee� une application
fa 	 ��� ��

� �M qui soit un di��eomorphisme de ��� ��� sur fa���� ��
���

� Pour une ar	ete a qui est une ligne ferm�ee � �i�f�a� " � � il existe fa 	 ��� ��� �R�Z� ��
M n �M telle que fa���� ��� �R�Z�� soit di��eomorphe �a ��� ��� S��

qui v�eri
ent les conditions suivantes�

� Pour toute ar	ete orient�ee a � A qui ne soit pas une ligne ferm�ee� fa v�eri
e��

�s� t� � ��� ���� f
a�s� t� " fa�s� �� t�

fa��� �� " iS��i�a�� fa��� �� " iS��f�a��
�����

� Pour toute ar	ete orient�ee a qui est une ligne ferm�ee� fa v�eri
e�


�s� t� � ��� ��� �R�Z�� fa�s��t� " f
a�s� t�������

� Pour tout vertex v � V � il existe Uv� voisinage de iS�v� isomorphe �a la boule ouverte
unit�e dans R�� tel que via cet isomorphisme� le plongement soit du type suivant�

De plus� on demande que la permutation cyclique d�ordre trois induite par l�orienta�
tion de M � et ��sfa���� �� sur les trois lignes �fa��� ��� ��� � �U�a�Av

co
�ncide avec la
circularisation en �v�

� Soit a � A telle que �i�a� � E� on impose que �d���iS��ia��� ���sfa���� ��� soit dans la
demi�droite associ�ee �a ��iS��ia���
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� Pour tout couple �a� a�� d�ar	etes orient�ees telles que a �" a� et a �" ba��on demande que
fa���� ������ ���� fa����� ������ ��� " �� C�est la condition de plongement�

� Soit a telle que �ia � ��M�in� alors la couleur de l�ar	ete orient�ee a est celle du point
marqu�e ��iS��i�a���� De m	eme� si �f �a� � ��M�out� la couleur de a n�est autre que celle
de ���iS��f �a����

Ainsi� �a chaque ligne de K� nous associons un ruban comme sur le sch�ema suivant	

Nous dirons que t �� fa��� t� d�e
nit le plongement de l�ar ete a et que t �� fa��� t� d�e
nit une courbe
parall�ele �a cette ar ete �cf ������ Bien entendu� il existe d�autres mani�eres de d�e
nir le framing	 on
peut par exemple supposer que l�on se donne le plongement t �� ca�t� " fa��� t� de l�ar ete orient�ee�
et qu�en chaque t � ��� ��� on dispose d�un vecteur tangent non nul �a M en ca�t�� qui n�est pas
colin�eaire �a l�espace tangent �a ca���� ��� en ca�t��

Pour  etre complet et aussi pour faire le lien avec d�autres travaux� nous consid�erons maintenant
le cas du plongement d�un cercle� dans S�� commun�ement appel�e un n&ud� Dans �a la philosophie
ci�dessus� le framing d�un n&ud est d�e
ni par une courbe parall�ele �a celui�ci�

Parmi tous les framings possibles et imaginables d�un n&ud donn�e� il en existe un privil�egi�e�
En e�et� consid�erons une surface �de Seifert� qui s�appuie sur le n&ud consid�er�e C ���� Chapitre ���
elle n�est pas unique car on peut lui rajouter une anse! mais en revanche� elle d�e
nit� �a une isotopie
pr�es� une unique courbe C �

� parall�ele �a C� En cons�equence elle 
xe compl�etement le framing de
C� Ce framing particulier est appel�e le framing canonique ou encore framing z�ero du n&ud et les
autres framings sont compt�es relativement �a celui�ci� Lorsque nous dirons qu�un n&ud poss�ede un
framing n � Z� nous sous entendrons toujours que le nombre d�intersection� de C avec sa courbe
parall�ele C� est n�

En
n� choisissons un plan de projection pour notre n&ud� Le framing normal relativement �a ce
plan de projection est obtenu en utilisant un ruban orthogonal au plan de projection� Cette notion
d�epend clairement du plan de projection�

Le recollement de deux cobordismes param�etr�es d�ecor�es par des graphes trivalents colori�es se
d�e
nit naturellement� Consid�erons �M� �%k� �k�k�GC� �iS� iA�� et �M �� �%�l� �l�l�G�C� � �i�S � i�A�� deux
tels cobordismes� interpolant respectivement entre O� et O�� puis O� et O�� on d�e
nit

�M�M �� �%m� �m�m� �G�G��C�C� � �iS�i�S � iA�i�A��
qui interpole entreO� etO�� On doit utiliser le recollement des graphes colori�es� �a vertex circularis�es�
L�injection j et le domaine D sont donn�es gr ace �a l�application de recollement entre M et M �� La

�Le graphe correspondant est d�ecrit par S � �� A � fa� �ag	 Ce graphe est colori�e par la donn�ee de iA
a� � I	
�Il s�agit du nombre d�intersection de Gauss	 Il ne d�epend pas de l�orientation de l�ar�ete car l�orientation de la

courbe parall�ele C � est d�e�nie �a partir de celle de C	
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seule complication provient du framing mais gr ace aux conditions de compatibilit�e au bord il n�y a
aucun probl�eme� Finalement� ceci permet de d�e
nir le recollement � des cobordismes�

En
n� nous consid�ererons deux tels cobordismes param�etr�es comme isomorphes si et seulement
si	

� Les cobordismes �a la Milnor sont isomorphes�

� Si F � Di���M�M �� d�esigne l�isomorphisme en question� alors nous avons GC " G�C� � f �S "
F � fS et f �A " F � fA�

Cette d�e
nition contient la notion d�isotopie ambiante relative des plongements de graphes
trivalents orient�es munis de framings� Les morphismes de la cat�egorie Ma��� sont par d�e
nition les
classes d�isomorphismes de tels cobordismes param�etr�es d�ecor�es� Le recollement entre cobordismes
est compatible avec la relation d�isomorphisme� Ceci d�e
nit la composition des morphismes de
Ma���� Les morphismes qui interpolent entre � et � sont les classes de vari�et�es orient�ees compactes
munies d�un plongement d�un graphe trivalent orient�e� colori�e et muni d�un framing�

Nous sommes maintenant pr ets �a d�e
nir les th�eories topologiques�

��� Th�eories topologiques d�e�nies sur un corps K� et k�structures pour les
th�eories topologiques�

Dans ���� on trouve la d�e
nition d�une k�structure pour un K�espace vectoriel �Page ���� d�ef�
��� Ceci conduit naturellement �a d�e
nir la notion de th�eorie topologique sur un corps K ainsi que
la notion de k�structure pour une th�eorie des champs d�e
nie sur un corps K�

����� Th�eorie d�e�nie sur un corps K�

D�e�nition � Une th�eorie topologique d�e
nie sur une cat�egorie Ma et �a valeurs dans la cat�egorie
SpK des espaces vectoriels sur le corps K est d�e
nie par un foncteur contravariant 'K de Ma dans
SpK tel que� si on note HN " '�N� pour tout N � Ob�Ma��

H� " K�����

H 
N " H�
N������

TrHY
�
�M �� " 
�MY �������

HN��N� " HN� �HN�������


�M� 	M�� " 
�M���K 
�M��������

et HN ne d�epend que de la topologie de N �

Une remarque s�impose	 on pourrait d�e
nir la notion de th�eorie des champs g�eom�etrique mais
pas topologique sur un corps K� Toutefois� je ne crois pas que l�on puisse obtenir des exemples
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int�eressants en gardant des cat�egories Ma �trop grosses
� Je fais allusion au fait que dans les
th�eories conformes par exemple� ou dans la th�eorie de Yang�Mills en dimension deux� on peut rendre
certaines fonctions de partition transcendantes en choisissant des vari�et�es sans bords particuli�eres�
On se souvient par exemple de la fonction de partition de la th�eorie conforme associ�ee au module
du Moonshine	 Z��� " jj���� ���j�� Il existe un tore de param�etre modulaire � �ce tore n�est pas
d�e
ni sur Q�� pour lequel j��� " � � ��� et donc pour lesquels la fonction de partition de cette
th�eorie prend une valeur transcendante� Le m eme ph�enom�ene se produit dans le cas de la th�eorie
de Yang�Mills bidimensionnelle �a cause du facteur exp ����c�j	� A��� qui est en facteur des di��erents
termes de la fonction de partition de la th�eorie de Higgs topologique ���� Chapitre ���

Dans ���� et ����� on imposait au foncteur des conditions suppl�ementaires� Tout d�abord� le corps
de base �etait C et chaque objet de Sp �etait un espace de Hilbert� En
n� on imposait


M � homMa� 
�  M � " �
�M ��y������

Ces relations ne sont pas forc�ement pr�eserv�ees par l�action de Gal�Q�Q�� C�est pour cela que nous
les avons relax�ees ici�

En
n� il existe aussi une version projective de ces axiomes� C�est celle qui nous servira pour les
th�eories tridimensionnelles� La d�e
nition est alors la suivante	

D�e�nition 	 Une th�eorie topologique projective d�e
nie sur une cat�egorie Ma et �a valeurs dans
SpK est d�e
nie par 'K de Ma dans SpK tel que


�M��M�� " ��M��M��� 
�M�� � 
�M��������

o�u ��M��M�� � K v�eri
e la relation dite de cocycle

��M��M��M��� ��M��M�� " ��M��M��M��� ��M��M��������

ainsi que la condition de compatibilit�e

��M� 	M��M� 	M�� " ��M��M��� ��M��M��������

En
n� on impose �egalement les relations ��� �a ���� et HN ne d�epend que de la topologie de N �

Nous pouvons changer 
�M � en ��M ��
�M � o�u ��M � est une fonction qui �a chaque morphisme
de Ma associe un �el�ement de K non nul� Si on veut pr�eserver la condition de coh�erence ����� on doit
imposer que ��M�	M�� " ��M��� ��M��� Pour d�e
nir une nouvelle th�eorie topologique projective
�a partir de 
� il su�t de poser


��M � " ��M �� 
�M �������

pour tout morphisme M de Ma� Le cocycle se transforme selon	

���M��M�� "
��M��M��

��M����M��
��M��M��������

Le lecteur est renvoy�e �a ���� Chap� �� Section �� pour plus d�informations�
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Nous allons maintenant d�e
nir �a partir d�une th�eorie �a valeurs dans SpK une th�eorie �a valeurs
dans SpL o�u L est une extension de K� Alors� pour la partie objet� on pose


N � Ob�Ma�� 'L�N� " HN �K L������

et pour la partie morphisme


M � homMa�N�� N��� 'L�M� " 
�M ��K �L������

Si je note H �
N " 'L�N�� alors il est bien clair que H �

N��N�
" H �

N�
�L H

�
N�
� En revanche�

H �

N " H�

N �K L " LK�HN � K��K L

mais cet espace n�est que plong�e dans LL�HN�KL� L�� Lorsque la dimension est 
nie� nous pouvons
les identi
er� C�est pour cette raison que l�on se limite ici aux th�eories rationnelles� Alors H �


N "
�H �

N �
�� Les autres propri�et�es sont triviales �a v�eri
er�

Proposition � Si TK " �Ma�SpK�'K� est une th�eorie topologique rationnelle d�e
nie sur un corps
K� alors


N � Ob�Ma� H �
N " HN �K L������


M � hom�Ma� 
��M � " 
�M ��K �L������

d�e
nit une th�eorie topologique qui est dite obtenue par extension des scalaires de K �a L�

On notera TK �K L cette nouvelle th�eorie topologique� La d�e
nition des k�structures pour les
TTR permet de faire le chemin inverse�

����� k
structures pour les th�eories topologiques�

J�utilise les notations suivantes	 �H�H �� d�esigne un K�espace vectoriel H muni d�une k�structure
d�e
nie par le sous�k�espace vectoriel H �� En
n LK�k��H�� H

�
��! �H�� H

�
��� d�esigne l�espace des ap�

plications lin�eaires k�rationnelles entre les espaces munis de k�structures �H�� H
�
�� et �H�� H

�
���

Nous posons	

D�e�nition � Soit TK " �Ma�SpK�'K� une th�eorie topologique rationnelle d�e
nie sur K� pour
k � K� une k�structure sur TK est la donn�ee d�une k�structure sur chaque espace HN telle que�

H 
N " LK�k��HN � H
�
N �! �K� k��������

H �
� " k������

H �
N��N� " H �

N� �k H
�
N�������

et de plus


M � homMa�N�� N��� 
�M � � LK�k��HN� � H
�
N��! �HN�� H

�
N���������

��



On notera alors 
k�M � l�application k�lin�eaire de H �
N�

dans H �
N�

qui poss�ede le m eme graphe
que 
�M �� Dans ce cas� il est clair qu�avec 'k�N� " H �

N � nous d�e
nissons Tk " �Ma�Spk�'k� qui
est une th�eorie topologique rationnelle d�e
nie sur le sous�corps k de K et TK est obtenue �a partir
de Tk par extension des scalaires de k �a K�

On dira aussi que le syst�eme des k�structures v�eri
ant les identit�es ���� �a ���� est compatible
au dual� au vide et au produit tensoriel�

Il existe un crit�ere tr�es simple pour savoir si une th�eorie d�e
nie sur un corps K peut  etre munie
d�une k�structure�

Proposition � Supposons que pour chaque N � objet de Ma� on ait trouv�e BN une base de HN �
v�eri
ant les propri�et�es suivantes�

B� " f�Kg������

B 
N " �BN�
� base duale de Kronecker������

BN�tN� " BN� �BN�������

alors� TK peut 	etre munie d�une k�structure si et seulement si


M � homMa�N�� N��� MBN� �BN�
�Mdim�N�	�dim�N� 	�k�������

Exactement comme pr�ec�edemment� on dira que le syst�eme de bases BN est compatible au vide�
au dual et aux produits tensoriels�

Bien entendu� la totalit�e des r�esultats �enonc�es dans Bourbaki se transpose dans ce contexte	

� Il existe une notion de plus petit corps de rationalit�e	 on se donne k � K �voir ��� Chapitre
II� x�� no ����� et on a	

Proposition � Munissons tous les HN de k�structures compatibles au dual� au vide et aux
produits tensoriels� il existe alors un plus petit sous corps L tel que k � L � K et tel que
TK " TL �L K

� Nous pouvons donner un crit�ere de rationalit�e bas�e sur l�utilisation du commutant d�un sous�
corps de K ��� Chapitre II� x�� no ��� Soit A une partie de Endk�K�� le commutant de A� not�e
LA est l�ensemble des �el�ements x de K tels que


y � K� 
� � A� ��xy� " x� ��y�������

Ceci permet de d�e
nir �H si �H�H �� est un K�espace vectoriel muni d�une k�structure	 on
identi
e H avec H � �k K et on pose


�x� �� � H � �K� �H�x�k �� " x�k ����������

C�est un endomorphisme du Z�moduleH � ou encore un endomorphisme du k�espace vectoriel
H � �k K� Alors� le crit�ere de rationalit�e s�exprime ainsi	

Proposition � La th�eorie TK admet une LA�structure si et seulement si


M � homMa�N�� N��� 
� � A� �HN�
� 
�M � " 
�M � � �HN�

������

�	La notion de plus petit sous�corps de rationalit�e n�a de sens que relativement �a cette paire
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Si on choisit un syst�eme de bases �BN �N�Ob�Ma	 compatible au vide� au dual et aux produits
tensoriels� le crit�ere de rationalit�e devient	


M � homMa�N�� N��� 
� � A� ��MBN� �BN�
�
�M ��� " MBN� �BN�

�
�M ��������

En
n� le plus int�eressant est sans doute l�action des groupes de Galois sur les th�eories topolo�
giques�

��� Action des groupes de Galois sur les th�eories topologiques rationnelles�

Dans cette section� je vais discuter l�action naturelle de Gal�K�k� sur les th�eories topologiques
rationnelles bas�ees sur le corps K et �a valeur dans une cat�egorie de K�espaces vectoriels munis
de k�structures compatibles au vide� au dual et au produit tensoriel� Consid�erons TK une th�eorie
topologique rationnelle �a valeurs dans Spk�K� cat�egorie d�espaces vectoriels munis de k�structures
compatibles au vide� au dual et aux produits tensoriels��� Alors� soit � � Gal�K�k�� et �H�H �� une
k�structure sur le K�espace vectoriel H � l��equation ���� permet de d�e
nir ��H�H�	 � Lk�H� qui est
un endomorphisme du k�espace vectoriel H � Je pose donc


N � Ob�Ma�� TN " ��HN �H�
N 	

qui associe �a chaque objet de Ma un isomorphisme de k�espace vectoriel de HN � Si je d�e
nis
maintenant ��'� de la mani�ere suivante	

� Pour la partie objet	 pour tout objet N de Ma� on pose

��'��N� " '�N�������

� Pour la partie morphisme	 si M � homMa�N�� N��� on pose

��'��M � " TN� � '�M � � T��N�
������

J�obtiens une nouvelle th�eorie des champs topologique rationnelle sur Ma� En e�et� remarquons
que les propri�et�es impos�ees aux espaces HN restent vraies� Notons e
�M � l�application k�lin�eaire
TN� � 
�M � � T��N�

� Examinons les propri�et�es que doivent v�eri
er les op�erateurs e
�M �	

� e
�M � est K�lin�eaire	 en e�et� c�est un morphisme pour l�addition mais si x � HN� � � � K�
alors comme �H��� x� " ����� x� et comme 
�M � est K�lin�eaire� le r�esultat est imm�ediat�

� e
�M��M�� " e
�M�� � e
�M�� tout simplement en intercalant ���H � �H �
� e
�M� 	 M�� " e
�M�� �K

e
�M��	 en e�et� utilisons pour cela des bases BN de chacun des
espaces HN qui soient k�rationnelles et compatibles au produit tensoriel� Notons M ��	 et
M ��	 les matrices de 
�M�� et 
�M�� dans ces bases� Alors� M ��	 �K M ��	 est la matrice
de 
�M�� �K 
�M�� dans la base produit tensoriel� Comme � est un morphisme de corps�
��M ��	�KM ��	� " ��M ��	��K ��M ��	�� Mais la formule ���� montre que ��M ��	� n�est autre
que la matrice de�� e
�M ��	� dans les bases BN� et BN� � En cons�equence� e
�M���K

e
�M�� ete
�M� 	M�� ont les m emes matrices dans les m emes bases� Ils sont donc �egaux�

��Pour �xer les id�ees� M 
�� � homMa
N��N��	
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� Soit M � homMa�N� 	 Y�N�	 Y �� e
�MY � " TrHY
�e
�M ��� Consid�erons une base k�rationnelle

BY de HY et B��� des bases k�rationnelles de HN��� respectivement� Par compatibilit�e des
k�structures avec les produits tensoriels� B��� 	BY sont des bases k�rationnelles de HN����Y �
Un calcul �el�ementaire sur les matrices montre que la relation d�esir�ee s�obtient �a partir de ����
par application de l��el�ement � � Gal�K�k��

A partir de TK� je fabrique donc ��TK� d�e
nie par les formules ���� et ����� Ces deux th�eories
des champs di��erent par une transformation naturelle locale �donn�ee par N �� TN� k�lin�eaire� Mais
toutefois� les th�eories TK et ��TK� ne sont pas �equivalentes au sens de ���� Chap� �� d�ef� ��� en tant
que th�eories des champs �a valeurs dans la cat�egorie des K�espaces vectoriels�

Il est facile de d�e
nir la notion de transformation naturelle locale entre th�eories des champs
au sens de la d�e
nition �� On doit bien entendu supprimer l�axiome d�unitarit�e T y
NTN " �HN

�
Pr�ecis�ement	

D�e�nition � Une transformation naturelle locale entre les TTR T " �Ma�Sp�
� et T � " �Ma�Sp��
��
est une transformation naturelle N �� TN � GLK�HN� telle que�

T� " �K������

TN�N � " TN �K TN �������

TbN " t�T��N �������

Seule la propri�et�e ���� demande quelques commentaires� Dans ���� Section ������� on montre
cette identit�e en faisant appel au cylindre N� ��� �� muni de param�etrisations en N�f�g et N�f�g
se d�eduisant l�une de l�autre par translation mais consid�er�e comme un �el�ement de homMa�N	 bN� ���
Ceci donne sur EN " VectK��
�M ��M�homMa���N	�� l�identit�e �

tTbNTN�jEN " �EN � En cons�equence� j�ai
choisi d�imposer ����� On pourrait tr�es bien laisser tomber cette propri�et�e mais dans les th�eories
tridimensionnelles d�eduites des solutions des �equations de Moore et Seiberg� HN " EN � Dans ce
cas� qui est celui qui nous int�eresse� la propri�et�e ���� est v�eri
�ee�

A partir de l�a� si T� et T� sont deux th�eories topologiques rationnelles bas�ees sur Ma qui sont
reli�ees par une TNL T	 N �� TN au sens de la d�e
nition � et SpK " Spk�kK� et si � � Gal�K�k��
��T�� et ��T�� sont reli�ees par une TNL ��T� 	 N �� ��TN�� La seule chose �a v�eri
er est que ����
est pr�eserv�ee sous �� L�a encore� il su�t de choisir BN une base de HN k�rationnelle et BbN la base
duale au sens de Kronecker sur HbN � Finalement� nous obtenons

Th�eor�eme � Le groupe de Galois Gal�K�k� op�ere sur la cat�egorie des th�eories des champs topo�
logiques rationnelles bas�ees sur Ma et SpK " Spk �k K�

� Equations de Moore et Seiberg

Dans cette section� nous allons expliquer ce que sont les �equations de Moore et Seiberg� Notre
pr�esentation ne pr�etend pas  etre d�e
nitive� Les articles originaux sur ce sujet sont ���� ���� L�article
de revue ���� est �egalement utile�
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��� Les graphes MS

Nous supposons disposer des donn�ees combinatoires pr�esent�ees page �� �a savoir l�ensemble I des
indices de couleur et les ensembles d�indices de vertex� Dans cette sous�section et les suivantes� les
graphes consid�er�es seront connexes�

����� Graphes MS

D�e�nition �� On appelle graphe ms �colori�e� la donn�ee d�un graphe trivalent orient�e G � �a vertex
circularis�es �colori�e� au sens des d�e
nitions � �et ��� et d�un sommet externe e de ce graphe�

Le type topologique d�un graphe trivalent est un couple �g� n� � N� d�e
ni comme suit	

� n est le nombre de sommets externes du graphe�

� Plongeons le graphe dans R�� le bord d�un voisinage tubulaire de l�image par le plongement
du graphe est une surface compacte orientable sans bords� Son genre est ind�ependant du
plongement choisi� Notons le g� Par abus de langage� on dira que le graphe est �de genre g
�

Un graphe de genre z�ero est un arbre� Bien s ur� on dispose d�une notion naturelle d�isomorphisme
entre graphes ms	 c�est la notion d�isomorphisme entre les graphes trivalents orient�es �a vertex
circularis�es qui envoie le sommet externe marqu�e du premier graphe sur le sommet externe marqu�e
du second graphe�

Proposition � Soit �G� e� un graphe ms de type �g� n� avec n � �� son groupe d�automorphismes
est trivial�

Preuve � Un tel automorphisme est d�e
ni par son action sur les sommets externes fE � SE� les
vertex fV � SV et les ar etes orient�ees fA � SA� Nous proc�edons par r�ecurrence sur le nombre de
vertex du graphe� Dans le cas �g� n� " ��� ��� il su�t de remarquer que si h est une permutation
d�un ensemble �a trois �el�ements qui commute �a un cycle d�ordre trois et qui stabilise un �el�ement�
alors h est l�identit�e�

Supposons maintenant que la proposition soit prouv�ee pour tous les graphes avec p � n vertex
et consid�erons P " �G� e� un graphe ms avec n � � vertex� Comme fE�e� " e� fA stabilise les
deux ar etes orient�ees qui ont comme extr�emit�e e� En cons�equence� fV stabilise le vertex v �unique�
qui est extr�emit�e de ces deux ar etes� En utilisant le m eme argument que pour r�egler le cas du
type topologique ��� ��� nous montrons que fA stabilise toutes les ar etes qui ont comme extr�emit�e
initiale ou 
nale ce vertex v� Consid�erons alors le graphe obtenu en retirant de G le vertex v et en
mettant aux ar etes libres ainsi cr�ees des sommets externes� L�automorphisme �fE � fV � fA� induit un
automorphisme de ce nouveau graphe� qui laisse 
xe les sommets externes que nous avons rajout�e�
On peut alors appliquer l�hypoth�ese de r�ecurrence pour conclure��� �

��Le nouveau graphe peut ne pas �etre connexe mais alors les sommets externes rajout�es sont sur les deux compo�
santes connexes du nouveau graphe et on applique deux fois l�hypoth�ese de r�ecurrence	
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Dans le cas d�un type topologique �g� ��� il peut appara $tre des groupes d�automorphismes non
triviaux comme le montrent les exemples suivants	

qui ont comme groupes d�automorphismes respectifs Z��Zet Z��Z� Sur ce sch�ema� les circulari�
sations en chacun des vertex correspondent �a lire les ar etes arrivant ou partant de vertex selon le
sens des aiguilles d�une montre� Sauf mention expresse du contraire� nous utiliserons toujours cette
convention dans la suite de ce texte�

Avant de d�e
nir ce que sont les donn�ees de Moore et Seiberg� nous avons besoin de nous
limiter �a une sous�classe de graphes ms� Nous ne sommes arriv�es �a la caract�eriser de mani�ere
relativement intrins�eque que pour le genre z�ero et le genre un� Dans les autres cas� nous nous
limiterons �a une classe restreinte arbitrairement� en vue de la construction des th�eories topologiques
tridimensionnelles �voir page ����

Soit P un graphe ms� d�e
nissons f qui �a une ar ete orient�ee a du graphe associe i�a� si �f �a� � E
et� dans le cas contraire� ��f �a	�i�a�� o�u �v est la circularisation du vertex �f�a�� L�application f est
une bijection sans point 
xe de l�ensemble des ar etes orient�ees du graphe sur lui m eme� Consid�erons
quand n � �� l�unique ar ete orient�ee a� dont l�extr�emit�e initiale est le sommet externe marqu�e de
P� et son orbite OP sous l�action de f � Cette orbite est une famille 
nie a�� � � �an d�ar etes orient�ees
telles que ak�� " f�ak� et an�� " a��

Nous nous int�eressons aux cas pour lesquels la suite des sommets �i�ak�k� index�ee par les
�el�ements de l�orbite de a�� recouvre la totalit�e de l�ensemble des sommets externes du graphe�

E � f�i�ak�� � � k � n g�����

Cette propri�et�e est compatible aux isomorphismes de graphes ms� Elle admet une interpr�etation
g�eom�etrique tr�es simple due �a Ladegaillerie� A partir d�un graphe �a sommets circularis�es� on d�e
nit
une surface �a bords ���� paragraphe ����� La propri�et�e ��� signi
e que les sommets externes sont
tous sur la m eme composante connexe du bord de cette surface� Notons que chaque sommet externe
est visit�e une seule fois� On obtient ainsi un ordre naturel sur l�ensemble des sommets externes�

Dans certains cas� il existe un ordre naturel sur l�ensemble des vertex du graphe� C�est le cas
lorsque la totalit�e des vertex sont inclus dans l�orbite OP� Nous ordonnons alors les vertex dans
l�ordre o�u nous les rencontrons	 �v�� � � � � vm�� Soit v un vertex du graphe� la premi�ere ar ete orient�ee
rencontr�ee dans OP dont l�extr�emit�e 
nale est v ainsi que la circularisation du vertex d�e
nissent
un ordre sur les ar etes orient�ees d�extr�emit�e initiale�� v�

Bien entendu� il nous faut pr�eciser �a quelles conditions la propri�et�e ��� est r�ealis�ee� Par r�ecur�
rence sur le nombre de vertex� on montre que	

Proposition � Si P est de type topologique ��� n� avec n � �� alors il v�eri
e ����

��Ou �nale� on transporte l�ordre gr�ace �a i	
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Les probl�emes commencent �a appara $tre en genre un	 le graphe suivant de type topologique
��� �� ne v�eri
e pas la condition ���	

L�ar ete arrivant au sommet externe non marqu�e n�est pas dans l�orbite de l�ar ete arrivant ou partant
du sommet externe marqu�e� Pour chaque n � N�� on d�e
nit le graphe multip�eriph�erique de type
��� n� par	

On peut caract�eriser les graphes de type topologique ��� n� �n � �� qui v�eri
ent ���	

Proposition 	 Les graphes ms de type topologique ��� n� v�eri
ant la propri�et�e ��� sont obtenus �a
partir d�un graphe multip�eriph�erique de genre un en recollant �a certains de ses sommets externes
un graphe en arbre�

Nous laissons au lecteur le soin de d�emontrer cette proposition par r�ecurrence sur le nombre de
sommets externes n�

��� D�ecoupes de graphes

Nous allons maintenant d�e
nir la notion de d�ecoupe d�un graphe trivalent �a vertex circularis�es�
Elle g�en�eralise d�une mani�ere agr�eable celle de recollement des graphes� Nous d�e
nirons ensuite celle
de d�ecoupe d�un graphe ms� Puis nous montrerons comment �a partir d�une d�ecoupe d�un graphe
en composantes� un coloriage du graphe nous fournit un coloriage de chacune des composantes�

D�ecoupes de graphes trivalents �a vertex circularis�es

D�e�nition �� Soit G et G� deux graphes trivalents �a sommets circularis�es� un plongement de G
dans G� est la donn�ee de iV 	 V � V � injective et iA 	 A� A� telles que


a � A� iV �ba� " ��iV �a�������


a � A� �i�f�a� � V 
 �i�iA�a�� " iV ��i�f�a�������

�i�f�a� " v � V 
 �v�iA�a�� " iA��iV �v	�a�������

Ces conditions assurent la compatibilit�e de �iV � iA� au changement d�orientation des ar etes� aux
relations d�incidences dans le graphe� et aux circularisations des di��erents vertex� Il convient de
remarquer que iA n�est pas forc�ement injective�

D�e�nition �� Une d�ecoupe du graphe G est la donn�ee d�une famille 
nie �G�� i�� de graphes
plong�es dans G tels que �i�V 	

� �V���� soit une partition de V �
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Les di��erents graphes G� sont appel�es les composantes de la d�ecoupe� Par exemple� si G est un
graphe� on pose iV " �V et iA " �A� ��G� �iV � iA���G� est une d�ecoupe de G� On dit que c�est la
d�ecoupe triviale de G� Maintenant si f d�esigne un automorphisme du graphe G� on notera Df la
d�ecoupe ��G� �f��V � f��A ���G�� Elle n�a qu�une composante� La d�ecoupe triviale est D�G �

Si G est un graphe obtenu par recollement	 G " G���D�j	G�� le lecteur construira une d�ecoupe de
G en deux composantes qui ne sont autres que G� et G�� Si un graphe G est connexe� alors pour
toute d�ecoupe ayant N � � composantes� chaque graphe G� poss�ede au moins un sommet externe�

Isomorphismes de d�ecoupes et d�ecoupes embo��t�ees Il est souhaitable de d�e
nir la notion
d�isomorphisme entre d�ecoupes	

D�e�nition �� Soit P " ��G�� i����G� et P ���G��� i�����G�� deux d�ecoupes� on dira qu�elles sont
isomorphes si et seulement si� il existe une bijection h entre les ensembles de composantes de P
et P � un isomorphisme f de G sur G � et une famille f� 	 G� � G�h��	 d�isomorphismes de graphes
trivalents �a vertex circularis�es tels que

G� G

G�h��	 G�

i�
��

f�
��

f

��

i�h���

��

commutent��

En
n� on utilisera la notion de d�ecoupe embo $t�ee	

Proposition � Soit P " ��G�� i����G� une d�ecoupe de G et pour chaque �� P� " ��G���� i������G��
une d�ecoupe de G�� si on pose j��� " i� � i���� alors ��G���� i��������G� est une d�ecoupe de G�

Preuve � En e�et� pour chaque ��� ��� i� � i��� d�e
nit bien un plongement de G��� dans G et les

j
�V 	
��� �V���� forment bien une partition de V � �

On dira que ��G���� i��������G� est la d�ecoupe embo $t�ee de P et des P�� Elle sera not�ee ��P�� i����P ��

D�ecoupes et coloriages Si C est un coloriage de G� et si P est une d�ecoupe de G de composantes
�G���� nous fabriquons canoniquement pour tout �� C� qui est un coloriage de G�� Notons ja la
couleur de l�ar ete orient�ee a du graphe G�

� Soit a � A� une ar ete orient�ee de G�� on lui associe la couleur j��	a " j
i
�A�
� �a	� Comme

i�i�A	� �a�� " i�A	� �i�a��� nous avons j��	i�a	 "
d
j
��	
a �

��En tant que diagramme de morphismes de graphes� Cela signi�e que la partie vertex et la partie ar�etes orient�ees

commutent�
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� Soit v un vertex de G�� l�ensemble Av des ar etes de G� issues de v� est en correspondance
biunivoque avec l�ensemble des ar etes orient�ees du graphe G issues de i��	V �v�� En cons�equence�
�a tout ordre total sur Av est associ�e un ordre total sur A

i
���
V

�v	� De ce fait� nous pouvons

colorier le vertex v comme dans la d�e
nition �� Les propri�et�es impos�ees dans cette d�e
nition
sont trivialement v�eri
�ees�

En cons�equence� cela montre qu��a tout coloriage C de G� la d�ecoupe P permet d�associer des
coloriages de chaque composante G��

D�ecoupage maximal

D�e�nition �� Un d�ecoupage maximal est un d�ecoupage dont toutes les composantes ont un type
topologique ��� ���

Les composantes d�un tel d�ecoupage sont canoniquement index�ees par les vertex du graphe G�
Un d�ecoupage maximal est� modulo un r�earrangement des composantes� de la forme ��Gv���� iv�v�V �G�
o�u Gv��� est la composante de type topologique ��� �� dont le vertex est envoy�e sur v � V � Soient
��Gv���� iv�v�V �G� et ��Gv���� i�v�v�V �G� deux tels d�ecoupages� pour chaque vertex v � V � il existe une
permutation cv de Av commutant �a �v tel que� au niveau des ar etes orient�ees� i�v " cv � iv�

Cas des graphes MS Nous pouvons �egalement d�e
nir la notion de d�ecoupe d�un graphe ms en
graphes ms�

D�e�nition �� Une d�ecoupe �maximale� d�un graphe ms est une d�ecoupe �maximale� du graphe
trivalent sous�jacent� munie d�un choix d�un sommet externe pour chaque composante de la d�ecoupe�

Nous emploierons la notation ��P�� i����P� pour une d�ecoupe du graphe ms en composantes
P�� Les notions d�isomorphisme de d�ecoupes et de d�ecoupe embo $t�ee sont trivialement d�e
nies en
prenant dans la d�e
nition �� des isomorphismes de graphes ms� Soit D un d�ecoupage maximal d�un
graphe ms P " �G� e�� et C un coloriage de G� Nous en d�eduisons un coloriage Cv de chaque compo�
sante Gv du d�ecoupage� Comme chaque composante est aussi munie d�une structure de graphe ms�
cela nous d�e
nit� pour chaque composante� un ordre total sur l�ensemble des trois ar etes orient�ees
issues du vertex� En cons�equence� nous savons associer �a chaque composante une unique couleur
de vertex av�

Dans certains cas� cas� il existe une d�ecoupe maximale de P �naturelle
� Ainsi� pour le type
topologique ��� n� avec n � �� nous disposons d�un ordre naturel sur l�ensemble des vertex de P�
Dans la suite de ce texte� lorsque nous ferons 
gurer des couleurs sur un vertex d�un graphe ms�
nous supposerons qu�elles sont obtenues par l�algorithme que nous venons de d�ecrire� Bien entendu�
cela supposera un choix d�un d�ecoupage maximal du graphe ms consid�er�e� Lorsque� comme dans le
cas des types topologiques ��� n� un choix naturel existe� il sera sous entendu�
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����� Mouvements F sur les graphes

Un probl�eme important est de savoir comment classer tous les graphes ms de type topologique
donn�e �a isomorphisme pr�es� La r�eponse se trouve en partie dans l�article de Kohno ���� Lemme
����� Toutefois� Kohno ne consid�ere pas que les vertex des graphes sont munis de circularisations�
Cela le conduit �a identi
er des graphes que nous ne consid�erons pas comme isomorphes� En vertu
de la proposition �� cette subtilit�e ne se manifeste pas en genre z�ero� Elle appara $t pour le type
topologique ��� ��� Toutefois� le Lemme ��� de ���� s�adapte �a nos besoins�

Pour comprendre comment sont class�es les graphes� analysons quels sont les graphes ms pos�
sibles pour �g� n� " ��� ��� Nous num�erotons les sommets externes de � �a � selon l�ordre d�eduit
des circularisations et du choix d�un sommet externe particulier� Alors� il existe exactement deux
graphes de type ��� ��	

Il est entendu que les ensembles des sommets externes pour ces deux graphes sont identi
�es via
la num�erotation de � �a �� On dira que ces deux graphes sont reli�es par un mouvement de type F �
Nous d�e
nissons les mouvements de type F pour des graphes de type topologique quelconque par	

D�e�nition �� Soient deux graphes ms �G� e� et �G�� e��� Nous dirons qu�ils sont reli�es par un mou�
vement F si et seulement si ils sont isomorphes en tant que graphes ms �a deux graphes ms dont les
graphes trivalents sous�jacent sont de la forme�

G���D�j	G��� et G���D�j	�F�G����

o�u G��� et F�G��� d�esignent les graphes sous�jacents �a deux graphes ms de de topologie ��� �� qui
di��erent par un mouvement�� F �

En
n� on montre qu�il est l�egitime d��etudier l�action des mouvements F sur la classe des graphes
ms v�eri
ant ���	 si P est un graphe ms v�eri
ant la condition ���� alors F�P la v�eri
e� En e�et� un
mouvement F ne change pas la surface associ�ee �a un graphe trivalent �a sommets circularis�es�

����� Le complexe Yg�n

Dans ����� l�auteur utilise des graphes trivalents� dont les vertex ne sont pas circularis�es� et dont
l�ensemble des sommets externes est ordonn�e� La notion de mouvement de type F pour ces graphes
se d�e
nit comme dans la section pr�ec�edente� Pour chaque valeur du type topologique �g� n�� Kohno

��En cons�equence� ils ont m�eme ensemble de sommets externes� ce qui permet de dire que l�on ne change pas

l�application de recollement j � D � EG� � EG���
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introduit un complexe Yg�n dont les sommets sont les graphes� les ar etes sont les mouvements de
type F sur ces graphes� Il d�e
nit �egalement des ��cellules et il montre que Yg�n est connexe et
simplement connexe�

Dans cette section� nous allons construire des complexesY��n etY��n� les classes d�isomorphismes
de graphes ms v�eri
ant la propri�et�e ��� et dont les ar etes sont les mouvements de type F � Ce
complexe jouera pour nous le r ole du complexe Yg�n de Kohno�

Les �
cellules Bien s ur� �etant donn�e Gi et Gf deux graphes ms� il existe plusieurs suites 
nies
de mouvements de type F permettant de passer de l�un �a l�autre� Examinons le cas �g� n� " ��� ��	
il existe exactement cinq classes d�isomorphisme de graphes ms de ce type topologique� La 
gure
suivante montre des repr�esentants de ces cinq classes ainsi que les mouvements F les reliant	

De la m eme mani�ere que pr�ec�edemment� nous consid�erons un graphe ms de type topologique �g� n�
quelconque� Supposons � modulo un isomorphisme de graphes ms � que le graphe trivalent sous�
jacent soit isomorphe �a un recollement via une injection j de deux graphes G� etH� o�u ce dernier est
de type topologique ��� ��� L�application de recollement permet de munir l�ensemble des sommets
externes de H� d�un ordre total� On peut donc voir H� comme un graphe ms en choisissant un de
ses sommets externes� Il existe cinq graphes ms � de graphes trivalents not�es �H������� ayant m eme
ensemble de sommets externes� et m eme sommet externe marqu�e� et reli�es par des mouvements F
comme dans la 
gure ci�dessus� Nous consid�erons alors les graphes G���D�j	H� qui sont reli�es par des
mouvements de type F � Nous dirons qu�ils forment les cinq sommets d�une ��cellule de Yg�n� Une
telle ��cellule sera dite du premier type ou pentagonale� Nous rajoutons comme ��cellules �dites du
second type� les polygones form�es par une suite p�eriodique d�ar etes f�� � � � � fn� fn�� " f� telles que
fk et fk�� portent sur des paires de vertex d�intersection vide�

Simple connexit�e du complexe� exemples On montre alors	

Th�eor�eme � Les complexes Y��n et Y��n sont connexes et simplement connexes�

Le cas du genre z�ero est r�egl�e par Kohno car les complexes Y��n et Y��n co($ncident pour n � ��
C�est aussi une autre mani�ere d��enoncer le th�eor�eme de coh�erence de Mac�Lane ���� Page ����
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Un exemple instructif est fourni par le complexe ��� ��� Le lecteur v�eri
era qu�il existe exacte�
ment quatorze�� graphes ms de type topologique ��� �� et que le complexe est le suivant	

Nous avons indiqu�e deux graphes ms particuliers� Ce sont ceux qui ont un graphe trivalent sous�
jacent avec un groupe d�automorphisme cyclique d�ordre trois� Ce graphe trivalent sous�jacent
admet trois �sous�graphes
 trivalents distincts de type topologique ��� ��� Ceci explique qu�en ces
deux sommets se rencontrent trois faces� Le complexe Y��� poss�ede en tout six faces pentagonales
du premier type� et trois faces carr�ees�
 du second type qui correspondent �a deux mouvements de
type F sur des couples de vertex distincts� Sa topologie est celle d�une sph�ere S�	 il est donc bien
simplement connexe�

Un autre exemple instructif est fourni par les complexes Y��n pour n " �� �� �� Dans le cas n " ��
il n�y a qu�un seul graphe de type topologique ��� �� et donc pas d�ar ete ni de ��cellule� Dans le cas
n " �� nous avons exactement trois graphes ms de type topologique ��� �� et le complexe est	

Il n�appara $t aucune ��cellule sur cet exemple� Ce cas est l�analogue du cas ��� �� en genre z�ero�
En revanche� pour n " �� nous avons dix graphes ms de type topologique ��� ��� et il appara $t

��Il est trivial de calculer une fonctionnelle g�en�eratrice du nombre de sommets de 
Y	�n�n� c�est z
x� � 
� �p
�� �x���x	 Nous obtenons ainsi directement le nombre de graphes 

� �� qui vaut quatorze� 

� �� qui vaut �� etc
��Indispensables pour la simple connexit�e�
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exactement trois ��cellules pentagonales� C�est l�analogue du cas ��� �� en genre z�ero	

Remarque � Cette valeur du type topologique a �et�e utilis�ee par R� Dijkgraaf et E� Verlinde dans

���� pour montrer la �formule de Verlinde
� c�est �a dire l�identit�e suivante	

Ni�j�k "
X
n

Si
nSj

nSk
n

S�
n

�����

qui relie la matrice S aux entiers �Ni�j�k�i�j�k� �

Genre sup�erieur En genre sup�erieur� nous nous contenterons de 
xer un graphe ms particulier
Pg�n et de consid�erer Yg�n�Pg�n� form�e par la composante connexe de ce graphe�

En
n� il est int�eressant de remarquer que le nombre de coloriages d�un graphe de type topo�
logique �g� n� 
x�e� sachant que l�on a 
x�e les couleurs des sommets externes� est ind�ependant du
graphe� Ceci d�ecoule de la connexit�e de Yg�n� de la condition ��� et de la sym�etrie des �Ni�j�k�i�j�k
par permutation des trois indices�

Pour 
nir� introduisons une famille de graphes ms de type topologique �g� n� qui nous seront
utiles par la suite� On appelle Pg�n la famille� index�ee par n � � de graphes �a n sommets externes
et g boucles suivants	

o�u le point noir d�esigne le sommet externe marqu�e� Nous avons num�erot�e les sommets externes
suivant l�ordre d�eduit des circularisations et du sommet marqu�e�

��� Les donn�ees de Moore et Seiberg

Consid�erons un graphe ms �G� e�� notons H�G�e	 l�espace vectoriel engendr�e par les coloriages
du graphe �G� e�� Les donn�ees de Moore et Seiberg consistent en certains isomorphismes entre les

��



espaces H�G�e	 pour des graphes de types topologiques ��� ��� ��� ��� ��� �� et ��� ��� Elles sont d�e
nies
dans les sections ������ ����� et ������

Nous donnerons en section ����� un proc�ed�e pour construire �a partir de ceux�ci des isomor�
phismes entre les autres espaces H�G�e	� Cette construction s�appuie sur des injections entre l�espace
HP et un produit tensoriel �HP�

qui sont d�e
nies �a partir d�une d�ecoupe ��P�� i����P� de P�

A partir de l�a� il devient possible d��ecrire les �equations de Moore et Seiberg �section ����� et
������� Elles portent alors sur des isomorphismes entre espaces H�G�e	 pour des types topologiques
��� ��� ��� ��� ��� �� et ��� ���

����� La matrice F

Comme nous l�avons vu� il existe deux classes d�isomorphismes de graphes ms de type ��� ���
Nous supposons qu�il existe un isomorphisme F entre les espaces associ�es et on notera F la matrice
de cet isomorphisme dans les bases associ�ees aux coloriages� Moore et Seiberg emploient la notation
suivante pour les �el�ements de matrice de F	

F�

� � �
� �r

i l

j k

p

a b

"
X
q�c�d

Fp�q

�
c d
a b

�
� �

� �

�

ri l

j k

q

c

d

�����

����� Autres donn�ees de genre z�ero

Il existe une seule classe d�isomorphisme de graphe ms de type ��� ��	 celle de P���� Nous num�e�
rotons les trois sommets externes dans l�ordre d�e
ni par la circularisation du vertex et le sommet
marqu�e� Moore et Seiberg d�e
nissent un isomorphisme D��� de l�espace HP��� par la donn�ee de

� 	
G

�i�j�k	�I�

�i� j� k��� C ������

La donn�ee d�un indice de vertex a � �i� j� k� sp�eci
e un unique �el�ement de la base consid�er�ee de
HP��� 	 il su�t de colorier les ar etes orient�ees issues des sommets num�erot�es �� �� � respectivement
par i� j et k et le vertex par a� Notons 
�a	 le vecteur de base associ�e� L�automorphisme D��� est
d�e
ni par

D���� 
�a	 " ��a��� 
�����a		�����

On dispose �egalement de trois automorphismes �R����E de H��� index�es par les trois sommets
externes du graphe consid�er�e� Ils sont de la forme suivante	 nous supposons qu�il existe une famille
��i�i�I d��el�ements de C � telle que �� " � et �
� " �i� Alors� si i� d�esigne la couleur de l�ar ete
orient�ee aboutissant au sommet externe ��

R�� 

�a	 " �i� 


�a	�����

��



����� Transport des donn�ees F� D et R� sur les espaces HP

Dans l�optique de ���� Paragraphe ��� il est crucial de pouvoir transporter les g�en�erateurs qui
vivent dans le premier �etage de la Tour de Teichm(uller dans les �etages sup�erieurs� Nous allons
montrer ici que l�on peut d�e
nir des morphismes entre espaces HP pour des graphes ms P de
type topologique arbitraire �a partir de morphismes correspondant �a des types topologiques �g�� n��
d��etage �g����n� inf�erieur� L�ingr�edient essentiel de ces constructions est fourni par des injections
lin�eaires de HP �a valeurs dans un produit tensoriel de HP�

que l�on construit �a partir de d�ecoupes
du graphe ms P �����

Morphismes entre espaces HP Nous avons vu en section ��� comment d�e
nir la notion de
d�ecoupe d�un graphe trivalent �a vertex circularis�es� Nous avons vu qu��a chaque coloriage C d�un tel
graphe� une d�ecoupe de G en composantes G� permet d�associer un coloriage de chacune des com�
posantes de la d�ecoupe� En cons�equence� pour tout graphe ms P et toute d�ecoupe D " ��P�� i����P�
en composantes P�� nous posons

�D� VC "
O
�

VC�������

Le produit tensoriel est ordonn�e suivant l�ordre des composantes de la d�ecoupe� Ceci d�e
nit �D qui
est une injection lin�eaire de HP dans �HP�

� Ces applications poss�edent la propri�et�e suivante	

Proposition � Si D est une d�ecoupe du graphe P en composantes P� et si D� est une d�ecoupe de
chaque P� en composantes P��� alors�

���D��i�	��D� "

�O
�

�D�

�
� �D������

De plus� pour tout graphe ms P� nous disposons d�une action naturelle du groupe Aut�G� des
automorphismes du graphe trivalent �a vertex circularis�es G sous�jacent �a P surHP� En e�et� si G est
le graphe sous�jacent au graphe ms P� et si f est un automorphisme de G� on note �f l�application
lin�eaire de HP dans HP associ�ee �a la d�ecoupe Df d�e
nie page ��� Clairement� �f est bijective et
de plus f �� �f fournit une repr�esentation de Aut�G� dans HP�

Dans le cas d�une d�ecoupe maximale �d�e
nition ���� nous tombons dans un produit tensoriel
d�espaces HP��� � Une d�ecoupe maximale associe �a chaque coloriage de P une suite ordonn�ee de
couleurs de vertex	 �av�v�V � Dans le cas o�u il existe un d�ecoupage maximal naturel de P� nous
noterons �P l�injection associ�ee� Par exemple� avec les notations de Moore et Seiberg� nous avons	

�P��� �

� � �
� �r

i l

j k

p

a b

" 
�a	 � 
�b	������

et

�F�P��� �

� �

� �

�

ri l

j k

q

c

d

" 
�c	 � 
�d	������

��



Transport des isomorphismes En utilisant les injections �D� nous allons transporter F� D���
et les R �a divers espaces HP	

� A partir de D��� nous d�e
nissons D����� isomorphisme de HP���
sur HF�P���

et D�����
automorphisme de HP���

� par la commutation des diagrammes suivants	

HP���
HP���

�HP���

HF�P���
HP���

�HP���

D���	

��

	P��� ��

D��		�

��	F�P��� ��

HP���
HP���

�HP���

HP���
HP���

�HP���

D���	

��

	P��� ��

�	D��	

��	P��� ��

Nous noterons �egalement D������ les applications lin�eaires d�e
nies sur HF�P���
en �echangeant

dans les diagrammes commutatifs P��� et F�P����

� On �etend la d�e
nition de R� �a HP o�u P est un graphe ms de type topologique �g� n� avec
n � �� Si i� d�esigne la couleur associ�ee �a l�ar ete orient�ee aboutissant au sommet externe ��

R�� VPC " �i� VPC������

� Pour 
nir� si P d�esigne un graphe ms de type topologique �g� n� avec �g� � �n � �� alors en
utilisant des morphismes �D convenables� on fabrique des isomorphismes entreHP etHFv��v� �P

par commutation du diagramme

HP
HP� �HP���

HFv��v� �P
HP� �HF�P���

	D ��

Fv��v�

��

�	F

��

	Fv��v� �D
��

o�u D d�esigne la d�ecoupe correspondant au recollement P " Fv��v� �P��D�j	P��� qui permet
de d�e
nir le mouvement F consid�er�e� De m eme Fv��v� �D correspond �a P " P���D�j	F�P����
Cette construction assure que si F� � � �Fn est une suite 
nie de mouvements F dont les ar etes
associ�ees bordent une ��cellule du second type� alors� en notant �Fk���k�n les isomorphismes
associ�es �a chacun des mouvements Fk� on a bien

F� � � � � � Fn " �HP������

����� Les matrices en genre un

Les donn�ees nouvelles sont d�e
nies relativement au type topologique ��� ��� L��ecriture des �equa�
tions de Moore et Seiberg n�ecessite l�introduction d�autres isomorphismes entre espaces associ�es
�a des graphes ms de type topologique ��� �� et ��� �� mais nous allons voir qu�il s�expriment en
fonction des donn�ees introduites dans les sections pr�ec�edentes�

Type topologique ��� ��� Il existe une seule classe d�isomorphisme de graphe ms de type topo�
logique ��� �� dont repr�esentant est d�ecrit par	

��



Nous supposons l�existence de S et T deux isomorphismes de l�espace associ�e �a cette classe� Leurs
propri�et�es seront d�ecrites en section ������ Ici� nous nous contentons de poser les notations et nous
montrons comment fabriquer d�autres isomorphismes entre certains espaces HP �a partir de S et T�

Leur matrices dans la base fournie par les coloriages du graphe seront not�ees S et T � Nous
notons 


�i�a	
��� le vecteur de base correspondant au coloriage

de P���� Moore et Seiberg introduisent la notation suivante pour les �el�ements de matrice de S et T 	

S� 

�i�a	
��� "

X
i��a�

S�j��i�a	
�i��a�	


�i��a�	
���������

T� 

�i�a	
��� "

X
i��a�

T �j��i�a	
�i��a�	


�i��a�	
���������

Moore et Seiberg supposent que S et T v�eri
ent les deux propri�et�es suivantes	

� S pr�eserve la couleur j de l�ar ete orient�ee dont l�extr�emit�e initiale est le sommet externe de
P���

� Dans la base des �
�i�a	
��� � T est diagonal et T�i�a	

�i��a�	 " �i �
a�a� o�u � est de module un� Dans la
litt�erature des th�eories conformes� � est not�e exp ����ic���� o�u c est appel�e la charge centrale
du mod�ele�

De m eme� on note C l�automorphisme de HP��� d�e
ni par la commutation de

HP��� HP���

HP��� HP���

	P��� ��

C

��

b

��	P��� ��

o�u b est d�e
ni par son action sur 
�a	 avec a � �i� j� k� par

b� 
�a	 " �������a��

�����a		������

En
n� exactement comme dans le cas du genre z�ero� nous pouvons d�e
nir des isomorphismes S
et T sur certains espaces HP� Ils d�ependent d�un sous�graphe ms de type topologique ��� �� de P�
Nous laissons au lecteur le soin d��ecrire les d�e
nitions correspondantes�

Type topologique ��� ��� Il existe un seul graphe ms de type topologique ��� �� �a isomorphisme
pr�es� Il poss�ede un groupe d�automorphisme d�ordre deux� Le graphe trivalent sous�jacent est d�e
ni
par S " � et A " fa�  ag� Il n�y a pas de sommets externes� L�automorphisme non trivial envoie a
sur  a� On note P��� ce graphe�

��



Notons �j l��etat de HP���
obtenu �a partir du coloriage a �� j� L�automorphisme a ��  a de P���

donne naissance �a C 	 �j �� �
�� involution lin�eaire de HP���
� Il existe une injection I de HP���

dans

HP���
qui envoie �j sur 


�j�t���
j

	

��� o�u t
��	
j est l�unique �el�ement de ��� j�  	�� On d�e
nit alors S et T sur

H��� par les diagrammes commutatifs suivants��	

HP��� HP���

HP���
HP���

I
��

S

��

S

��

I
��

et

HP��� HP���

HP���
HP���

I
��

T

��

T

��

I
��

Moore et Seiberg notent S et T les matrices de S et T dans la base ��j�j�I � et C la matrice de C�
Nous avons donc dans les notations de Moore et Seiberg��������

Ci
j " 
i�
�

Si
j " S����i�t���

i
	
�j�t���

j
	

Ti
j " T ���

�i�t
���
i

	
�j�t���

j
	

������

Type topologique ��� �� Le complexe Y��� poss�ede trois sommets	

P� 	 P� 	 P� 	

Notons H�� H� et H� les espaces associ�es �a ces trois graphes� Nous noterons D�� D� et D�
� les

d�ecoupes de P� et P� respectivement qui correspondent aux recollements	

et pour D� et

et D�
�	

Nous notons �������������
�� 	H� �� HP��� �HP���

�� 	H� �� HP��� �HP���

�� 	H� �� HP���

��� 	H� �� �HP����
	�

������

��Rappelons que S et T laissent stables I
HP���� en vertu des contraintes impos�ees dans le paragraphe pr�ec�edant	

��



les injections associ�ees� De plus� le graphe G��	
��� sous�jacent �a P� poss�ede un automorphisme P

d�ordre deux	

et nous lui associons P une involution de H�� On dispose �egalement de�
F� 	H� �� H�

F� 	H� �� H�

������

associ�ees aux mouvements F qui permettent de passer de P� �a P�� Gr ace �a ���� et �a P� nous allons
d�e
nir S�� deux isomorphismes de H� respectivement par ��H��� � S� ��� " �� �S�� Introduisons
maintenant Ta et Tb deux isomorphismes de H�	

� Pour Ta� nous utilisons ��� de H� dans �HP����
	�� L�automorphisme Ta est d�e
ni par la

commutation du diagramme suivant	

H� HP���
�HP���

H� HP��� �HP���

	��

��

Ta

��

�HP���
	�R�R

��
� 	

��

	��

��

� Pour Tb� nous commen#cons par envoyer H� dans HP��� au moyen de l�application injective
��� Puis nous composons avec B " B��� �isomorphisme de HP��� d�e
ni par l��equation ������
et nous revenons dans H�� Finalement Tb est d�e
ni par	

Tb � �� " P � �� �B���������

����� Equations de genre z�ero

Les �equations de genre z�ero sont les traductions matricielles de quelques relations entre les
morphismes que nous avons introduits� Ainsi� l��equation pentagone ���� consiste principalement �a
traduire le pentagone dans le complexe Y��� en termes d�isomorphismes induits par F sur les espaces
vectoriels associ�es aux graphes ms de type ��� ��� De m eme� l��equation ����� dite hexagonale� est
une condition de compatibilit�e entre F et D������	

F �D���� � F " D���� � F �D����������

On d�e
nit B���� deux isomorphismes de HP��� par

B��� " D���� �F �D����������

dont la traduction matricielle n�est autre que ����� On impose aussi une condition de compatibilit�e
entre D et les �R����EP��� 	

D���� " �R� � R� � R��� ��������

��



Finalement� les �equations de genre z�ero telles que les ont �ecrites Moore et Seiberg dans ���� sont	

F��F��F�� " P��F��F��������

F ������ ��F " ��� �����F ��� �����������

B��� " ������ ��F ��� �����������

La relation ���� se traduit� dans les notations de Moore et Seiberg� de la mani�ere suivante	
notons �j " exp ���ihj�� alors ��a� o�u a � �i� j� k� est de la forme

��a� " ��a� exp �i��hk � hj � hi��������

o�u ��a�������a�� " ��� Selon Moore et Seiberg� ��a� " ������a�� est un signe� Dans notre travail�
a
n de simpli
er les calculs� nous supposons que ces signes ne sont pas pr�esents� Toutefois� dans
les exemples explicites� il faudra veiller �a les r�etablir si besoin est��

����� Equations de genre un

Pour le type topologique ��� ��� nous avons	

�ST�� " S
� " C������

C
� " R

��
�������

Avec les notations de Moore et Seiberg�

�S�j�T ���i�a	
�i��a�	 " �)i

ji�a
a�������

�S�j��� " �S�j�T ��������

o�u �)i
ji�a

a� est le facteur de phase pr�esent dans l��equation �����

La compatibilit�e entre ����� ���� et la relation entre S et T sur les espaces HP��� et HP��� via I
entra $ne que dans HP��� 	 �

�ST�� " S
� " C

C� " �HP���
������

Nous disposons ainsi d�une action lin�eaire de SL���Z�� qui est le groupe modulaire relatif au type
topologique ��� ��� sur l�espace HP��� �

La derni�ere identit�e est relative au type topologique ��� ��	

S� �F� � Ta � F��� � S��� " F� � Tb �F���������

Nous laissons le soin au lecteur de traduire dans les notations de Moore et Seiberg cette identit�e�
et de montrer que l�on retrouve ainsi la relation de genre un avec deux points qui appara $t dans
�����

��



��� Quelques cons�equences des �equations

Dans cette section� nous allons montrer quelques identit�es �a partir des �equations de Moore et
Seiberg� Ces relations sont indispensables dans la construction d�une th�eorie topologique tridimen�
sionnelle� Nous montrerons d�abord deux relations de compatibilit�e entre F et B���� puis nous
obtiendrons explicitement les inverses de F et B���� En
n� nous montrerons que B��� satisfait �a
l��equation de Yang�Baxter quantique�

����� Compatibilit�e entre F et B���� �equations de Yang
Baxter�

Relations fusion�entrelacement�

Th�eor�eme � Les matrices F et B��� v�eri
ent�

FB��� " ��� ������F������

P��B�����F�� " F��B�����B�����������

Preuve � D�emontrons la relation ����� Inversons la relation ���� entre F et B pour la remplacer
dans le pentagone ����! nous obtenons alors

P�������B�����������F�� " F�������B�����B�����������

Nous pouvons commuter ������ avec B����� et en simpli
ant par les deux matrices ������ nous
obtenons �����

En combinant la relation ���� et l�hexagone ����� nous obtenons l�identit�e ����	

FB��� " F ������� ��F �� � �����

" ��� ������F

�

Equation de Yang
Baxter�

Th�eor�eme � Les matrices B��� v�eri
ent l��equation de Yang�Baxter quantique�

B�����B�����B����� " B�����B�����B�����������

Preuve � Le plus simple consiste �a multiplier les deux membres �a gauche par F�� et �a utiliser
l�identit�e ����� Ainsi� le membre de gauche devient	

F��B�����B�����B����� " P��B�����F��B�����

" P��B�����������F��������

��



et d�autre part� le membre de droite se r�e�ecrit	

F��B�����B�����B����� " ������F��B�����B�����

" ������P��B�����F��

" P��������B�����F��������

Les expressions ���� et ���� sont clairement �egales� Ceci montre les deux �equations de Yang�Baxter
�a partir du pentagone� des hexagones et de la relation entre F et B���� �

��	 L
invariance de jauge des �equations

Nous allons d�etailler une classe importante de transformations qui sont des sym�etries des �equa�
tions de Moore et Seiberg et qui jouent un r ole important dans la recherche de solutions�

����� Transformations de jauge

Les espacesHP associ�es �a un graphe ms P sont d�e
nis par la donn�ee d�une base dont les vecteurs
sont index�es par les coloriages du graphe P� Nous disposons de plus des injections �D associ�ees aux
d�ecoupes maximales de P	 �D 	 HP � �HP��� qui relient les espaces HP aux espaces HP��� � Une
transformation de jauge consiste �a multiplier les di��erents vecteurs de la base de HP��� par des
nombres complexes non nuls� Pr�ecis�ement

D�e�nition �	 Soit

� 	
G

�i�j�k	�I�

�i� j� k� � C �

a �� �a

On d�e
nit une transformation de jauge *��� de param�etre � par


a �
G

�i�j�k	�I�

�i� j� k�� *���� 

�a	 " �a 


�a	������

Et �a partir de l�a� nous d�e
nissons des changements de base dans tous les espaces HP	

D�e�nition �� Pour tout graphe ms P et toute d�ecoupe maximale D de ce graphe� on d�e
nit *D
par la commutation du diagramme�

HP

N
v�VP

H
�v	
P���

HP

N
v�VP

H
�v	
P���

	D ��

�D

��

	v�
�v�
���

��
	D ��

Soit BP la base de HP dont nous sommes partis� nous d�e
nissons la base transform�ee B�
P "

*D�BP�

��



Ceci fournit une famille de bases des di��erents espacesHP toutes compatibles avec les injections
�D� Une solution des �equations de Moore et Seiberg matricielles provient d�isomorphismes F entre
HP���

et HF�P���
� D��� � GL�HP���

�� �R������� � GL�HP���
�� et S et T qui sont des isomorphismes

de HP���
� Les matrices de F et D��� �etant not�ees F et ���� dans les bases de d�epart� et celles de

S et T �etant not�ees S et T � nous notons F �� ������ S� et T � les matrices de ces isomorphismes dans
les bases transform�ees par *D� Elles sont donn�ees par	

F �
p�q

�
c d

a b

�
"

�a�b
�c�d

Fp�q

�
c d

a b

�
������

et de m eme	

�����ab " �a
�b

����ab������

Et pour 
nir	

S��j��i�a	
�i��a�	 "

�a
�a�

S�j��i�a	
�i��a�	������

T � " T������

La derni�ere �equation est justi
�ee par le fait que T est diagonale dans les bases choisies� De m eme�
les matrices des R� ne changent pas� Les �equations de Moore et Seiberg ���� �a ���� sont clairement
invariantes de jauge� Par contre� la relation qui relie ��a� aux ��j�j�I ne l�est pas� On garde toutefois
une invariance de jauge restreinte en supposant que�


a � �i� j� k�� 
� � S�� ���a	 " �a


a � �i� �� ��� �a " �
������

Avec cela� les �equations de genre un sont aussi invariantes de jauge et �D ne d�epend pas de la
d�ecoupe maximale choisie mais seulement du graphe P�

����� Sym�etrie t�etra�edrale

La sym�etrie t�etra�edrale est un ingr�edient important dans la construction d�une th�eorie topolo�
gique tridimensionnelle �a partir d�une solution des �equations de Moore et Seiberg� Nous pouvons
dire que	

D�e�nition �� On dira qu�une solution des �equations de Moore et Seiberg poss�ede la sym�etrie
t�etra�edrale si et seulement si� modulo une transformation de jauge au sens de la d�e
nition �� les
coe�cients des matrices F et S v�eri
ent la propri�et�e suivante� on peut associer �a

Wp�q

�
c d

a b
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de mani�ere compatible �a l�action du groupe des isom�etries le pr�eservant�
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Nous ne discuterons pas ici quelles sont les hypoth�eses qui permettent de s�assurer que cette
propri�et�e est v�eri
�ee� Nous supposerons que tel est le cas dans la suite de ce texte�

� Th�eories tridimensionnelles

Dans cette section� nous rappelons comment �a partir d�une solution des �equations de Moore et
Seiberg� nous construisons une th�eorie topologique bas�ee sur une cat�egorie de vari�et�es tridimen�
sionnelles d�ecor�ees par des graphes trivalents colori�es et munis de framings�

Nous nous contenterons de rappeler ici la m�ethode et quelques calculs simples� Nous d�etaillerons
quelques points trop bri�evement expliqu�es dans ����� comme la construction des repr�esentations
projectives des groupes modulaires� ainsi que la trivialit�e de ce cocycle en genre z�ero�

��� Plan de la construction

Dans cette section� nous d�ecrivons le cheminement de la preuve sans en donner les d�etails� Nous
donnerons ensuite quelques exemples de calculs a
n d�illustrer pourquoi nous avons bien d�e
ni des
invariants topologiques� Nous partons d�une solution des �equations de Moore et Seiberg au sens
de la section �� Nous supposons de plus que cette solution poss�ede la sym�etrie t�etra�edrale � voir
d�e
nition ���

Nous allons d�e
nir la th�eorie topologique projective associ�ee �a ces donn�ees en donnant une
prescription de calcul de tous les �el�ements de matrice associ�es �a tous les morphismes de Ma����
Puis� nous v�eri
erons que cette prescription d�e
nit bien des invariants topologiques� Les �el�ements
de matrice des op�erateurs 
�M � seront identi
�es avec des fonctions de partition de vari�et�es sans
bord� Bien s ur� nous devons disposer d�une proc�edure pour calculer la fonction de partition d�une
vari�et�e sans bord� Les techniques de chirurgie et le calcul de Kirby permettent de se ramener au
cas de la sph�ere S� avec un graphe trivalent d�ecor�e� Ce cas est trait�e par une m�ethode de matrice
de transfert�

On montre que les axiomes d�une th�eorie des champs topologique projective sont bien satisfaits
�d�e
nition ��� La fonctorialit�e projective est un des points cruciaux de la preuve� Comme nous
allons le voir un peu plus loin� la proc�edure de calcul par chirurgie des invariants est non�locale	
elle ne s�e�ectue pas en utilisant une d�ecomposition de Morse� Mais du coup� la fonctorialit�e n�est
plus du tout �evidente�

����� Espace des �etats associ�e �a une surface�

Dans ce qui suit� le corps de base est C � L�espace des �etatsHg�n sera d�e
ni �a partir des espacesHP

introduits dans la section pr�ec�edente� Toutefois� on se limitera aux graphes ms dans la composante
connexe du graphe Pg�n� Chaque graphe d�e
nira une base de Hg�n� Les vecteurs de la base sont
obtenus en faisant varier le coloriage du graphe� Nous introduirons �egalement pour chacun de ces
graphes P � Yg�n�Pg�n� des tores pleins dont P est un ��squelette avec n pattes externes� De tels
tores pleins� d�e
nis pr�ecis�ement plus loin� seront appel�es des tores pleins standards� L�id�ee de base

��



consiste �a associer �a chaque tore plein standard de graphe ms sous�jacent P un �el�ement de la base
associ�ee �a P�

Il existe toutefois plusieurs choix de ��squelette �a type topologique 
x�e� Le choix d�un autre
graphe d�e
nit un changement de base� A topologie donn�ee� le passage d�un graphe �a un autre
peut  etre d�ecompos�e en un nombre 
ni de mouvements �el�ementaires	 les mouvements F � Nous leur
associons les matrices F � Si P et P� sont reli�es par une succession de tels mouvements �el�ementaires�
la matrice de passage P �P�P�� associ�ee sera le produit des matrices �el�ementaires correspondantes�
En fait� le r�esultat ne d�epend pas de la s�equence choisie pour passer de P �a P�� Elle est donc bien
d�e
nie�

Nous d�e
nirons le produit scalaire sur HN suivant les conventions de Witten ����� Il faudra
v�eri
er que ce produit scalaire est bien compatible avec l�interpr�etation en terme de recollement
trivial	

hM�jM�i " Z�M��  M��

avec jM�i " 
�M���� pour M� � homMa���
���%� et hM�j � H�

� pour M� � homMa���
�%� ��� De

m eme� nous devrons v�eri
er que l�introduction des matrices F pour repr�esenter les changements de
base est bien coh�erente avec l�interpr�etation tridimensionnelle de F � Cette coh�erence du formalisme
utilis�e est indispensable�

Nous imposerons en
n
HNtN � " HN �HN �

pour d�e
nir H� dans le cas o�u % n�est pas connexe� Nous posons H� " C �

����� Construction des op�erateurs

Fonction de partition des vari�et�es sans bord� La cas de la sph�ere S� est de loin le plus simple
car nous disposons d�une fonction de Morse dont les sections �a temps donn�e sont des sph�eres sauf
pour deux valeurs critiques o�u elles se r�eduisent �a un point� En cons�equence� une m�ethode de matrice
de transfert est ais�ement applicable� La d�e
nition de Z�S�� K� � o�u K est un graphe trivalent d�ecor�e
plong�e dans S� � par la m�ethode de la matrice de transfert est donn�ee dans la section ���� On montre
que Z�S�� K� ainsi calcul�e est un invariant topologique de graphes d�ecor�es dans S� en suivant une
m�ethode utilis�ee par Reshetikhin et Turaev dans le contexte des groupes quantiques ����� Le cas
des �el�ements de homMa������ �� se ram�ene �a celui de la sph�ere gr ace au r�esultat suivant ����	

Th�eor�eme � �W�B�R� Lickorish et A�H� Wallace� Toute vari�et�e M de dimension trois com�
pacte connexe orientable sans bord s�obtient par chirurgie �a partir de S��

Cela s��etend au cas des vari�et�es d�ecor�ees par un graphe trivalent au sens de la d�e
nition �� La
chirurgie est e�ectu�ee le long de tores	 on se donne un entrelac de S�� chaque composante �etant
munie d�un framing� Ce framing d�e
nit un di��eomorphisme du tore� Pour e�ectuer la chirurgie�
on prend des voisinages tubulaires de chaque composante de l�entrelac� Ce sont des tores pleins
D� � S� que l�on retire et que l�on recolle ensuite via les di��eomorphismes d�eduits des framing� Le
d�etail de cette op�eration sera explicit�e en section ����
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Il existe di��erentes pr�esentations par chirurgie d�une m eme vari�et�e� En l�absence de d�ecoration�
un crit�ere d��equivalence entre deux pr�esentations par chirurgie est d u �a Kirby ���� ainsi qu��a Fenn et
Rourke ����� Il n�est pas di�cile d�adapter ces travaux au cas d�une vari�et�e d�ecor�ee� Ceci permet de
prouver l�invariance topologique du nombre que nous avons associ�e �a une vari�et�e sans bord d�ecor�ee
et constituera notre d�e
nition de la fonction de partition d�un �el�ement de homMa���

��� �� �a partir
d�une pr�esentation par chirurgie�

Vari�et�es �a bords� A chaque morphismeM deMa��� n�interpolant pas entre � et �� nous associons
un op�erateur que nous d�e
nissons via ses �el�ements de matrice� Nous choisissons une base de chaque
espace Hg�n intervenant dans le probl�eme et un vecteur de chaque base! puis nous consid�erons la
fonction de partition obtenue en saturant chaque composante connexe du bord d�un repr�esentant
du morphisme M avec le tore plein associ�e au vecteur pr�ec�edemment choisi� Ce nombre ne d�epend
pas du choix du repr�esentant de M gr ace �a l�invariance topologique� Pour l�interpr�eter comme
un �el�ement de matrice d�un op�erateur� nous devons v�eri
er que ce proc�ed�e est bien covariant	 si
nous changeons une base par un mouvement �el�ementaire F � les �el�ements de matrice ainsi d�e
nis
sont lin�eairement reli�es via la bonne matrice��� Seule la fonctorialit�e dans S� le long de S� est
utilis�ee pour obtenir ce r�esultat! mais c�est une cons�equence directe du formalisme de matrice de
transfert utilis�e dans S�� Intuitivement� les mouvements �el�ementaires sont locaux et ne vont donc
pas interf�erer avec nos chirurgies� Nous pouvons donc associer un op�erateur �a chaque morphisme
Ma����

Fonctorialit�e projective� On d�eduit la fonctorialit�e projective dans le cas o�uM��M� appartient
�a homMa������ �� �a partir de la fonctorialit�e pour des scindements particuliers de S�� Ce Lemme
relativement technique repose uniquement sur des calculs faits dans S� en coupant selon des sph�eres�
Ceci su�t pour justi
er la fonctorialit�e projective en toute g�en�eralit�e�

En
n� la propri�et�e 
�M�Y �� " TrHY
�
�M �� se d�eduit de l�invariance topologique et de la fonc�

torialit�e projective� Toute ces �etapes �etant men�ees �a bien� on a fabriqu�e une th�eorie topologique
projective �a partir d�une solution des �equations de Moore et Seiberg� Nous montrerons alors com�
ment une telle th�eorie permet de fabriquer des repr�esentations projectives des groupes modulaires�

��� Les invariants dans S�

Nous allons rappeler bri�evement comment d�e
nir les invariants de graphes trivalents� colori�es
et avec framing dans S�� La m�ethode utilis�ee repose sur l�utilisation de matrices de transfert�

Consid�erons un graphe K trivalent colori�e plong�e dans la sph�ere S�� Choisissons un plan de
projection r�egulier�� et une une fonction de Morse qui s�epare les croisements� points de cr�eation et
points d�annihilation de l�image du grapheK par le plongement ainsi que les vertex� Cela d�e
nit une
d�ecomposition du graphe en cylindres S�� ��� �� dont chacun contient un et un seul des �ev�enements
repr�esent�es sur la 
gure ��

Pour chacun de ces �ev�enements� nous construisons une tranche de topologie S� � ��� ��� qui
poss�ede n points marqu�es du cot�e entrant S� � f�g et telle que la k��eme et la k � ���eme ligne

��Si on agit sur les espaces sortants� on doit prendre la conjugu�ee hermitique	
�	Aucun croisement triple n�appara��t dans la projection	
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Fig� � � 	 Les di��erents �ev�enements �el�ementaires dans S��

soient reli�ees �a l��ev�enement consid�er�e� Cette tranche sera not�ee Cp�k� k��� o�u p �� �� � � d�esigne
l��ev�enement consid�er�e� A chacune de ces tranches� nous associons une matrice que nous allons
maintenant d�e
nir�

����� Matrices associ�ees aux �ev�enements �el�ementaires�

Les matrices consid�er�ees sont rectangulaires� Si C est un cylindre et queK intercepte sa fronti�ere
en n points entrants et m sortants� alors 
�Cp�k� k � ��� � L�H��n� H��m�� Nous choisissons la base
de H��n correspondant au graphe multip�eriph�erique	

� � �

��R
�� ��

���� � � �

a� al�� al an��

i� i� il il�� in�� in

pl

Les matrices correspondant aux �ev�enements �el�ementaires sont alors	

Cr�eation de paires� C��k� k� �� Nous cr�eons une paire portant les indices k et  k� L�amplitude
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est donn�ee par	
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Destruction de paires C��k� k� �� De la m eme mani�ere� nous supprimons une paire de lignes
et	
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Vertex C��k� k � �� et C��k� Deux cas doivent  etre distingu�es	 la fusion de lignes et l�ouverture
d�une ligne en deux� Dans le premier cas l�amplitude vaut	
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et dans le cas de la scission d�une ligne il en deux index�ees j et j�	


�C��k��

�
�
�

A
A
A

� �

��R
�� ��

���� � �

a� al�� an��

i� i� il in�� in

"
X
p�a�b

Fp�
�l

�
 al��  �
 b  a

�
�
�
�

A
A
A

� � �

��R
�� ��

���� � � �

a� an��a b

p

j ki� i� in�� in

o�u � est l�indice du vertex�

Croisements C����k� k� �� Deux types de croisements sont possibles C��k� k� �� " C��k� k� ��
et C��k� k� �� " C��k� k� ��� Ils sont reli�es aux deux matrices B��� et B���	
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����� D�e�nition de Z�S�� K��

Tout d�abord� nous d�e
nissons la fonction de partition d�un plongement du graphe K avec un
framing normal au plan de projection par	

D�e�nition �� Soit K plong�e dans S�� et

�S�� K� " B� 	 �	nk��Ck� 	B�

la d�ecomposition de Morse d�une projection r�eguli�ere de K� La fonction de partition de S� d�ecor�ee
par K muni du framing normal au plan de projection est donn�ee par�

Z�S�� K� " S�
� 
�Cn� � � � � � 
�C�������
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Il ne reste plus qu��a examiner ce qui se passe dans un changement de framing� Supposons avoir
choisi un plan de projection� notons nj l��ecart entre le framing de la ligne j et le framing normal
au plan de projection� alors on pose	

Z�S�� K� " Z�S�� K
�
Y

l ligne

exp ���inlhil������

o�u ij d�esigne la couleur de la ligne j� On montre que cette prescription est bien invariante topolo�
gique� Le lecteur trouvera une preuve dans ���� Chapitre �� ou encore dans ����� La m�ethode utilis�ee
est directement inspir�ee du travail de Reshetikhin et Turaev �����

����� Quelques exemples�

A partir de l�a� il est facile de montrer que les donn�ees de Moore et Seiberg admettent une
�interpr�etation
 tridimensionnelle� Ainsi� nous rappelons ��������	
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En
n exp ���ihj� est le facteur de phase associ�e �a la torsion du framing d�une unit�e sur une ligne
portant la couleur j�

��



��� Chirurgie

Nous allons ici rappeler ce qu�est une pr�esentation par chirurgie d�une vari�et�e tridimensionnelle
orient�ee� compacte et sans bords� �eventuellement d�ecor�ee par un graphe comme en section ������

Dans N vari�et�e de dimension � sans bord� consid�erons un n&ud C muni d�un framing� Le
framing d�e
nit un plongement du tore plein D�� S� dans N � Sur D�� S� on dispose d�une notion
naturelle de cycles �a�� et �b��	 un mod�ele du tore plein est

D� � S� " f�� ei
� ei��! � � ��� �� et ��� �� � R���Zg
et �a�� est la courbe � �� �exp �i��� ��� De m eme� �b�� est la courbe � �� ��� exp�i���� Dans
l�identi
cation donn�ee par le framing de C� �b�� est envoy�e sur une courbe parall�ele �a C not�ee C�

et �a�� est envoy�e sur une courbe que nous noterons �a�� Alors� on d�e
nit la chirurgie le long de C
munie d�une framing par ����	

D�e�nition �� Soit C un n�ud muni d�un framing dans N � W un voisinage tubulaire de C dif�
f�eomorphe �a D� � S�� on le retire de N et on le recolle en recollant �a�� sur C

� courbe parall�ele �a
C d�e
nissant le framing et �b�� sur ��a�� La vari�et�e obtenue est appel�ee la chirurgis�ee de N selon
C� not�ee NC�

La chirurgie selon un entrelac est une chirurgie selon chaque composante de l�entrelac e�ectu�ee
avec des voisinages tubulaires ne s�intersectant pas� Bien s ur� la d�e
nition s��etend trivialement
au cas o�u N est d�ecor�ee par un graphe trivalent� Il su�t que les voisinages tubulaires que l�on
utilise n�intersectent pas le graphe� Notre d�e
nition du framing par le plongement d�un ruban est
parfaitement compatible avec la chirurgie	 la chirurgis�ee d�une vari�et�e d�ecor�ee par un graphe avec
son framing est encore une vari�et�e d�ecor�ee par un graphe muni d�un framing� Ainsi� le th�eor�eme �
se g�en�eralise en

Th�eor�eme � Soit �M�K� une vari�et�e d�ecor�ee par un graphe trivalent colori�e K� il existe un en�
trelac L de S� muni d�un framing et un graphe trivalent colori�e plong�e dans �S� nL� et not�e +K tels
que par chirurgie le long de L� �S�� +K� devienne �M�K��

On montre �egalement que le graphe combinatoire sous�jacent �a +K est identique au graphe
combinatoire sous�jacent �a K� Par contre le plongement di��ere� Si �M�K� est une vari�et�e tridimen�
sionnelle d�ecor�ee par K� nous dirons que �L� +K� est une pr�esentation par chirurgie de �M�K� si et
seulement si� par chirurgie le long de l�entrelac L� �S�� +K� devient �M�K��

Toutefois� il est bien connu qu�il existe une in
nit�e de pr�esentations par chirurgie d�une m eme
vari�et�e tridimensionnelle� La description� due �a Kirby ���� et Fenn et Rourke ���� des relations entre
toutes les pr�esentations par chirurgie d�une vari�et�e donn�ee� s��etend au cas des vari�et�es d�ecor�ees
par un graphe trivalent� Nous allons d�ecrire ce r�esultat� Pour cela� nous d�e
nissons la notion de
mouvement de type K sur une pr�esentation par chirurgie �L� +K�	

D�e�nition �� Soit �L� +K� une pr�esentation par chirurgie et C une composante non nou�ee de L
ayant un framing � " ��� choisissons un disque D bordant C� un mouvement de type K sur �L� +K�
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Fig� � � 	 Le mouvement K sur une composante de framing ���

sur une composante C de L dont le framing est � " �� est obtenu en enlevant la composante en
question� et en tournant toute ligne de L nC et de +K qui perce un disque D� de bord C� ainsi que
leur courbes parall�eles de �����

L�e�et d�un tel mouvement est illustr�e sur la 
gure � o�u� pour simpli
er� nous avons suppos�e
que deux lignes seulement traversaient un disque bord�e par C��� La prescription que nous avons
donn�e pour les courbes parall�eles �a chacune des lignes consid�er�ees permet de conna $tre l�e�et sur
le framing�

Le choix du disque bord�e par C est arbitraire� Changer ce disque produit une nouvelle pr�esen�
tation �L��� +K

�
�� qui di��ere de �L�� +K�� par une isotopie ambiante compatible aux coloriages et aux

framing� En cons�equence� cela ne pose aucun probl�eme� Lorsque nous parlerons de mouvement de
type K� nous sous entendrons qu�un choix de disque a �et�e e�ectu�e�

Signalons que la partie �dure
 de ce r�esultat remonte aux travaux de Kirby d�une part ����� et
d�autre part �a ceux de Fenn et Rourke ���� �a la 
n des ann�ees soixante	

Th�eor�eme 	 �R� Kirby� R� Fenn et C� Rourke� Deux entrelacs L et L� constituent deux pr�e�
sentations par chirurgie d�une m	eme vari�et�e de dimension trois orientable compacte et sans bords �a
isomorphisme pr�es si et seulement si on peut passer de l�un �a l�autre par une suite 
nie d�isotopies
dans S� et de mouvements de type K ou de leurs inverses�

L�extension au cas des vari�et�es d�ecor�ees par des graphes trivalents est explicit�ee dans ���� et
���� Appendice ��A��

Dans la suite� nous aurons besoin d�une notion accessoire� qui est celle de mouvement de type
O� ����	

D�e�nition �� Soit �L� +K� une pr�esentation par chirurgie� un mouvement de type O� sur une ligne
C �de L ou de +K� relativement �a une composante Cj de L consiste �a amener C pr�es de Cj et� par
somme connexe� �a lui adjoindre courbe parall�ele �a Cj�

La 
gure � explicite un tel mouvement� Parmi les mouvement de type K� nous appelons mou�

��



Fig� � � 	 Le mouvement de type O��

��



vements de type K sp�eciaux��� ceux pour lesquels aucune ligne de L nC ou de +K ne perce le disque
bordant C que l�on a choisi� Dans ce cas� le mouvement consiste simplement �a retirer la compo�
sante C� Il r�esulte des travaux de Kirby� Fenn et Rourke et de ���� que les mouvements de type
O� relativement sur les lignes de L et de +K� et les mouvements de type K sp�eciaux permettent de
r�ealiser tous les mouvements de type K�

��� Quelques calculs d
invariants

La d�e
nition de la fonction de partition d�une vari�et�eM d�ecor�ee par un graphe trivalent colori�e
K n�ecessite l�emploi de ��L� que nous allons d�e
nir comme suit	 si L est muni d�un framing� notons
nj le framing de la composante j de L et hLi� Lji le nombre d�intersection�� de la composante i
avec la composante j de L �i �" j� et posons	�

Lj�j " nj

Li�j " hLi� Lji si i �" j
�����

On note ��L� la signature de la forme quadratique dont la matrice est �Li�j�i�j� Si �L� +K� est une
pr�esentation par chirurgie� nous noterons ��L� +K� cette signature� qui bien s ur ne d�epend que de
L� Fenn et Rourke ont montr�e que

Th�eor�eme � Dans un mouvement de type K sp�ecial portant sur un cercle non nou�e de framing
� " ��� la variation de ��L� +K� est donn�ee par�

��L�� +K�� " ��L� +K�� ������

et dans un mouvement de type O� qui porte sur une ligne de L ou de +K�

��L�� +K�� " ��L�K������

La d�e
nition de la fonction de partition pour une pr�esentation par chirurgie est alors	

D�e�nition �� La fonction de partition de la pr�esentation par chirurgie �L� +K� est d�e
nie par�

Zs�L� +K� " e���ic��L�
�K	
�

X
C

�
nY

k��

SCk
��Z�S�� LC� +K��������

o�u la somme porte sur tous les coloriages de L�

Pour que cela puisse servir de d�e
nition �a la fonction de partition d�un �el�ement de homMa������ ��
nous devons montrer que deux pr�esentations par chirurgie de la m eme vari�et�e tridimensionnelle
d�ecor�ee �a isomorphisme pr�es ont la m eme fonction de partition�

La m�ethode consiste �a montrer l�invariance par les mouvements de type K sp�eciaux et les
mouvements de type O�� Un exemple permet de bien comprendre l�utilit�e du facteur de phase que

��Aussi appel�es mouvements de type O� dans ��
�	
��Ceci suppose que l�on a orient�e chacune des composantes	 Toutefois� la signature que nous allons calculer ne

d�epend pas du choix des orientations�

��



nous avons introduit	 consid�erons la sph�ere S� qui peut s�obtenir par chirurgie le long de l�entrelac
vide ou bien le long d�un cercle C� non nou�e de framing �� Dans ce cas� si nous notons Z �L� +K�
l�expression obtenue �a partir de ���� en enlevant le facteur en exp ���ic���	

Z �L� +K� "
X
C

�
nY
k��

SCk
��Z�S�� LC� +K��

alors

� Clairement Z ��� �� " S�
��

� Et d�autre part	
Z �C�� �� " e��ic
��

X
k

�TS�k
�Z�S�� C

��	
k �

Mais Z�S�� C
��	
k � " S�

k et donc Z �C�� �� " �STS��
� exp ���ic����� En utilisant la relation

�ST �� " C� il vient
Z �C�� �� " e��ic
�Z ��� ���

Les deux expressions obtenues di��erent par un facteur exp ��i�c���� Ceci montre l�utilit�e de
cette phase�

Dans le cas g�en�eral� nous appelons C� la composante de L de framing � sur laquelle le mouvement
de type K va porter� Nous allons calculer la fonction de partition de la pr�esentation par chirurgie
�L� +K� puis la fonction de partition de �L�� +K�� qui est d�eduite de �L� +K� par un mouvement de type
K sur la composante C��

Mouvements de type K� Cas �L� +K� Rappelons que la fonction de partition de la pr�esentation
par chirurgie �L� +K� est donn�ee par	

Z �L� +K� "
X
Cr

X
j

�� Y
Cl ��C�

e�i�nlhCr�lS�
Cr�l

�A S�
je��i�hjAj ��L n C��Cr 	 +K�������

o�u nous avons s�epar�e la somme sur les couleurs Cr des composantes de L nC� et la couleur j de C��
La d�e
nition de Aj ��L n C��Cr 	 +K� est	

Aj �G� " Z�S�� Cj�G� " Z�S��

�

�

�

�

�	


�
�



�
��j

box

�

o�u la ligne portant la couleur j est suppos�ee avoir un framing normal au plan de la feuille� G
repr�esente toutes les lignes de +K	�LnC��� Nous supposons que m lignes passent �a travers le disque

��



d�elimit�e par C� A
n de calculer Aj ��L nC��Cr 	 +K �� nous introduisons une base commode de H���m	

�

�
�
��

�
�
�I

�
��

�
����� ��I

�� ��
��
��

��
��

�
��R

�
���

�
�

��

�
�
��

im i�m

i� i��

i� i��

i� i����

��

�m�� �m��

��

��

p

que par soucis de l�eg�eret�e nous noterons�� �

�

�

�
�x x�i� �i��
p

� �
�

De notre m�ethode de calcul dans S�� nous d�eduisons

Aj �G� "
X
p����

�

kj
p����ik�Z�S��

� �

� �

� �

��
�i�

��
�
�

�
�

u

u
j

 �

 �

p

�Z�S�� �

�

�

�

�
��
��
�	


�
�i�

p
�

�

boxu
u

�

De plus� nous savons que

Z�S��

� �

� �

� �

��
�i�

��
�
�

�
�

u

u
j

 �

 �

p

� " Z�S��

�

� �

� �

��
�i�

��

u

u

 �

 �

p

�� Sp
j

S�
p
�

Nous utilisons alors les calculs ci�dessus pour �evaluerX
j

S�
jAj ��L n C��Cr 	 +K� exp ���i�hj�

��Nous avons rappel�e o�u circulent les indices 
i�� � � � � in� en portant le symbole �i� sur nos sch�emas	

��



et gr ace aux relations S� " �ST �� " C� nous obtenons pour cette quantit�e l�expression suivante

X
p����

�

kj
p����ik� Z�S��

�

� �

� �

��
�i�

��

u

u

 �

 �

p

�Z�S�� �

�

�

�

�
��
��
�	


�
�i�

p
�

�

boxu
u

� exp

�
��i��

c

�
� hp�

�

������

Mouvements de type K� Cas �L�� +K�� Nous allons maintenant comparer Z �L� +K� et Z �L�� +K���
o�u �L�� +K�� est d�eduite de �L� +K� par un mouvement de Kirby de type K� Par d�e
nition d�un tel
mouvement� la composante C� est retir�ee et le graphe G devient�

�

�

�

�	


�

box

TW

La bo $te TW contient les parties des lignes qui ont tourn�e� Nous calculons alors une nouvelle
fonction de partition o�u les lignes qui passent dans la boite ont un framing qui pointe vers le
lecteur� Gr ace �a la base de H���m pr�ec�edemment utilis�ee� nous pouvons �d�etordre
 les �m lignes qui
passent �a travers D	 l�interversion de deux lignes arrivant �a un vertex fait appara $tre des facteurs
de phases et 
nalement� l�expression associ�ee au graphe ci�dessus est remplac�ee par	

�

kj
p����ik�Z�S��

�

� �

� �

��
�i�

��

u

u

 �

 �

p

�Z�S�� �

�

�

�

�
��
��
�	


�
�i�

p
�

�

boxu
u

� exp

�
�i���

qX
l��

hil � hp�

�

Il ne reste plus qu��a r�etablir les framings utilis�es pour �evaluer la fonction de partition de la pr�esen�
tation �L�� +K�� ce qui permet d��eliminer le facteur

exp

�
��i��

qX
l��

hil�

�

Finalement� nous retrouvons l�expression ���� �a un facteur exp ���ic���� pr�es� En cons�equence�

Z �L� +K� " Z �L�� +K�� exp

�
��i�

c

�

�
������

��



D�apr�es le th�eor�eme �� dans un mouvement de type K sp�ecial� la variation de phase due �a la signa�
ture compense exactement la variation de phase de Z �L� +K�� Ceci montre l�invariance de Zs�L� +K�
dans les mouvements de type K sp�eciaux�

Mouvements de type O� Pour traiter le cas des mouvements de type O�� il su�t de montrer
que ceux�ci peuvent  etre obtenus par une succession de mouvements de type K� Dans le cas de
mouvements de type O� portant sur une ligne de L� la preuve est donn�ee dans ����� Si le mouvement
porte sur une ligne de +K� le lecteur v�eri
era sans peine que l�argument donn�e par Fenn et Rourke
fonctionne encore� Le comptage des facteurs de phase montre que

Z �L� +K� " Z �L� +K��������

car dans la suite de mouvements de type K donn�es par Fenn et Rourke apparaissent un nombre
�egal de mouvements de type K sur une ligne avec framing �� que de mouvements portant sur une
ligne avec framing ��� D�apr�es le th�eor�eme �� dans un mouvement de type O�� ��L� +K�� " ��L� +K��
Cela montre l�invariance de Zs�L� +K� dans un mouvement de type O��

Fin de la preuve Pour conclure� rappelons que deux pr�esentations par chirurgie �L� +K� et �L�� +K�
sont reli�ees par une suite

� De mouvements de type K sp�eciaux� et de leurs inverses�

� De mouvements de type O� relativement �a une ligne de L et agissant sur une autre ligne de
L ou sur une ligne de +K� et les inverses de ceux�ci�

� D�isotopies dans S��

Nous venons de montrer que dans de tels mouvements� Zs�L� +K� " Zs�L
�� +K��� Ceci montre que

Zs�L� +K� ne d�epend que de la classe d�isomorphisme de �M� +K� et que� en cons�equence� on sait
associer un �el�ement du corps de base �a chaque �el�ement de homMa������ ���

��	 D�e�nition des op�erateurs dans la th�eorie topologique

Nous allons maintenant d�e
nir les op�erateurs 
�M � pour M morphisme de la cat�egorie Ma����
Tout d�abord� nous allons introduire une famille de bases de chaque espace Hg�n� Chacune de ces
bases est d�e
nie par un tore plein standard� que nous allons d�e
nir�

Nous verrons comment les di��erentes bases sont reli�ees entre elles� Et nous examinerons l�unicit�e
de la matrice de changement de base� Puis nous d�e
nirons les op�erateurs par leurs �el�ements de
matrice dans les bases pr�ec�edentes�

����� Tores pleins standard et bases de Hg�n

Les tores pleins standard Consid�erons Pg�n le graphe ms � voir la d�e
nition �� � de type
topologique �g� n� introduit en section ������ Un tel graphe peut  etre plong�e dans le plan R�� Le

��



plan R� est consid�er�e comme plong�e dans R� par �x� y� �� �x� y� ��� SoitWPg�n
un voisinage tubulaire

de ce plongement du graphe dans R� � R�� c�est un tore plein dont le bord est une surface de genre
g� Nous l�orientons gr ace �a l�orientation usuelle de R�� On d�e
nit le framing en posant� pour toute
ar ete orient�ee a du graphe sous�jacent �a Pg�n� fa�s� t� " �fa�t�� �s� � R� o�u t �� fa�t� d�e
nit le
plongement de l�ar ete a dans R� et o�u � est assez petit pour que �fa�t�� �s� � WPg�n

pour tout
s � ��� ��� Nous munissons d�un param�etrage le bord de ce tore plein qui envoie les sommet marqu�e
de Pg�n sur le point P� de l�objet de Ma��� consid�er�e� De m eme� l�ensemble des sommets externes
de Pg�n �etant ordonn�e� le k��eme sommet externe est envoy�e sur le point Pk� On assure �egalement
la condition de compatibilit�e entre le framing et les demi�droites �,k�k� Ceci nous donne� lorsque
l�on choisit un coloriage C du graphe trivalent G sous�jacent �a P� un �el�ement de homMa������%g�n�
que nous noterons �Tg�GC�� En munissant WPg�n

de l�orientation oppos�ee et en gardant la m eme

param�etrisation de ��WPg�n
�� on obtient un �el�ement de homMa���

��� d%g�n�� On dira que �g� n� est le
type topologique du tore plein consid�er�e�

Si maintenant P d�esigne un graphe ms de type topologique �g� n� dans la composante connexe
� au sens du complexe Yg�n � de Pg�n� nous pouvons encore le plonger�� dans R� � R� de sorte
que son image soit incluse dans le tore plein WPg�n

pr�ec�edent et que les sommets externes soient
envoy�es sur les m emes points que ceux de Pg�n� Du coup� on obtient directement�� un morphisme
de Ma��� que nous noterons �Tg�GC�� Remarquons que le graphe trivalent G est pour tout P un
��squelette du tore plein consid�er�e�

De tels �el�ements de homMa������%g�n� seront appel�es des tores pleins standards� Nous allons les
utiliser pour d�e
nir les �el�ements de matrice des op�erateurs associ�es aux morphismes de Ma����

Les espaces Hg�n et leurs bases D�autre part� nous allons d�ecrire explicitement des bases de
Hg�n� Nous nous basons sur le Lemme suivant	

Lemme � Les espaces HP pour P parcourant la composante connexe de Pg�n sont deux �a deux
canoniquement isomorphes�

Preuve � En e�et� le Lemme ��� de ���� est valable lorsqu�on l�applique �a la composante connexe
Yg�n�Pg�n�� Nous avons vu en sections ����� et ����� comment associer �a chaque chemin � �
���Yg�n�Pg�n��P�P

�� un isomorphisme P��P�P
�� entre HP et HP� � De plus� gr ace aux �equations

���� et ����� et �a la simple connexit�e de Yg�n�Pg�n�� l�isomorphisme P��P�P
�� ne d�epend que de P

et P�� �

Nous consid�erons donc un mod�ele d�espace vectoriel Hg�n isomorphe aux espaces HP ainsi
qu�un isomorphisme explicite entre HPg�n

et Hg�n� Ce choix est arbitraire mais sans importance	
deux choix di��erents fournissent des th�eories topologiques �equivalentes au sens de la d�e
nition ��
En
n� on d�e
nit HN pour N non connexe par HN�tN� " HN�

�HN� �

Pour chaque graphems� nous disposons donc d�une baseBP associ�ee au graphe� Dans ce langage�
la matrice F de Moore et Seiberg appara $t comme une matrice de changement de base� Nous verrons
en section ����� quelques raisons pour ne pas identi
er brutalement tous les HP �a un m eme espace
Hg�n�

��Nous gardons la m�eme prescription que pr�ec�edemment pour le framing	
��Apr�es choix d�un coloriage	

��



����� D�e�nition des op�erateurs

Pour d�e
nir une th�eorie topologique� nous devons d�e
nir les op�erateurs 
�M � pour tout mor�
phisme M de la cat�egorie Ma���� La d�e
nition �� des fonctions de partition nous fournit 
�M �
pour tout M � homMa���

��� ��� Consid�erons maintenant M � homMa���
�%��%�� o�u� pour 
xer

les id�ees %��� sont des objets de Ma��� de types topologiques respectifs �g�� n�� et �g�� n��� Nous
allons d�e
nir 
�M � par sa matrice dans des bases BP� Nous choisissons la base en sp�eci
ant��

�T��G�� C�� � homMa���
���%�� et �T��G�� C�� � homMa���

���%�� qui sont tous deux des tores pleins
standards de types topologiques respectifs �g�� n�� et �g�� n���

La strat�egie consiste alors �a consid�erer les bases BP de Hg�n et �a d�e
nir les �el�ements de matrice

de 
�M � dans BP�
et BP�

gr ace �a Z��T��G��C���M� ��T��G��C���� Il est crucial de v�eri
er la covariance
de cette d�e
nition par changement de base	 si on change de base P �� P

�� alors on change l��el�ement

��T��G��C���M� ��T��G��C��� de homMa���
��� �� en ��T��G���C����M� ��T��G���C����� La d�e
nition �� de la

fonction de partition de ce morphisme ainsi que la d�e
nition �� des fonctions de partition dans S�

permettent de relier les matrices calcul�ees dans di��erentes bases� Il faut v�eri
er que cette relation
est bien compatible avec l�interpr�etation de F comme matrice de changement de base� Une fois
cela fait� nous pouvons dire que nous avons vraiment d�e
ni les op�erateurs 
�M � pour tous les
morphismes de la cat�egorie Ma���� Finalement� nous arrivons �a	

D�e�nition �� SoitM � homMa����%��%��� l�op�erateur 
�M � exprim�e dans les basesBP� " �VP�C�
�C�

et BP� " �VP�C�
�C� est d�e
ni par


�M �� VP�C�
"
X
C�

Z��T��G��C���M� ��T��G��C���
kVP�C�

k� � VP�C�
������

����� Expression du cocycle

Une fois l�invariance topologique obtenue� il reste �a d�emontrer la propri�et�e clef des th�eories
topologiques projectives� �a savoir la fonctorialit�e projective exprim�ee par ����� Dans le cas qui nous
int�eresse� nous consid�erons M� � homMa������%� et M� � homMa����%� ��� Dans ce cas particulier�
la fonctorialit�e projective s�exprime par l�existence de ��M��M�� non nul tel que

Z�M��M�� " ��M��M��
X
C

Z��Tg�GC��M��Z�M���  Tg�G 
C��

kjTg�GCik� �������

o�u la somme porte sur tous les coloriages du graphe G d�e
nissant une base de Hg�n� Le coloriage
des pattes externes est compatible avec la d�ecoration de M����

La preuve de ce r�esultat� que nous ne d�etaillerons pas ici faute de place� permet d�acc�eder �a une
expression explicite pour le cocycle ��M��M���

Pour donner cette expression� nous devons d�abord �elargir notre notion de pr�esentation par
chirurgie aux morphismes de la cat�egorie Ma���� Soit �M�� +K� � homMa����N�� N�� un morphisme
de Ma��� et L un entrelac avec framing plong�e dans ce cobordisme� la d�e
nition �� de la chirurgie

��Ici G��� est le graphe trivalent sous�jacent �a P���	

��



le long de L s�adapte naturellement� La notion ainsi obtenue est celle de chirurgie le long de L sur
un morphisme de Ma���� Le r�esultat est un morphisme de Ma���	

�M�� +K� � homMa���
�N�� N��

L�� �ML� K� � homMa���
�N�� N��

Nous consid�ererons �M�K� � homMa���
���%�� et le th�eor�eme � se g�en�eralise en�


Th�eor�eme � Tout �M�K� � homMa���
���%� admet une pr�esentation par chirurgie de la forme

��Tg� +K�� L� o�u la chirurgie est e�ectu�ee le long de L�

Consid�erons alors pour 
xer les notations ��Tg� +K��� L�� une pr�esentation par chirurgie de �M�� K��
et ��S�nTg� +K��� L�� une pr�esentation par chirurgie de �M�� K��� Alors clairement� ��S�� +K�� +K��� L�t
L�� est une pr�esentation par chirurgie de M��M�� Je note ���� la signature associ�ee �a cette pr�esen�

tation et �� celle associ�ee �a ��Tg��S� n Tg�� +K��G�� L�� � qui est une pr�esentation de M����Tg�G� �
et �� celle associ�ee �a ��Tg��S� n Tg��G� +K��� L�� � qui est une pr�esentation de ��Tg�G��M��� Alors�
��M��M�� est donn�e par �voir ���� Section �����	

��M��M�� " exp

�
��i

c

�
������ �� � ���

�
������

En combinant cette �equation avec la d�e
nition des �el�ements de matrice des op�erateurs 
�M � pour
tout morphisme M de Ma���� nous obtenons une expression explicite du cocycle g�en�eral�

��� Propri�et�es des repr�esentations des groupes modulaires fournies par les th�eo�
ries topologiques projectives�

Chaque th�eorie topologique projective bas�ee sur une cat�egorie g�eom�etriqueMa donne naissance
�a des repr�esentations projectives des groupes modulaires des di��erents objets de la cat�egorie Ma�
La philosophie g�en�erale est la suivante	 pour chaque objet N de Ma� le groupe Di���N� agit
lin�eairement et projectivement sur l�espace HN � En utilisant l�invariance topologique� on montre
alors que la composante connexe de l�identit�e de Di���N� agit par l�identit�e sur l�espace HN �

Nous allons pr�eciser comment ces id�ees se mettent en place dans le cas des th�eories topologiques
d�eduites des solutions des �equations de Moore et Seiberg� Puis� nous discuterons plus explicitement
le cas du genre z�ero	 nous montrerons la trivialit�e du cocycle fournit par la th�eorie topologique
et nous discuterons les implications de la trivialit�e du groupe modulaire de la sph�ere sans point
marqu�e�

����� Repr�esentations des groupes modulaires

Dans le cas qui nous int�eresse� il existe� pour chaque couple �g� n� plusieurs groupes modulaires
int�eressants	

� M�g� n�	 Groupe modulaire des surfaces de genre g avec n points marqu�es� respectant l�ordre
des points�

��Avec un �enonc�e analogue pour les M � homMa���
����	

��



� M�g� n�	 Groupe modulaire des surfaces de genre g avec n points marqu�es� ne respectant pas
l�ordre des points�

� M��g� n�	 Groupe modulaire des surfaces de genre g avec n points marqu�es� et un vecteur
tangent non nul en chaque point� respectant l�ordre des points�

� M��g� n�	 Groupe modulaire des surfaces de genre g avec n points marqu�es� et un vecteur
tangent non nul en chaque point� ne respectant pas l�ordre des points�

Dans les notations de ��� Chapitre ��� nous avons�
M�g� n� " ��

�F��n�Tg�� �Tg
�

M�g� n� " ��
�M��n�Tg�� �Tg

�������

Et de plus� nous disposons de suites exactes	�
� ��Zn ��M��g� n� ��M�g� n��� �

� ��Zn ��M��g� n� ��M�g� n��� �
������

Pour d�e
nir la premi�ere ��eche� consid�erons �Pk�k����n� les points marqu�es sur la surface� On note
�k une courbe simple correspondant au bord d�un voisinage de Pk di��eomorphe au disque ferm�e�
L�orientation de �k est donn�ee par l�orientation de la surface� On d�esigne par t�k le twist de Dehn au
sens de ��� Chap� �� x�� relativement �a �k� Alors� l�injection de Zn dans M��g� n� associe �a �
j�k�j la
classe dans M��g� n� de t�k � La seconde ��eche associe �a la classe de f � Di���%g�n� dans M��g� n�
sa classe dans M�g� n�� En
n� nous avons �egalement

� ��M�g� n� ��M�g� n��� %n �� �������

o�u la premi�ere ��eche est l�injection naturelle� et la seconde associe �a la classe de f � Di���%g�n�
son action sur l�ensemble des n points marqu�es�

Consid�erons maintenant +f � M��g� n� repr�esent�e par f � Di���%g�n�� qui induit sur l�ensemble
fP�� � � � � Png des n points marqu�es sur la surface une permutation �f � Si ,k d�esigne la demi�
droite dans �T%g�n�Pk � �df��Pk��,k " ,�f �k	� Consid�erons alors la vari�et�e %g�n � ��� ��� dont nous
param�etrons les bords par ��� 	 �x� �� �� x et ��� 	 �x� �� �� f�x�� Ce cylindre est d�ecor�e de la
mani�ere suivante	

� Le graphe est form�e de n ar etes disjointes	 A " 	nk��fak�cakg et �i�ak� " ek� et �fak " e�k�

� Il est plong�e �trivialement
 dans �%g�n � ��� ��� ���� ����	 
xons k �� �� n �� si p� d�esigne la
premi�ere projection dans le produit cart�esien %g�n���� ��� t �� �p��fak��� � t� est une application
constante et de plus� si p� d�esigne la seconde projection� alors pour tout �s� t� � ��� ����
�p� � fak��s� t� " t� Notons que cette prescription d�e
nit le framing�

Si nous colorions les points Pk par les couleurs ik� alors nous colorions l�ar ete ak par la couleur ik�
Nous venons donc de d�e
nir un cobordisme param�etr�e qui interpole entre %�i����� �in�

g�n et %��f �i����� ��f �in�
g�n �

Ici� %�i����� �in�
g�n d�esigne l�objet de Ma��� bas�e sur la surface %g�n munie des points marqu�es avec direc�

tion tangente �Pk�,k�k����n� et du coloriage Pk �� ik� Le choix du repr�esentant f de +f � M��g� n�
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n�est pas unique mais changer de repr�esentant produit un cobordisme param�etr�e isomorphe� au
sens de la d�e
nition �� En cons�equence� nous avons d�e
ni

M�i����� �in�� +f� � homMa����%
�i����� �in�
g�n �%��f �i����� ��f �in�

g�n ��

Nous d�e
nissons

�g�n� +f�jH�i� �����in�
g�n

" 
�M�i����� �in��
+f���������

Notons E " �i�� � � � � in�� il est clair que �g�n� +f� envoie H
�E�
g�n sur H�f ��E�	

g�n � Pour voir que l�on dispose
d�une repr�esentation projective de M��g� n�� nous consid�erons le cobordisme param�etr�e obtenu
comme pr�ec�edemment mais en rempla#cant les param�etrisations des bords par ���� 	 �x� �� �� f�x�
et ���� 	 �x� �� �� f ��f�x��� Soit Mf �f

�� ce cobordisme� il est isomorphe �a M�f ��� et comme
M�f��Mf�f

�� est isomorphe �a M�f � � f�� nous en d�eduisons que��

�g�n�f
� � f� " 
�M� +f��M� +f�� " ��M� +f��M� +f ���� �g�n� +f �� � �g�n� +f�������

Ceci montre explicitement que les th�eories topologiques d�eduites des solutions des �equations de
Moore et Seiberg fournissent des repr�esentations projectives des groupes M��g� n� dans chaque
espace Hg�n� Cela nous fournit un ��cocycle �g�n pour le groupe M��g� n��

����� Trivialit�e en genre z�ero

Compte tenu de l�expression explicite obtenue pour le cocycle� nous remarquons que	

Proposition �� Soient M� � homMa����%��%� et M� � homMa����%�%��� et si % est de genre z�ero�
alors

��M��M�� " �������

Preuve � Pour commencer� nous nous limitons au cas o�u %��� " �� Il existe des pr�esentations

par chirurgie de M� et de M� respectivement �a partir de �B�� L�� et �cB�� L��� En cons�equence�
�B��cB�� L� 	 L�� est une pr�esentation par chirurgie de M��M�� Consid�erons alors +M� " M��cB�

et +M� " B��M�� Ce sont des vari�et�es tridimensionnelles sans bord� et elles admettent aussi des
pr�esentations par chirurgies qui font intervenir L���� Ainsi� �B��cB�� L���� est une pr�esentation par

chirurgie de +M� et �B��cB�� ��L�� est une pr�esentation par chirurgie de +M�� En cons�equence� comme
��L�	L�� " ��L�����L�� et que l�on calcule les �el�ements de matrice des op�erateurs associ�es �aM���

respectivement en termes de fonctions de partitions de +M��� d�ecor�ees par des graphes appropri�es�
nous en d�eduisons que

Z�M��M�� " 
�M�� � 
�M���

Notre raisonnement n�est pas modi
�e si %� �" � ou %� �" �� �

Consid�erons maintenant f un di��eomorphisme pr�eservant l�orientation de la sph�ere S� avec n
points marqu�es� Nous pouvons lui associer un morphisme de la cat�egorie Ma���� not�e M� +f�� dont

��Pour all�eger les notations� j�ai omis les indices de couleur	
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un repr�esentant du cobordisme tridimensionnel sous�jacent est le cylindre S�� ��� �� param�etr�e par
�� 	 �x� �� �� x et �� 	 �x� �� �� f�x�� La proposition �� montre alors que

Corollaire � Les repr�esentations ���n des groupes M���� n� ne sont pas projectives�

Quelques remarques s�imposent dans le cas du genre z�ero	 la trivialit�e deM��� �� ��� nous dit qu�il
existe un repr�esentant du morphisme M� +f� de Ma��� bas�e sur le cylindre S� � ��� �� et param�etr�e
par �� 	 �x� �� �� x et �� 	 �x� �� �� x� Pour un tel repr�esentant� le graphe reste le m eme mais son
plongement au sens de la d�e
nition � change� Consid�erons F 	 ��� ��� Di���S�� tel que F ��� " �S�

et F ��� " f � alors F est un isomorphisme entre les cobordismes non d�ecor�es �S� � ��� ��� ��� ��� et
�S� � ��� ��� ��� f � ���� Au niveau des d�ecorations� il existe un plongement du graphe �a n ar etes
non orient�ees sans vertex dans S� � ��� �� qui est envoy�e sur le plongement trivial discut�e plus
haut� Comme dans ��� Page ���� consid�erons l�espace des con
gurations� que nous notons eCn�S��
des n�uplets de couples �P�,� form�es d�un point de S� et d�une direction dans l�espace tangent
�a la sph�ere au point P � Le groupe fondamental eBn�S�� " ���eCn�S��� �Pk�,k�k� de cet espace est
isomorphe au produit semi�direct du groupe des tresses�� d�Hurwitz Bn�S�� " ���Cn�S��� �Pk�k�
par Zn� o�u Bn�S�� agit sur Zn via l�action naturelle du groupe de permutations de n objets sur Zn�
Le nouveau plongement d�e
nit un chemin dans eCn�S��� Il su�t pour cela de consid�erer le chemin
t �� �fak��� t�� ��sfak���� t�� R

��� Sa classe d�homotopie dans l�espace de con
guration nous fournit
alors un �el�ement du groupe eBn�S���

D�une mani�ere g�en�erale� ces consid�erations permettent de construire une repr�esentation lin�eaire
de eBn�S�� dans l�espace H��n	 partons de � un �el�ement de�� eBn�S�� " ���eCn�S��� ��� un repr�esentant
� de � d�e
nit un plongement du graphe �a n ar etes non orient�ees sans vertex dans �S�� ��� ��� ��� ���
au sens de la d�e
nition �� Changer de repr�esentant produit un cobordisme �a la Milnor isomorphe�
Fixons i�� � � � � in les couleurs des points �Pk���k�n� soit M�i� ���� �in���� le morphisme de Ma��� ainsi
d�e
ni��� M�i����� �in��� �

�� " M�i����� �in�����M����i� ���� �in���
��� En cons�equence� on vient de fabriquer une

repr�esentation lin�eaire -���n de eBn�S�� dans H��n�

D�un autre cot�e� de mani�ere analogue �a ��� Page ����� on dispose d�un morphisme surjectif deeBn�S�� dans le groupe modulaire M���� n�� Notons dn ce morphisme� alors nous avons

-���n " ���n � dn������

Cette �equation montre clairement la relation entre les repr�esentations des groupes �des tresses avec
framing
 -Bn�S�� et celle des groupes modulaires M���� n��

� Action de Gal�Q�Q� sur les solutions des �equations de Moore

et Seiberg provenant des th�eories rationnelles�

Dans cette section� nous sugg�erons quelle est la traduction de l�action du groupe de Galois absolu
Gal�Q�Q� sur le groupe fondamental alg�ebrique de la droite projective priv�ee de trois points dans

��Ici Cn
S�� est l�espace de con�guration de Birman pour n points sur la sph�ere	
�	Le point base � est form�e par la con�guration 
Pk��k���k�n associ�ee aux objets de type topologique 

� n� de

la ca�tegorie Ma��� 	
��Ici� � �� signi�e � suivi de ��	

��



le cadre des th�eories topologiques rationnelles d�eduites des solutions des �equations de Moore et
Seiberg� Si� comme nous le conjecturons� les th�eories topologiques tridimensionnelles sont bien des
repr�esentations de la �Tour de Teichm�uller
 entrevue par Grothendieck� l�action que nous d�ecrivons
re��ete l�action de Galois sur la Tour qui se trouve dans �����

Toutefois� les raisonnements qui vont suivre sont encore assujettis �a quelques hypoth�eses qui ne
trouveront de justi
cation que dans une d�e
nition pr�ecise de la notion d�alg�ebre chirale et ensuite de
th�eorie conforme rationnelle� Avant de rentrer dans le vif du sujet� voici bri�evement les conditions
essentielles aux raisonnements qui vont suivre	

� Les raisonnements qui vont suivre ne sont valables que pour des solutions de ces �equations
de Moore et Seiberg qui peuvent  etre jaug�ees �a des solutions alg�ebriques� Cela semble  etre le
cas dans tous les exmples qui ont �et�e �etudi�es� Toutefois� en utilisant les �equations de Moore
et Seiberg� on sait seulement montrer que les �el�ements de matrice de S et T sont des nombres
alg�ebriques� Par contre� aucun r�esultat g�en�eral n�est connu pour les �el�ements de matrice F �

� L�alg�ebre chirale de cette th�eorie conforme doit v�eri
er certaines propri�et�es � de rationalit�e �
que je d�etaille plus loin� C�est le cas des exemples que je connais� En particulier� je discuterai
les mod�eles minimaux relativement �a une alg�ebre de Virasoro ou �a une alg�ebre de Kac�Moody
non tordue�

Dans un premier temps� nous rappelons comment d�e
nir une action de Gal�Q�Q� sur le grou�
po($de fondamental alg�ebrique de P��C � n f�� ���g� Puis nous montrerons comment cette action
induit l�action de la th�eorie des nombres sur les �el�ements de matrice des donn�ees de Moore et
Seiberg� En
n� nous discuterons l�action induite sur les th�eories topologiques� Ceci nous conduira
�a envisager une modi
cation de l�axiomatique des th�eories topologiques en vue de formuler plus
naturellement �i�e� comme dans l��enonc�e du th�eor�eme �� la traduction sur les donn�ees de Moore et
Seiberg de l�action de Gal�Q�Q� sur le groupo($de fondamental de la sph�ere priv�ee de trois points�

Dans cette section� nous supposons le lecteur familier avec les id�ees fondamentales des th�eories
conformes telles qu�elles sont expos�ees dans ��� �en particulier la notion de bloc conforme��

	�� L
action de Gal�Q�Q� sur �alg
� �P��C � n f�� ���g� ���

Le but de cette section est de rappeler ce qu�est le groupo($de fondamental alg�ebrique de P��C �n
f�� ���g �ou plus g�en�eralement d�une surface de Riemann compacte priv�ee d�un nombre 
ni de
points�� puis d�expliquer comment Gal�Q�Q� agit naturellement sur celui�ci� Le point de vue expos�e
ici est relativement na($f et ne fait appel qu��a la th�eorie classique des surfaces de Riemann et des
vari�et�es alg�ebriques� Il existe une formulation consid�erablement plus g�en�erale de ces id�ees �voir ����
et ���� Paragraphes ����� et suivants���

Nous aurons �egalement besoin de donner une formulation plus adapt�ee au contexte des th�eories
conformes� Ceci se fait en utilisant les id�ees de Y� Ihara ���� ainsi que la notion de point base �a
la Deligne ���� Paragraphe ���� Dans cette section� nous rappellerons la d�e
nition du groupo($de
fondamental alg�ebrique de P��C � n f�� ���g par rapport �a deux points base x et y de P��C � n
f�� ���g� Puis nous d�e
nirons l�action du groupe de Galois absolu sur ce groupo($de� Nous �etendrons
ensuite ces consid�erations en d�ecrivant la notion de point base �a la Deligne et nous donnerons une
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prescription explicite pour le calcul de l�action de Galois sur le groupo($de fondamental relativement
�a de tels points base�

Le groupo��de fondamental alg�ebrique� cas des points bases ordinaires Nous consid�erons
ici des rev etements topologiques 
nis de P��C � n f�� ���g ainsi que la cat�egorie des rev etements
topologiques 
nis de P��C � rami
�es au dessus de f�� ���g �au sens de la d�e
nition ����� de ������ Au
paragraphe ������ de cet ouvrage� on montre que la cat�egorie des rev etements 
nis d�une surface
topologique B qui rami
ent au dessus d�un ensemble 
ni , est �equivalente �a la cat�egorie des
rev etements 
nis au dessus de B n,� Nous noterons donc Revtop�P��C � n f�� ���g� la cat�egorie
des rev etements 
nis de P��C � n f�� ���g rami
ant au dessus de f�� ���g� Le foncteur d�oubli
de la structure analytique d�e
nit une �equivalence de cat�egories entre la cat�egorie des rev etements
analytiques 
nis de P��C � rami
ant au dessus de f�� ���g et Revtop�P��C � n f�� ���g��

En
n� le th�eor�eme d�uniformisation de Riemann nous dit que la cat�egorie Revan�P��C �nf�� ���g�
des rev etements analytiques de P��C � qui rami
ent seulement au�dessus de f�� ���g est �equiva�
lente �a la cat�egorie des courbes alg�ebriques au dessus de P��C � rami
ant au dessus de f�� ���g
���� Chapitre ���

Nous allons maintenant d�e
nir le groupo($de fondamental alg�ebrique �a partir de transforma�
tions naturelles entre foncteurs 
bres qui vont de la cat�egorie des rev etements dans la cat�egorie
des ensembles 
nis� Les di��erentes cat�egories de rev etements �etant �equivalentes� les groupo($des
fondamentaux obtenus seront isomorphes� Toutefois� la cat�egorie des rev etements alg�ebriques nous
permettra de d�e
nir une action naturelle du groupe de Galois Gal�Q�Q� sur le groupo($de fonda�
mental alg�ebrique�

Rappelons que dans le cas d�un point x � P��C �nf�� ���g �qui est dit ordinaire� par opposition
aux points base �a la Deligne�� la 
bre au dessus de x d�un rev etement �X� p� est l�ensemble 
ni
p���x�� Ceci d�e
nit la partie objet d�un foncteur 
bre Ftopx de la cat�egorie Revtop�P��C �nf�� ���g� �a
valeurs dans la cat�egorie Ens des ensembles 
nis� Rappelons que si � 	 X � Y est un morphisme de
rev etements de X dans Y � on lui associe Ftopx ���� application de Ftopx �X� dans Ftopx �Y � par restriction
aux 
bres� On proc�ede de m eme dans le contexte alg�ebrique et on note Falgx le foncteur 
bre en x�
Nous allons maintenant d�e
nir le groupo($de fondamental alg�ebrique de la base P��C � n f�� ���g�

Soient x et y deux points de P��C � n f�� ���g� l�ensemble des transformations naturelles entre
Ftopx et Ftopy est en bijection canonique avec l�ensemble des transformations naturelles entre les

foncteurs Falgx et Falgy � Cet ensemble est not�e �alg
� �P��C � n f�� ���g� x� y��

La cat�egorie dont les objets sont les points de P��C � n f�� ���g et les morphismes entre deux
objets x et y sont les �el�ements de �alg

� �P��C � n f�� ���g� x� y� est appel�ee le groupo($de fonda�
mental alg�ebrique de P��C � n f�� ���g� Elle est not�ee �alg

� �P��C � n f�� ���g�� Dans le contexte
topologique� on d�e
nit de m eme le groupo($de fondamental topologique �top

� �P��C � n f�� ���g�� On
v�eri
e facilement que c�est une sous cat�egorie de �alg

� �P��C � n f�� ���g�	 leurs ensembles d�ob�
jets sont identiques et� pout tout couple d�objets �x� y�� on dispose d�une injection canonique de
�top
� �P��C � n f�� ���g� x� y� dans �alg

� �P��C � n f�� ���g� x� y� d�e
nie gr ace aux th�eor�emes de re�
l�evement des chemins et des homotopies ���� Paragraphes ����� et ������� Rappelons �egalement
que� gr ace �a la th�eorie de Galois des rev etements ���� Paragraphe ������� on montre que pour tout
x � P��C � n f�� ���g� le groupe fondamental alg�ebrique �alg

� �P��C � n f�� ���g� x� x� est le com�
pl�et�e pro
ni du groupe fondamental topologique� i�e� la limite projective de tous les quotients 
nis
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de �top
� �P��C � n f�� ���g� x�� En clair� le groupe fondamental alg�ebrique est parfois beaucoup plus

�gros
 que son avatar topologique� Nous invitons le lecteur �a expliciter le cas de P��C � n f���g et
�a montrer que �alg

� �P��C � n f���g� ��� �bZ����

L�action de Gal�Q�Q� On dispose d�une action naturelle de Gal�Q�Q� sur la cat�egorie Revalg�P��C �n
f�� ���g� par isomorphisme fonctoriel� Elle est d�e
nie de la mani�ere suivante	

� Soit �X� p� un rev etement alg�ebrique de P��C � n f�� ���g d�e
ni sur Q� On fabrique alors
���X� �� p� en appliquant � aux coe�cients d�un quelconque syst�eme d��equations d�e
nissant
X et p sur Q�

� Si �X� p� et �Y� q� sont deux rev etements alg�ebriques de P��C � n f�� ���g d�e
nis sur Q� et
f 	 X � Y un morphisme entre eux ��egalement d�e
ni sur Q�� on d�e
nit �� f en appliquant �
aux coe�cients des �equations d�e
nissant f �

Ces prescriptions fournissent un automorphisme fonctoriel de la cat�egorie Revalg�P��C �nf�� ���g��
A partir de l�a� on dispose d�une action naturelle de Gal�Q�Q� sur �alg

� �P��Q�n f�� ���g�� En e�et�
soient a et b deux �el�ements de P��Q�nf�� ���g� et b� un �el�ement de �alg

� �P��Q�nf�� ���g� a� b�� pour
chaque rev etement alg�ebrique �X� p� de la sph�ere priv�ee de �� � et �� notons b��X�p	 l�isomorphisme
entre les 
bres p���a� et p���b�� On consid�ere alors

� � b������X�p	 � ��������

qui est un isomorphisme de la 
bre de �X� p� au dessus de a dans celle au�dessus de b� Le lec�
teur v�eri
era que la d�e
nition ��� est compatible aux morphismes de rev etements alg�ebriques� En
cons�equence� nous pouvons d�e
nir �� b� au moyen de cette prescription� On v�eri
e alors que cela
d�e
nit bien un isomorphisme fonctoriel de la cat�egorie �alg

� �P��Q� n f�� ���g� obtenue �a partir de
�alg
� �P��C �nf�� ���g� en se limitant aux objets x � P��Q�nf�� ���g� Cet isomorphisme agit comme

l�identit�e sur l�ensemble des objets car ce sont les points rationnels de la sph�ere de Riemann�

Les points base �a la Deligne Lorsque l�on veut prendre un point base qui� intuitivement�
corresponde �a approcher �in
niment pr�es
 de �� � ou � �ce qui est naturel dans le contexte
des th�eories de champs invariantes conformes bidimensionnelles�� nous devons rajouter un peu de
structure car un rev etement 
ni au dessus de P��C � n f�� ���g est rami
�e au dessus de P��C ��
Nous avons besoin d�un moyen de distinguer entre les di��erentes branches qui partent d�un m eme
point dans la 
bre au dessus du point consid�er�e��� C�est ce que les vecteurs tangents de Deligne
permettent de faire�

Pour 
xer les id�ees� raisonnons en z�ero� Choisissons un vecteur u �" � tangent �a P��C � en z�ero�
Soit �X� p� un rev etement 
ni de P��C � qui rami
e seulement au dessus de f�� ���g� alors la �
bre
en ��� u�
 est form�ee par les couples �x� w� o�u x � p����� et w est une uniformisante de X en ce
point� dont une puissance est z �c�est �a dire une fonction m�eromorphe sur la surface X � qui au
voisinage de x est de germe � tel que �n " p�� Il va de soi que le choix d�une telle uniformisante
permet de choisir entre les di��erentes branches topologiques issues de X � trac�ees sur X � et dont la

��Cette id�ee est naturelle dans le contexte des th�eories conformes car nous consid�erons des op�erateurs dont les
poids conformes sont non nuls	

��



projection sur P��C � part dans la direction u� Supposons avoir associ�e �a la branche b� l�uniformisante
��� alors nous associons �a l�uniformisante � l�unique branche b telle que ���� prenne des valeurs
r�e�eles positives sur la branche b au voisinage du point de rami
cation�

S�eries de Puiseux Nous allons maintenant donner une traduction des id�ees pr�ec�edentes en
termes purement alg�ebriques� Cela nous permettra d�une part de d�ecrire explicitement l�action du
groupe de Galois absolu sur �alg

� �P��C � n f�� ���g� x� y� o�u x et.ou y sont des points base �a la
Deligne� et d�autre part� facilitera la traduction de ces id�ees dans le contexte des th�eories conformes
rationnelles �voir section �����

L�id�ee importante consiste �a associer �a une fonction m�eromorphe f sur X �courbe alg�ebrique
au dessus de P��C �� un d�eveloppement de Puiseux pour chaque point de la 
bre au dessus du point
base consid�er�e� Rappelons qu�un d�eveloppement de Puiseux �en z�ero pour 
xer les id�ees� est une
s�erie de la forme ���� Page ��

��X
n�n�

an z
n
p�����

o�u n� est un entier� Intuitivement� la construction est la suivante	

� Dans le cas o�u a est un point base ordinaire� le rev etement est �etale au voisinage de a� La
fonction f admet un d�eveloppement de Laurent de la forme

f "
X
n
n�

an p
n�����

et nous lui associons donc le d�eveloppement de Laurent
P

n an�z � a�n� Le point de la 
bre
d�e
nit un morphisme de C �T ��alg�ebre du corps des fonctions m�eromorphes sur X dans le
corps des s�eries de Puiseux en z � a�

� Dans le cas o�u le point base est un point base �a la Deligne ��� u�� nous choisissons �x� w�
un point de la 
bre au dessus de ��� u� du rev etement �X� p�� Soit f � M�X� une fonction
m�eromorphe sur X � elle admet un d�eveloppement de Laurent en fonction de l�uniformisante	

f "
X
n
n�

anw
n�����

et nous lui associons le d�eveloppement de PuiseuxX
n
n�

an z
n
ex�����

o�u ex est l�indice de rami
cation au point x� De ce fait� nous construisons un morphisme de
C �T ��alg�ebre de M�X� dans le corps des s�eries de Puiseux en z�

D�apr�es la descente de Weil ���� �C�est l�argument donn�e par Bielyi dans ����� les courbes alg�e�
briques qui sont des rev etements de la droite projective rami
�es seulement au dessus de f�� ���g
sont d�e
nies sur Q� En cons�equence� le corps des fonctions m�eromorphes d�une telle courbe X
est de la forme M�X�C�� � M�X�Q�� �QC � Pour chaque choix d�un point au dessus d�un point

��



base� nous disposons d�un plongement du corps M�X�Q�� dans le corps des s�eries de Puiseux
�a coe�cients dans Q�

Dans le cas de P��C � n f�� ���g� on utilisera les points base �a la Deligne ���	 d�e
nis pour i et j
deux �el�ements distincts de f�� ���g� Pr�ecis�ement� �voir par exemple ���� page ����� soient i et j
deux �el�ements distincts de f�� ���g� il existe un et un seul automorphisme analytique t���� de P��C �
qui envoie i et j sur � et � dans cet ordre� Si f est une fonction m�eromorphe sur une surface de
Riemann connexe X qui est un rev etement 
ni de P��C � rami
ant seulement au dessus de f�� ���g�
gr ace au choix d�une uniformisante au dessus de i� on lui associe naturellement un d�eveloppement
de Puiseux en la variable t���� � Dans la suite de ce texte� nous utiliserons

��
�� et

��
��� Dans ce cas� la

variable utilis�ee sera	 t���� " �� z�

A chaque point de la 
bre �x� w� au dessus du point base ���	 � nous associons un morphisme
de M�X�Q�� dans un corps de s�eries de Puiseux en la variable t���� �a coe�cients dans Q� Cette
id�ee permet de d�evelopper une description purement alg�ebrique de la th�eorie des rev etements de
P��C � n f�� ���g	 nous allons d�ecrire les notions de foncteur 
bre et de groupo($de fondamental
alg�ebrique dans ce cadre� Cela nous permettra de donner la prescription d�Ihara pour le calcul
explicite de l�action de Gal�Q�Q� sur le groupo($de fondamental alg�ebrique de la sph�ere priv�ee de
trois points�

La sous�cat�egorie Revtop�P��C �nf�� ���g� form�ee par les rev etements connexes est anti��equivalente
�a la cat�egorie des extensions alg�ebriques 
nies de Q�T � non rami
�ees�� hors de f�� ���g ����� Dans
cette formulation� un point de la 
bre de �X� p� au dessus de ���	 est un morphisme ��x�w	 de Q�T ��
alg�ebre de M�X�Q�� dans le corps des s�eries de Puiseux en t���� �a coe�cients alg�ebriques �not�e
PuisQ�t���� �� qui �etend l�injection de Q�T � dans M�X�Q�� canoniquement associ�ee �a p� Le foncteur


bre FPuis���� associe au corps M�X�Q�� l�ensemble des morphismes ��x�w	 pr�ec�edents� C�est un fonc�

teur contravariant de la cat�egorie des extensions 
nies de Q�T � ne rami
ant pas hors de f�� ���g
dans la cat�egorie des ensembles 
nis�

On d�e
nit le groupo($de fondamental alg�ebrique comme une cat�egorie dont les objets sont les
di��erents points base consid�er�es et les morphismes entre deux objets x et y �pouvant  etre des points

base �a la Deligne
��
���

��
���

��
���

�����
���� ou

��
��� les transformations naturelles entre les foncteurs


bres FPuisx et FPuisy � A titre d�illustration� la transformation naturelle T� entre les foncteurs FPuis�

et FPuis� associ�ee �a � � �top
� �P��C � n f�� ���g� �� �� est donn�ee par la prescription suivante	 si M est

une extension 
nie de Q�T � rami
�ee seulement au dessus de f�� ���g� et 
 � FPuis� �M�� on pose	


f �M� �T� � 
��f� " �� 
�f������

o�u �� 
�f� d�esigne le d�eveloppement de Puiseux du prolongement analytique le long de � du germe
d�e
ni par le d�eveloppement de Puiseux 
�f�� Dans ce cadre� T� est l�image de � par l�injection
canonique de �top

� �P��C � n f�� ���g� �� �� dans �alg
� �P��C � n f�� ���g� �� ���

L�action du groupe de Galois absolu sur un chemin � � �top
� �P��C � n f�� ���g� a� b� o�u �a� b�

sont deux points base rationnels �i�e� dans P��Q� ou bien un des six points base �a la Deligne� est

alors facile �a d�ecrire en s�inspirant de l��equation ���� Pour 
xer les id�ees� supposons que a "
��
�� et

��Voir l�Exercice �	� dans ���� pour une d�e�nition	

��



b "
��
��� L�action de � � Gal�Q�Q� sur � � �alg

� �P��C � n f�� ���g����������� est alors d�ecrite par le
diagramme commutatif suivant	P

n
n�
anz

n
e
P

n
n�
����an�z

n
e

P
n
n�

��bn� ��� z�n
e
� P

n
n�
bn ��� z�n
e

�

���
��

���

��

�

��

�
oo

o�u e et e� sont les indices de rami
cation en � et � respectivement�

	�� Traduction sur les blocs conformes�

L�id�ee importante dans ce qui va suivre est que les blocs conformes d�une th�eorie rationnelle
admettent justement des d�eveloppements de type Puiseux au voisinage des points co($ncidants car�
comme l�ont montr�e Moore et Anderson ��� ou Vafa ����� les dimensions conformes des champs
primaires et la charge centrale sont des rationnels� A partir de l�a� nous associons �a chaque point
base �a la Deligne pertinent une base de blocs conformes� et donc une famille libre 
nie de d�evelop�
pement de Puiseux� De plus� les matrices de Moore et Seiberg se calculent comme des matrices de
monodromie entre les bases pr�ec�edentes� Comme les matrices sont d�e
nies en dimension modulaire
au plus �egale �a un� nous nous ram�enerons toujours sur la sph�ere de Riemann priv�ee de quelques
points� Puis nous montrerons comment l�action de Galois sur le groupo($de fondamental alg�ebrique
de la sph�ere priv�ee de trois points induit une action sur les matrices de Moore et Seiberg� Nous
avons choisi d�illustrer cette id�ee sur les matrices F et S� La d�emarche est identique dans le cas des
autres matrices�

����� Le cas de la sph�ere avec quatre points marqu�es�

Consid�erons quatre points deux �a deux distincts sur la sph�ere de Riemann! gr ace �a une homo�
graphie� on peut envoyer trois de ces quatre points sur f�� ���g� Ceci permet� comme expliqu�e
dans ���� d�associer �a chaque bloc conforme un d�eveloppement de Puiseux au voisinage de z�ero�

En e�et� un bloc est index�e par deux op�erateurs de vertex chiraux ����� Le d�eveloppement de
Puiseux du bloc

F �
��
��	

a�b

�
j k

i l

�
�z�� z�� z�� z�� "

� � �
� �

i l

j k

p

est obtenu de la mani�ere suivante	 notons 
a�z� 	 Vi�Vj � Vp et 
b�z� 	 Vp�Vk � V
l les op�erateurs
de vertex chiraux consid�er�es� �etant entendu que la premi�ere repr�esentation est ins�er�ee en �� la
seconde en z et la repr�esentation �en sortie
 en �� Nous introduisons alors

F �
��
��	

a�b �z� " h�lj�
b����
a�z��j�ii � j�ji�� j�ki������

qui est reli�ee �a notre bloc conforme par

F �
��
��	

a�b �z� " lim
z���

�
z�hl� F �

��
��	

a�b

�
j k

i l

�
��� z� �� z��

�
�����

��



C�est une fonction analytique sur un voisinage du segment r�eel ��� �� mais qui peut avoir des mono�
dromies non triviales autour de �� � et �� Dans les th�eories conformes bidimensionnelles� elle est
d�e
nie pour z �proche de z�ero
 sur l�axe r�eel positif� soit par une expression asymptotique� soit en
resolvant une �equation di��erentielle comme l��equation de Knizhnik�Zamolodchikov ou une �equation
BPZ� Ceci revient �a prendre comme point base pour le calcul des monodromies� le point base �a
la Deligne

��
��� Nous allons maintenant d�e
nir la matrice F en termes de monodromie le long d�un

�el�ement particulier de �top
� �P��C � n f�� ���g������������ Il est donc indispensable de d�e
nir une base

de blocs conformes associ�es au voisinage du point z " � dans P��C �� A chaque �el�ement de la base
est associ�e son d�eveloppement de Puiseux dans la variable t���� " � � z� Ce d�eveloppement peut
se calculer en fonction d��el�ements de matrice d�op�erateurs de vertex chiraux ��� ���� Nous notons

�F �
��
��	

c�d �c�d la base ainsi obtenue� En
n� nous noterons F �
��
��	

c�d ��� z� le d�eveloppement de Puiseux de

F �
��
��	

c�d pour z voisin de � dans l�intervalle r�eel ��� ���

Nous notons p�F �
��
��	

a�b le prolongement m�eromorphe de F �
��
��	

a�b le long de p � �top
� �P��C �nf�� ���g�����������

repr�esent�e par t ���� ���� t � P��C � n f�� ���g� La matrice F est d�e
nie de la mani�ere suivante	

p�F �
��
��	

a�b "
X
c�d

Fp�q

�
c d

a b

�
F �

��
��	

c�d�����

Le d�eveloppement de Puiseux de F �
��
��	

a�b en � est donn�e par

F �
��
��	

a�b �z� " zhp�hi�hj
X
fqg

h�lj
b����j�p� fqgi� j�ki�� h�p� fqgj�a����j�ji � �ii� z��fqg	������

o�u �j�p� fqgi�fqg d�esigne ici une base de Vp orthonorm�ee et propre pour L�� L�entier ,�fqg� est la
di��erence entre la valeur propre de L� sur j�p� fqgi et hp� L�exposant hp � hi � hj est rationnel�

C�est maintenant que vont intervenir des hypoth�eses de rationalit�e et.ou d�alg�ebricit�e de certains
�el�ements de matrice des op�erateurs de vertex chiraux� Je vais discuter ce point important plus loin�

Supposons pour le moment que le d�eveloppement de Puiseux de F �
��
��	

a�b au voisinage de z�ero soit de
la forme suivante	

F �
��
��	

a�b �z� " AaAb � zhp�hi�hj �
X
n
�

�a�b�n� z
n������

o�u les �a�b�n� sont dans Q �hypoth�ese de rationalit�e� et Aa�b � C � � Nous discuterons plus loin la
forme et l�origine de ces facteurs Aa�

Nous prolongons � � Gal�Q�Q� en un automorphisme du corps C gr ace au choix d�une base de
transcendance de C sur Q� Ce choix est arbitraire mais nous allons voir que� du point de vue de la
th�eorie topologique� il ne change rien� Nous d�esignons encore ce prolongement par �� Consid�erons
p comme un �el�ement de �alg

� �P��C �nf�� ���g������������ et par analogie avec la prescription de Ihara�

nous e�ectuons les op�erations suivantes sur le d�eveloppement de Puiseux de F �
��
��	

a�b 	

AaAb � zhp�hi�hj �
X
n
�

�a�b�n� z
n

���

����� ����AaAb�� zhp�hi�hj �
X
n
�

�a�b�n� z
n

p������ ����AaAb�

AaAb

X
c�d

Fp�q

�
c d
a b

�
F �

��
��	

c�d ��� z�

��



et nous arrivons� par application de �� �a l�expression suivante	

�

�
����AaAb�

AaAb

�
�
X
c�d

�

�
Fp�q

�
c d
a b

��
��AcAd�

AcAd

F �
��
��	

c�d ��� z�������

Nous supposons maintenant que les �el�ements de matrice de F sont alg�ebriques dans la jauge consi�
d�er�ee �hypoth�ese d�alg�ebricit�e� et donc� ceci montre que la matrice F se transforme sous l�action
de Gal�Q�Q� par la formule suivante	�

Fp�q

�
c d
a b

��
�a�b	��c�d	

��
�
�

�
Fp�q

�
c d
a b

��
� �Aa���Aa�� �Ab���Ab��

�Ac���Ac�� �Ad���Ad��

�
�a�b	��c�d	

������

Il faut remarquer que cette action se d�ecompose entre d�une part une action �na($ve
 du groupe de
Galois absolu� et d�autre part une transformation de jauge au sens de la d�e
nition ��� Au niveau de
la th�eorie topologique� nous savons bien que les transformations de jauge ne changent pas la th�eorie
topologique� On s�attend donc �a ce que seule compte pour l�action de Gal�Q�Q� l�action �na($ve

sur les fonctions de partition de la th�eorie topologique tridimensionnelle d�eduite de la solution des
�equations de Moore et Seiberg�

����� Le cas du tore sans points marqu�es�

Dans ce cas� nous identi
ons l�espace des modules avec le quotient du disque unit�e priv�e de
l�origine par l�action de PSL���Z� sur la variable�� q " exp ���i��� Nous prenons comme point
base le point �� muni d�un vecteur tangent pointant vers �� La transformation S se calcule en
prenant le chemin p qui va de

��
�� vers le point base

��
�� �a la Deligne��� Les blocs conformes en genre

un sont les caract�eres des repr�esentations irr�eductibles de l�alg�ebre chirale de la th�eorie� Ce sont des
fonctions holomorphes ��j�j sur le demi�plan de Poincar�e� qui joue le r ole d�espace de Teichm�uller
pour les tores� Ces caract�eres fournissent des d�eveloppements de Puiseux de la forme suivante	

�
�
��
��	
j " qhj�c
��

X
n
�

aj�n� q
n������

en la variable q " exp ���i��� Bien entendu� les coe�cients aj�n� sont des entiers car ce sont des
dimensions d�espaces vectoriels de dimension 
nie� Ces d�eveloppements sont naturellement associ�es
au point base

��
�� en la variable q�

La matrice S de Moore et Seiberg est d�e
nie par

�j

���
�

�
"
X
k

Sj
k�k���������

Comme nous le verrons plus loin� les �el�ements de matrice de S sont des nombres alg�ebriques� Il est
m eme conjectur�e que les caract�eres sont des fonctions alg�ebriques de l�invariant modulaire j�

A partir de � �� �j������� nous fabriquons un d�eveloppement de Puiseux relatif au point base��
��	

�
�
��
��	
j " -qhj�c
��

X
n
�

aj�n� -q
n������

��En fait� q��� serait un choix plus judicieux si on veut utiliser la variable de Picard �
�� � 
������
�
��	

��Dans le demi�plan de Poincar�e H� cela revient �a aller de l�in�ni �a l�origine le long de l�axe imaginaire iR�	

��



o�u -q " exp ����i���� La matrice S relie alors le prolongement analytique du d�eveloppement �
�
��
��	
i

le long de p � �top
� �P��C � n f�� ���g����������� aux ���

��
��	
k �k� Notons s� � le prolongement analytique

de � le long du chemin p� nous avons	

s� �
�
��
��	
j "

X
k

�S���j
k �

�
��
��	
k������

L�action d�un �el�ement � du groupe de Galois absolu est alors triviale �a obtenir	

s� ����� �
�
��
��	
j � "

X
k

�S���j
k�

�
��
��	
k

�� �s� ����� �
�
��
��	
j �� "

X
k

���S���j
k��

�
��
��	
k

o�u on a utilis�e de mani�ere essentielle le fait que les aj�n� sont des rationnels et donc sont 
xes
sous l�action de �� En cons�equence� l�action de � sur la matrice S est simplement l�action de � sur
chacun de ses �el�ements de matrice�

Finalement� on peut reprendre le m eme genre de raisonnement pour T en consid�erant le chemin
ci dessous	

et l�a encore� le m eme argument montre que l�action de � sur T est simplement l�action de � sur les
�el�ements de matrice exp ���i�hj � c����� de T �qui est diagonale�� Comme les dimensions hi et la
charge centrale c sont rationnelles� c�est seulement la partie ab�elienne Gal�Qab�Q� qui agit�

On peut se poser la question de l�alg�ebricit�e des �el�ements de matrice de S et de T � Les r�esultats
connus actuellement sont les suivants	

Matrice S Consid�erons les r�egles de fusion Ni�j
k� nous savons que les matrices  Ni " �Ni�j

k�j�k
forment une famille de matrices normales mutuellement commutantes qui sont simultan�ement
diagonalis�ees par la matrice S� Les valeurs propres de  Ni sont les �

�j	
i " Si

j�S�
j � Comme les

matrices  Ni sont �a coe�cients entiers� ces nombres appartiennent �a Q� Il reste �a montrer que
S�

k est alg�ebrique sur Q� Pour cela� utilisons l��equation S� " C�

X
k

�S�
k��

Sk
j

S�
k
" 
j��

Ainsi� les �S�
k�� sont les solutions d�un syst�eme de Cramer �a coe�cients dansQ dont le second

membre est un vecteur �a coordonn�ees dans Q� En cons�equence� ces nombres sont alg�ebriques
sur Q� En cons�equence� pour tout k� S�

k est alg�ebrique sur Q ce qui ach�eve la preuve� Citons
�egalement le travail de De Boer et Goeree ��� qui montre que les rapports ��j	i " Si

j�S�
j sont

des entiers dans un corps cyclotomique� i�e� des combinaisons lin�eaires �a coe�cients entiers
de racines de l�unit�e�

��



Matrice T L�argument �massue
 consiste �a utiliser le travail de Moore et Anderson ��� qui montre
que c et les dimensions des op�erateurs sont des rationnels d�es lors que la th�eorie est rationnelle�
Il existe une preuve qui se base sur l�article de Vafa ����� Elle consiste �a utiliser l�identit�e dite
�de la lanterne chinoise
 qui est une relation du groupe modulaire pour la sph�ere avec quatre
points marqu�es� a
n d�obtenir une relation entre les di��erentes dimensions conformes� Vafa
montre alors que les hi doivent  etre des rationnels� En prenant le d�eterminant de l�identit�e
matricielle �ST �� " C sachant que S� " C et C� " �� on montre que exp ���ic��� est
alg�ebrique et donc que c est rationnel� Cette preuve pr�esente l�avantage de n�utiliser que les
�equations de Moore et Seiberg�

	�� Justi�cation des hypoth�eses sur la structure des blocs conformes sur la

sph�ere avec quatre points marqu�es�

Je n�ai pas de justi
cation g�en�erale de l�hypoth�ese de rationalit�e que j�ai �enonc�e plus haut
sauf dans certains cas particuliers que je voudrais d�etailler ici� Il en est de m eme pour l�hypoth�ese
impos�ee sur l�alg�ebricit�e des coe�cients de la matrice F � Dans cette section� nous discuterons tout
d�abord l�hypoth�ese de rationalit�e des coe�cients du d�eveloppement de Puiseux des blocs ��� ���
puis nous passerons aux propri�et�e d�alg�ebricit�e des coe�cients de la matrice F � Nous discuterons
aussi de l�alg�ebricite des caract�eres sur le tore sans point marqu�e�

����� Hypoth�ese de rationalit�e

Nous allons montrer que l�hypoth�ese de rationalit�e des �a�b�n� est v�eri
�ee dans le cas des mod�eles
minimaux de Belavin� Polyakov et Zamolodchikov� ainsi que dans le cas des mod�eles de Wess�
Zumino et Witten associ�es �a un groupe de Lie compact� connexe et simplement connexe�

Commen#cons par les les mod�eles minimaux relativement �a l�alg�ebre de Virasoro� Dans la
suite� je noterai V " �nV �n	 un module de plus haut poids irr�eductible muni de sa gradua�
tion naturelle due �a l�action de L�� Le vecteur de plus haut poids sera not�e j�i� Les vecteurs
j�� fqgi " ��L�q�� � � ���L�qN �j�i forment un syst�eme g�en�erateur de V en temps que C �espace vec�
toriel� Nous en extrayons une base B et Bn d�esigne la base de V �n	 que nous obtenons par ce
proc�ed�e�

Nous pouvons �enoncer les r�esultats suivants	

� La forme contrag�ediente d�e
nie par la condition ��L�n� " ��Ln�
y dans la base Bn est le

produit de h�j�i par une matrice �a coe�cients rationnels�

� Soit ��a	�z� un op�erateur de vertex chiral au sens de Moore et Seiberg ���� entre les trois
repr�esentations irr�eductibles� unitaires et de plus haut poids Vi�Vj et Vk� alors les quotients

h�k� fqgj
�a	����j�ii � j�ji�
h�kj
�a	����j�ii � j�ji� et

h�kj
�a	����j�i� fqgi � j�ji�
h�kj
�a	����j�ii � j�ji�

sont rationnels

��



La premi�ere assertion provient de la rationalit�e des constantes de structure de l�alg�ebre de
Virasoro et de la rationalit�e des poids conformes et de la charge centrale dans les mod�eles minimaux�
La seconde est peu plus d�elicate� Nous avons besoin des propri�et�es d�entrelacement des op�erateurs
de vertex chiraux relativement �a l�alg�ebre de Virasoro� L�a encore� la rationalit�e des poids conformes
est essentielle� Consid�erons les �el�ements de matrice h�pj
�a	�j�i� fqgi�j�ji et h�p� fqgj
�a	����j�ii�
j�ji�� On utilise les formules suivantes qui se trouvent dans ����	

n � ��� ,��z�Ln� " Ln � �� ��
�
n��X
k��

�n� ���

k��n� �� k��
zkLn�k

�
������

n � ��� ,��z�Ln� " Ln � �� ��
�
��X
k��

�n� �� � � ��n� k � ��

k�
zn���kLk��

�
������

et les propri�et�es fondamentales suivantes	


�a	�z� � ��i � �j��,��z�Ln�� " �p�Ln� � 
�a	�z�������

d
�a	�z�

dz
" 
�a	�z� � ��Vi � �j�L����������

qui donnent les propri�et�es de commutation des op�erateurs de vertex chiraux avec l�alg�ebre de Vira�
soro� Ces formules permettent de calculer h�pj
�a	����j�i� fqgi�j�ji� en termes de h�pj
�a	����j�ii�
j�ji�� Je vais d�etailler ces expressions pour le calcul de h�p� fqgj
�a	����j�ii � j�ji�� Consid�erons

�p�LqN � � � ��p�Lq��

�a	����j�ii � j�ji�

o�u les entiers ql sont positifs� Comme j�ii et j�ji sont des �etats de plus haut poids pour l�alg�ebre
de Virasoro� en utilisant ����� ���� et ����� nous obtenons

h�p� fqgj
�a	����j�ii � j�ji� "
�
�D� � � � � � DN�


�a	�z��j�ii � j�ji�
�
z��

������

Dl " �ql � ��zqlhj � zql���z������

De plus� l��equation ���� montre que

h�pj
�a	�z��j�ii � j�ji� " h�pj
�a	����j�ii � j�ji�
zhi�hj�hp

������

Les dimensions hi �etant des rationnels� ceci montre que

h�p� fqgj
�a	����j�ii � j�ji�
h�pj
�a	����j�ii � j�ji� � Q

Par le m eme genre de raisonnement� on montre que	

h�pj
�a	����j�i� fqgi � j�ji�
h�pj
�a	����j�ii � j�ji� � Q

En
n� la forme quadratique d�e
nie par �i�L�n� " �i�Ln�
y v�eri
e	

h�i� fqgj�i� fq�gi
h�ij�ii � Q

En conclusion� les blocs conformes des mod�eles minimaux sur la sph�ere avec quatre points marqu�es
v�eri
ent l�hypoth�ese que nous avons impos�e�
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Consid�erons maintenant une alg�ebre de Lie simple g de dimension 
nie sur le corps des complexes
C � nous allons montrer que les th�eories minimales relativement �a l�alg�ebre a�ne g��	 v�eri
ent
l�hypoth�ese de rationalit�e� L�essence de la preuve r�eside dans l�existence des bases de Chevalley
pour les alg�ebres de Lie semi�simples qui permettent de construire g sur l�anneau Z� L�analogue des
formules ���� et ���� est donn�e par	

n � �� ,��z�J
a
n� " Jan � � � ��

�
nX

k��

n�

k��n� k��
zk Jan�k

�
������

n � �� ,��z�J
a
n� " Jan � � � ��

�
��X
k��

n � � ��n� k � ��

k�
zn�k Jak

�
������

Les repr�esentations de l�alg�ebre a�ne g��	 sont caract�eris�ees par une repr�esentation de plus haut
poids � int�egral de l�alg�ebre de dimension 
nie g ����� Soit V� cette repr�esentation de g��	� alors

V� "
M
n�N

V �n	
�

o�u V �n	
� " ker ����L��� �h� � n���� Comme d�habitude� h� d�esigne le poids conforme de Sugawara

���� associ�e �a la repr�esentation V�� L�espace V ��	
� est stable sous l�action des ���J

a
� � qui forment une

alg�ebre de Lie isomorphe �a g� C�est une repr�esentation de g de plus haut poids �� Soit g " h�n��n�
une d�ecomposition de g en une alg�ebre de Cartan et deux alg�ebres de Borel� on note j�i un vecteur
de plus haut poids du g�module V ��	

� � et jfq� ag� �i l��etat ���Ql J
al
�ql�j�i� Ces vecteurs forment une

famille g�en�eratrice du g��	�module V��

Consid�erons alors h�p� fq� agj
�a	����j�ii � j�ji� et utilisons ����� ce qui nous donne

h�p� fq� agj
�a	�z��j�ii � j�ji� " z
P

l
qlh�pj
�a	����j�ii � ���J

a�
� � � � JaN� �j�ji������

De plus� 
�a	�z� induit sur V ��	
�i
� V ��	

�j
un op�erateur d�entrelacement pour l�action de g lorsque l�on

projette sur V ��	
�p

�,��z�J
a
� � " Ja� � � � �� Ja� n�est autre que le coproduit usuel sur g� et de plus

si jyi � V ��	
�j

et jxi � V ��	
�i

et jzi � V ��	
�p

alors

hzj
�a	�z��jxi � jyi� " zhp�hi�hj hzj
�a	����jxi � jyi�

ce qui montre que
h�p� fq� agj
�a	����j�ii � j�ji�

ne d�epend que des �el�ements de matrice de l�op�erateur d�entrelacement induit par 
�a	 entre les
repr�esentations V ��	

�i
� V ��	

�j
et V ��	

�p
� On montre qu�il en est de m eme pour les �el�ements de matrice

h�lj
�b	����jfq� ag� �pi � j�ki��

De m eme en ce qui concerne la forme contrag�ediente	 elle est enti�erement d�etermin�ee par la forme
analogue sur la repr�esentation de dimension 
nie� On peut alors invoquer les r�esultats de Chevalley
et Serre ���� Section ����� qui montrent l�existence d�une base de g dans laquelle les constantes
de structure sont des rationnels� Dans ���� est expliqu�e comment construire une base de Chevalley
pour g� Mais au paragraphe ���� est expliqu�e que la structure d�alg�ebre de Lie sur Zd�eduite de la
base de Chevalley choisie est en fait ind�ependante de cette base� Nous la notons gZ�

��



Soit maintenant K une forme de Killing sur g� elle v�eri
e


�x� y� z� � g�� K��x� y�� z��K�y� �x� z�� " �

et donc� si il existe une base de g dans laquelle les constantes de structures sont rationnelles� il
existe un choix de forme de Killing rationnel au sens suivant��	 si �e��� est la base en question�


��� ��� K�e�� e�� � Q�

C�est une forme de Killing sur la Z�alg�ebre de Lie gZ�

Les relations de commutation de l�alg�ebre a�ne� extension centrale de C �t� t�� ��C g par C sont

�tn � x� tm � y� " tn�m � �x� y� � k
n��mK�x� y�

o�uK est une forme de Killing sur g� Donc� si k est rationnel� il existe une base de l�alg�ebre a�ne dans
laquelle les constantes de structure de g��	 sont rationnelles� Il s�en suit que la forme contrag�ediente
pour l�alg�ebre a�ne� �evalu�ee dans la repr�esentation V� associ�ee au poids �� est proportionnelle �a
une matrice rationnelle�

En ce qui concerne les op�erateurs d�entrelacement� nous proc�edons de m eme� Tout d�abord�
consid�erons D une repr�esentation de g de dimension 
nie sur C � D�apr�es ���� x������ il existe dans
D une base pour la structure de C �espace vectoriel qui est stable sous l�action de UZ� alg�ebre
enveloppante sur Zde la Z�alg�ebre de Lie gZ� En cons�equence� soit BD une de ces bases� VQ"
VectQ�BD� d�e
nit une Q�structure sur V qui est stable sous l�action de l�alg�ebre enveloppante UZ�
De ce fait� chaque �D�x� pour x � gQest un endomorphisme Q�rationnel de �V� VQ� au sens de ���
Chapitre �� x�� d�ef� �� et donc sa matrice dans la base BD est �a coe�cients rationnels�

Un op�erateur d�entrelacement u entre les repr�esentations D et D� de g est une application
lin�eaire � telle que


�x� u� � g�D� ���D�x�� u� " �D��x�� ��u�������

Choisissons alors les bases BD et BD� comme pr�ec�edemment� l��equation ���� devient un syst�eme
lin�eaire �a coe�cients dans Q� L�espace vectoriel des solutions sur Q a la m eme dimension que
l�espace vectoriel des solutions sur C � Nous pouvons donc choisir des Q�structures sur les espaces
d�op�erateurs d�entrelacement entre repr�esentations de g� En cons�equence� on peut travailler sur le
corps des rationnels pour la th�eorie des modules de plus haut poids et de dimension 
nie pour g�

Finalement� en combinant ce dernier r�esultat et ����� il existe une base de l�espace des op�erateurs
de vertex chiraux entre V�i � V�j et V�p telle que h�p� fq� agj
�a	���j�j�ii � j�ji� soit rationnel
pour tout descendant j�p� fq� agi de j�pi� Le m eme type de raisonnement montre la rationalit�e
de h�lj
�b	����j�p� fq� agi � j�ii�� En cons�equence� les blocs conformes sur la sph�ere avec quatre
points marqu�es des mod�eles de Wess�Zumino�Witten associ�es �a une alg�ebre de Lie semi�simple et
de dimension 
nie �sur C � v�eri
ent les hypoth�eses voulues sur les d�eveloppement de Puiseux des
blocs�

��Explicitons l�argument� l��equation d�invariance de la forme de Killing s��ecrit
P

d

fa�b

dKd�c � fa�c
dKb�d� � 


pour tout 
a� b� c�	 Les fa�b
c sont les constantes de structures de l�alg�ebre de Lie consid�er�ee	 C�est un syst�eme lin�eaire

homog�ene �a coe�cients rationnels que l�on r�esout sur le corps Qet qui poss�ede des solutions car le rang est ind�ependant
du corps de base	
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����� Hypoth�eses d�alg�ebricit�e

Dans cette section� nous allons discuter les hypoth�eses d�alg�ebricit�e des coe�cients des matrices
de Moore et Seiberg� Nous nous int�eresserons au cas de la matrice F � puis au cas de la matrice S
via la question de l�alg�ebricit�e des caract�eres sur le tore sans point marqu�e�

Sur l�alg�ebricit�e des �el�ements de matrice F Dans ce paragraphe� nous allons discuter bri�e�
vement les probl�emes li�es �a l�alg�ebricit�e des coe�cients de la matrice F de Moore et Seiberg� Nous
discuterons �egalement la forme et l�origine des coe�cients Aa et Ab qui apparaissent dans l��equation
�����

Deux faits �exp�erimentaux
 se sont impos�es dans l��etude des th�eories conformes rationnelles et
des �equations de Moore et Seiberg	

� A r�egles de fusion 
x�ees� les solutions des �equations de Moore et Seiberg associ�ees �a ces r�egles
fournissent une matrice F qui est toujours jaugeable �a une matrice �a coe�cients alg�ebriques�

� A partir d�une th�eorie conforme rationnelle� l��etude des monodromies des blocs sur la sph�ere
avec quatre points marqu�es fournit une matrice F jaugeable �a une matrice �a coe�cients
alg�ebriques�

Il est tentant de conjecturer que ces faits sont un ph�enom�ene g�en�eral pour toute th�eorie conforme
rationnelle� Toutefois� aucun embryon de preuve n�existe �a l�heure actuelle� Nous allons rappeler�
sans rentrer dans le d�etail� quel est l��etat de l�art sur l�exemple des mod�eles minimaux�

Dans le cas des mod�eles minimaux de Belavin� Polyakov et Zamolodchikov ���� un certain nombre
de r�esultats sont connus� Les blocs sur la sph�ere avec quatre points marqu�es faisant intervenir un des
deux champs primaires 
��� ou 
��� �avec les notations de ���� v�eri
ent des �equations di��erentielles
d�ordre deux qui se ram�enent� apr�es une transformation ad�equate� �a des �equations de Riemann�
Papperitz ����� Dans ce cas� nous savons associer �a chaque point base �a la Deligne ���	 �avec �i� j� �
f�� ���g� distincts� une base de solutions de l��equation di��erentielle qui fournit naturellement des
d�eveloppements de Puiseux de la forme

�t���� �
r
X
n�N

�a�b�n� �t���� �
n

o�u les coe�cients �a�b�n� sont rationnels ainsi que l�exposant r� Le calcul des �el�ements de matrice
de F relativement �a ces bases remonte au si�ecle dernier �voir ������ Toutefois� dans cette base� la
matrice F n�est pas toujours �a coe�cients alg�ebriques� Mais on montre qu�un simple changement
de base de la forme

F ����� 	
a�b �� A��a A��b F ����� 	

a�b������

permet de jauger la matrice F �a une matrice �a coe�cients dans Q� Ceci montre� d�une part que le
d�eveloppement de Puiseux de ces blocs est de la forme ����� et d�autre part que dans cette base� la
matrice F est �a coe�cients alg�ebriques�

L�extension de cette �etude aux autres blocs se trouve en partie dans le travail de Cremmer�
Gervais et Roussel ����� Ces auteurs y �etudient les blocs form�es par quatre champs de type 
��r�

��



et montrent que la matrice F est jaugeable �a une matrice dont les coe�cients sont les symboles �j
du groupe quantique Uq�sl���� o�u le param�etre q est une racine de l�unit�e� Vu l�expression de ces
symboles en termes de q� la matrice F est jaugeable �a une matrice �a coe�cients alg�ebriques� La
d�emarche suivie par ces auteurs proc�ede par �etapes	

� Ils calculent la matrice F dans le cas o�u un des quatre champs primaires intervenant dans le
bloc est 
����

� Par r�ecurrence� ils montrent comment d�eterminer les coe�cients Aa pour tout indice de vertex
a�

� En utilisant l��equation pentagonale ���� v�eri
�ee par F et par les symboles �j� ils montrent
que F est jaug�ee aux symboles �j par les coe�cients pr�ec�edemment mentionn�es�

L�avantage de cette m�ethode est qu�elle ne n�ecessite pas la d�etermination d�une base de solutions
des �equations de Belavin� Polyakov et Zamolodchikov pour chaque quadruplet de champs primaires
possible� Toutefois� il serait int�eressant d��etudier de plus pr�es les d�eveloppements de Puiseux des
blocs et de consid�erer le cas �a cinq points marqu�es�
 a
n de souligner la relation entre l��etude des
th�eories conformes et l�approche d�Ihara� On peut aussi se demander dans quels cas les blocs sur
la sph�ere avec quatre points marqu�es sont des fonctions alg�ebriques du birapport des quatre points
d�insertion� Cette question n�a pas �et�e beaucoup �etudi�ee dans la litt�erature� Nous esp�erons y revenir
ult�erieurement�

Sur l�alg�ebricit�e des caract�eres Nous rappelons ici l��etat de l�art concernant l�alg�ebricit�e des
caract�eres des th�eories rationnelles en genre un sans point marqu�e� La conjecture principale� qui
remonte �a la 
n des ann�ees ��� et qui a �et�e formul�ee pr�ecis�ement par plusieurs auteurs peut s��enoncer
ainsi	

Conjecture � Les caract�eres d�une th�eorie conforme rationnelle sont des fonctions alg�ebriques du
param�etre de Picard ��

Comme l�invariant j est une fonction rationnelle du param�etre de Picard �� il revient au m eme
de dire que les caract�eres sont des fonctions alg�ebriques de j� Cette conjecture est �equivalente �a la
suivante	

Conjecture � Le groupe modulaire SL��Z� agit sur les caract�eres au travers d�un de ses quotients
d�ordre 
ni�

En e�et� soit � 	 SL��Z�� H��� la repr�esentation de SL��Z� fournie par les caract�eres� notons
/� son noyau� Introduisons /���� " /� � /��� qui est un sous�groupe distingu�e du sous�groupe
principal de congruence de niveau deux de SL��Z�� not�e /���� Les caract�eres sont des fonctions
holomorphes sur le quotient du demi�plan de Poincar�e par /����� Comme /���� est un groupe

��Il s�agit alors de d�eveloppements �a deux variables	

��



distingu�e d�indice 
ni dans /���� �H�/���� " X� est une surface de Riemann compacte��� De plus�
si �a la classe de � � H modulo /����� on associe sa classe modulo /���� on d�e
nit une application

holomorphe � 	 X� � P��C � � �h�/��� qui rami
e seulement au dessus de f�� ���g� En conclusion�
chaque caract�ere est une fonction m�eromorphe sur une surface de Riemann compacte qui� de plus�
est d�e
nie sur Q�

Rappelons au passage que� dans le cas des mod�eles minimaux de BPZ� le sous�groupe /� est
un sous�groupe de congruence de SL��Z�� Il en est de m eme dans les mod�eles de WZW associ�es
au groupe SU�N� pour toutes valeurs du niveau et pour les th�eories de type Z�NZpour tout
N � N�� Nous ne savons pas si cela est une caract�eristique g�en�erale des th�eories rationnelles� Plus
g�en�eralement� il serait int�eressant de caract�eriser quels sous�groupes de SL��Z� peuvent appara $tre
comme noyau de la repr�esentation � associ�ee �a une th�eorie conforme rationnelle�

Pour 
nir� comme l�a fait remarquer M� Kontsevich� cette conjecture est �etro $tement reli�ee �a
une conjecture plus g�en�erale de Grothendieck sur les syst�emes d��equations di��erentielles lin�eaires
de la forme

du

dz
" A�z�� u�z�������

o�u A�X� est une matrice carr�ee �a coe�cients dans Q�X�� Cette conjecture permet� si elle est
vraie� de d�ecider si un syst�eme d��equations di��erentielles de la forme pr�ec�edente admet une base
de solutions alg�ebriques� Dans le cas des th�eories conformes� les �equations en question sont� par
exemple� les �equations di��erentielles d�Eguchi et Ooguri ���� exprim�ees dans le param�etre de Picard
�� Le crit�ere utilis�e fait intervenir les di��erentes r�eduites du syst�eme d��equations di��erentielles
modulo chaque nombre premier ����� A notre connaissance� l�analyse de ces r�eduites dans le cas des
�equations di��erentielles issues de th�eories conformes n�a jamais �et�e abord�ee aussi bien dans le cas
du tore �g� n� " ��� �� que dans le cas de la sph�ere avec quatre points marqu�es �g� n� " ��� ��� Nous
renvoyons le lecteur int�eress�e �a ��� et ���� pour plus de d�etails�

	�� Action sur les th�eories topologiques d�eduites des solutions des �equations
de Moore et Seiberg�

Nous allons maintenant d�eduire des consid�erations pr�ec�edentes une action du groupe de Galois
sur les th�eories topologiques� Un �el�ement � de Gal�Q�Q� transforme une solution S des �equations
de Moore et Seiberg en une autre solution ��S des �equations de Moore et Seiberg� Pour chaque
solution des �equations de Moore et Seiberg� on sait associer �a chaqueM � homMa������ �� un nombre
Z�M � alg�ebrique sur Q� Comme la proc�edure de construction ne fait appel qu��a des additions et
multiplications� nous avons	


M � homMa������ ��� ��ZS �M �� " Z��S �M �������

Ceci d�ecrit l�action du groupe de Galois au niveau des fonctions de partition� Remarquons que le
groupe de Galois relie des invariants num�eriques di��erents�

Dans ce qui va suivre� nous allons d�ecrire quelles sont les donn�ees minimales utilis�ees pour
le calcul des fonctions de partition� Puis� nous discuterons l�extension de ces id�ees au cas des

��L�ouvrage de Shimura ���� explique comment traiter les �cusps� et les �eventuels points �xes sous l�action du
sous�groupe ��
��	

��



th�eories topologiques d�eduites des solutions des �equations de Moore et Seiberg� Il appara $t alors
une di�cult�e� qui provient sans aucun doute d�une formulation un peu inadapt�ee et qui est li�ee �a
une ambigu($t�e li�ee au choix de la Q�structure dans les espaces HN � N � Ob�Ma���� � pour ces
th�eories de champs�

En e�et� dans ces th�eories tridimensionnelles� on d�e
nit les Q�structures par le choix d�une
base dans chaque Hg�n� Bien entendu� ces bases sont associ�ees �a des graphes trivalents munis
de framing� plong�es dans des tores pleins et la principale subtilit�e provient que di��erents graphes
ne d�e
nissent pas la m emeQ�structure surHg�n� Toutefois� toutes cesQ�structures sontQ��equivalentes

et �compatibles
 au travers de l�action de Gal�Q�Q� comme on va le voir�

����� Quelles sont les donn�ees minimales pour d�e�nir une th�eorie topologique tridi

mensionnelle�

Tout d�abord� il est important de d�eterminer quelles sont les donn�ees minimales qui sont utiles
pour d�e
nir une th�eorie tridimensionnelle selon la prescription donn�ee dans ����� En fait� il su�t
de conna $tre

S�
� F ����

�q
S�

j�S�
�

�
j

exp ���i
c

�
�������

pour calculer toutes les fonctions de partition�� dans la th�eorie topologique� Nous noterons KS
l�extension normale de Q engendr�ee par ces donn�ees dans le cas d�une solution S des �equations de
Moore et Seiberg� Une question importante� mais non r�esolue� est de savoir quels corps de nombres
sont obtenus de cette mani�ere�

Donn�ees n�ecessaires En e�et� nous savons que si �M�K� est une vari�et�e sans bords se d�eduisant
de �S�� +K� par chirurgie le long de l�entrelac L� alors�

Z�M�K� " exp

�
���ic��L�

�

�X
C

�
nY

k��

SCk
�

�
Z�S�� LC� +K�������

o�u� contrairement �a ����� je suppose que L est muni de son framing originel et non du framing
z�ero� Ceci montre qu�il su�t de savoir quelles donn�ees minimales servent �a calculer les fonctions de
partition dans S��

Soit K un graphe trivalent colori�e� muni d�un framing et plong�e dans S�� nous coupons �S�� K� "
�S�� K����S�� K�� par une sph�ere avec n points marqu�es� Les couleurs des lignes coup�ees par cette
sph�ere sont �j�� � � � � jn�� Nous avons alors	

Z�S�� K� "
X
C

Z�S�� K��cGC�Z�S��GC�K��

S�
�

�
�

nY
l��

S�
�

S�
jl

��
�

������

Cette formule est �a la base de la m�ethode de la matrice de transfert pour le calcul de Z�S�� K��

On choisit une fonction de Morse pour �S�� K� �au sens de ���� Section �������� Nous supposons
que le framing est normal au plan de projection choisi pour K� De toutes fa#con� changer de framing

��Ce sont les scalaires Z�M � pour tout M � homMa���
�� ��	

��



ne fait qu�introduire des facteurs exp ���ihj�� Alors� en utilisant plusieurs fois ���� on montre que
Z�S�� K��S�

� se calcule en fonction des S�
j�S�

� et des fonctions de partitions de S� d�ecor�ee par un
des graphes suivants��	

Pour les deux graphes de droite� nous nous ramenons facilement� en coupant le long de sph�eres avec
deux points marqu�es� aux fonctions de partition

Z�S��

�

�

�
�
�
�
�
�

�
��

�
��

a b

bc bd

p

q

� et Z�S��

��
�
�
�
�
�

A
A
A
A
A
A

�

��
�HHH

a b

bc
bd

p

q �

ainsi que la fonction de partition correspondant �a B���� multipli�ees par un produit de �S�
i�S�

���
��
En termes des donn�ees de Moore et Seiberg� les fonctions de partitions ci�dessus valent	s Y

k������ ��

S�
ik

S�
�

Bp�q���

�
c d
a b

�
et

s Y
k������ ��

S�
ik

S�
�

Fp�q

�
c d
a b

�
�

En cons�equence� les donn�ees minimales sont bien celles de la liste ���� car B��� s�exprime en
fonction de F et de ���� et les exp ���ihj� se calculent en fonction de ����� tout simplement en
mettant une des pattes �a z�ero�

Finalement� il ressort de ces consid�erations que les donn�ees minimales pour le calcul des fonctions
de partition sont bien donn�ees par la liste ����� Nous allons maintenant examiner l�action du groupe
de Galois au niveau de la th�eorie topologique tridimensionnelle� et les probl�emes li�es au choix des
Q�structures sur les espaces Hg�n�

Corps engendr�es par les donn�ees de Moore et Seiberg Les nombres exp ���ic��� et
exp ���ihj� sont clairement inclus dans un corps cyclotomique� Comme nous l�avons d�ej�a signal�e�
on sait �egalement dire des choses sur le corps engendr�e par les �el�ements de matrice de S� En par�
ticulier� le corps engendr�e par les �el�ements de matrice de S ainsi que celui engendr�e par les ��j	i

sont inclus dans un corps cyclotomique� De plus� A� Coste m�a inform�e de la possibilit�e de calcu�
ler explicitement et en toute g�en�eralit�e l�action d�un �el�ement � � Gal�Q�Q� sur la matrice S� De
mani�ere pr�ecise� on montre que ����	

Proposition �� Le corps M " Q��Sij�i�j� est une extension normale de Q� au plus quadratique

par rapport �a L " Q����j	i �i�j�� De plus� pour tout � � Gal�M �Q�� il existe � � SI et i �� ���i� " ��
tels que


�i� j� � I�� ��Si
j� " ���j�Si

��j	 " ���i�S��i	
j������

�	Par soucis de lisibilit�e le coloriage n�appara��t pas sur la �gure	 En�n� nous omettons le graphe obtenu en tressant
les deux lignes �dans l�autre sens� mais il doit �etre consid�er�e	

��



et qui v�eri
ent �� k� " d��k� et ��� k� " ���k��

Signalons que ce r�esultat provient essentiellement du fait que les sous�espaces propres communs
aux matrices Ni " �Ni�j

k�j�k sont des droites� Nous donnons ici une preuve de la proposition �� qui
met l�accent sur ce point ainsi que sur les relations v�eri
�ees par S et C�

Preuve � Notons Ni la matrice dont les coe�cients sont les Ni�j
k� Introduisons �egalement ,i la

matrice diagonale dont la valeur propre d�indice j est �
�j	
i " Si

j�S�
j� La formule de Verlinde� qui

est une cons�equence des �equations de Moore et Seiberg ����

Ni�j
k "

X
n

Si
n Sj

n Sn

k

S�
n

������

se traduit par

Ni " S,i S
��������

SoitM une matrice carr�ee �a coe�cients dans Q� et � � Gal�Q�Q�� on note ��M� la matrice obtenue
en faisant agir � sur chaque coe�cient�

Remarquons que ��,i� est encore diagonale� Elle poss�ede le m eme ensemble de valeurs propres
que ,i	 ce sont les racines du polyn ome caract�eristique de Ni qui sont simplement permut�ees par
�� En appliquant � aux deux membres de ����� nous trouvons	

Ni " ��S���,i���S�
��������

En cons�equence� ��S� diagonalise simultan�ement toutes les matrices Ni� Utilisons alors le Lemme
suivant ����	

Lemme � Tout sous espace propre commun �a toutes les matrices Ni est une droite�

En cons�equence� il existe � � SI et i �� ���i� � C � tels que	


�i� j� � I�� ��Si
j� " ���j�Si

��j	������

La sym�etrie de S entra $ne que	


�i� j� � I�� ���j�Si
��j	 " ���i�S��i	

j������

Il reste �a montrer que ���j� " ��� Pour cela� nous allons utiliser les relations modulaires v�eri
�ees
par S et C	

S� " C������

SC " CS " S�������

En appliquant � aux deux membres de ����� nous obtenons


�i� j� � I�� ���i����k� 
��i	
d��k	 " 
i


k������

��



et donc �
�� k� " d��k�
���k���� k� " �

������

Appliquons maintenant � aux deux membres de SC " S�� il vient�
���Si

j��� " ��Sb�j� " ���b��S��b�	j
���Si

j��� " ��Si
b�� " ���i�S��i	

b�������

Utilisons manitenant SC " CS et ��b�� " d��i�� nous obtenons ���bk� " ���k� pour tout k � I �
Comme ���k���� k� " �� nous en d�eduisons que pour tout k � I � ���k� " ���

Ceci conclut la preuve de l�existence de � � SI et i �� ���i� " �� tels que


�i� j� � I�� ��Si
j� " ���j�Si

��j	 " ���i�S��i	
j������

La formule ���� montre imm�ediatement que M est une extension normale de Q car elle est
globalement stable par tout �el�ement de Gal�Q�Q�� Soient � et �� deux �el�ements de Gal�M �Q��
nous avons

� ���Si
j� " ���i�����j�S��i	

���j	 " ����Si
j�

et donc le groupe de Galois Gal�M �Q� est ab�elien� En cons�equence��� M est inclus dans une exten�
sion cyclotomique de Q� �

Nous pouvons maintenant comparer les groupes /M" Gal�M �Q� et /L " Gal�L�Q�� Les corps
M et L sont reli�es tr�es simplement	 comme

Si
j " S�

� �
�j	
i �

��	
i������

nous voyons que M " Q�L� S�
��� De plus� nous savons que

X
k

�S�
k�� " �S�

���
�X

k

����	k ��
�

" �������

Ceci montre que M co($ncide avec L ou bien en est une extension quadratique� Deux cas sont �a
distinguer	

� Lorsque S�
� � L� alors M " L et /L " /K �

� Si S�
� �� L� le degr�e de M par rapport �a L est exactement deux� Nous avons une suite exacte

� �� Gal�M �L�
��f��g��	

�� /M�� /L � �������

car M est une extension normale de L�
��C�est l�argument de De Boer et Goeree	
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En revanche� dire quelque chose �a priori sur les �el�ements de matrice F ne semble pas �evident�
Dans les exemples que nous connaissons� on peut� par une transformation de jauge� se ramener
au cas ou les coe�cients F appartiennent �a un corps cyclotomique� Nous n�avons pas �a ce jour
d�explication conceptuelle de ce fait� ni m eme de preuve g�en�erale s�appuyant sur les �equations de
Moore et Seiberg comme nous venons de le faire pour S�

Il serait int�eressant de pouvoir r�epondre �a cette question	 que dire du corps KS pour une
solution S des �equations de Moore et Seiberg� Est�ce que les donn�ees de Moore et Seiberg voient la
partie �non�ab�elienne
 de Q �i�e� celle qui n�est pas incluse dans Qab�0 Peut� etre qu�une meilleure
compr�ehension de la relation entre la g�eom�etrie des espaces des modules des sph�eres avec cinq
points marqu�es� et la g�eom�etrie de l�espace des courbes elliptiques avec deux points marqu�es et une
d�ecoration ad�equate permettra $t d�avancer sur ces questions�

����� Ambigu��t�e dans le choix des Q
structures sur les espaces Hg�n�

Nous consid�erons une th�eorie topologique d�eduite d�une solution des �equations de Moore et
Seiberg au sens de ����� Je noterai S� la liste ���� relative �a cette solution�

Soit �g� n� un couple d�entiers� nous avons introduit pour chaque graphe ms dans Yg�n�Pg�n�
une base BG � Les vecteurs de cette base s�obtiennent �egalement en appliquant 
 �a des tores pleins
standard dont le ��squelette est le graphe ms consid�er�e� Nous �ecrivons BG " �jTg�GCi�C qui est
orthogonale mais non orthonorm�ee������	

hTg�GCjTg�GC�i " 
�C���C� �

Q
k����n�S�

jk

�S�
��g����n
�	

������

et nous l�orthonormalisons par

jG� Ci " jTg�GCi
k jTg�GCik������

Cette nouvelle base sera not�ee eBG � Le choix de eBG d�etermine une Q�structure sur Hg�n� Changer
G change la Q�structure�

Pr�ecis�ement� si G� d�esigne un autre graphe� nous savons qu�il existe une matrice de changement
de base P �G�G ��	

jG� Ci "
X
C�

P �G�G��jG �� C�i������

est La formule ���� montre que la matrice P �G�G�� est �egalement la matrice de changement de
base entre BG et BG� � En cons�equence� ses �el�ements de matrice sont dans le corps KS� � Avec nos
hypoth�eses� cela entra $ne que P �G�G �� � Mdim�Hg�n	�Q�� Sur chaque Hg�n� nous disposons donc
d�une Q�structure naturelle et de plusieurs Q�structures�

Nous avons vu en section ��� une action naturelle de Gal�Q�Q� sur les th�eories topologiques
�a valeurs dans une cat�egorie de Q� munies de Q structures compatibles au vide� au dual et aux
produits tensoriels� Nous aimerions pouvoir dire que l�action de Galois sur les solutions des �equations

��j�� � � � � jn d�esignent les couleurs des pattes externes de GC	

��



de Moore et Seiberg d�ecrite dans les sous�sections pr�ec�edentes induit cette action naturelle sur la
th�eorie topologique tridimensionnelle� Toutefois� l�ambigu($t�e dans le choix des Q structures sur les
di��erents espaces Hg�n montre que nous ne pouvons proc�eder aussi directement�

Nous aimerions ne pas avoir cette ambigu($t�e de Q�structure �a discuter� Pour le moment� je n�ai
pas trouv�e de formulation qui me convienne mais nous allons donner un angle d�attaque possible
de ces probl�emes� Bien entendu� ce qui va suivre est n�est encore qu�une �ebauche�

Pour aller plus loin� on aurait envie de privil�egier une strat�egie o�u l�on consid�ere qu��a chaque
graphe G est associ�e un espace vectoriel� et que� pour des graphes distincts� ces espaces vectoriels
sont distincts mais isomorphes� En passant� on remarque que cette remarque va dans le sens des
id�ees de Grothendieck� En e�et� si on se souvient qu�un groupe est une cat�egorie avec un seul
objet� une repr�esentation lin�eaire du groupe est un foncteur de cette cat�egorie dans la cat�egorie
des espaces vectoriels� L�image de l�unique objet de la cat�egorie groupe est alors l�espace vectoriel
sous�jacent �a la repr�esentation� Dans le cas du groupo($de� nous avons plusieurs objets� Si on appelle
repr�esentation lin�eaire du groupo($de� un foncteur �a valeurs dans la cat�egorie des espaces vectoriels
�sur un corps de base donn�e�� nous ne pouvons plus parler d�un unique espace vectoriel sous�jacent�
Il y en a un pour chaque objet du groupo($de��� Si les di��erents graphes G sont reli�es aux di��erents
points base ��a la Deligne
 d�une des variantes de la Tour de Teichm�uller �qui correspond aux
d�ecoupes en pantalons�� alors il y a lieu de d�e
nir un espace vectoriel pour chacun de ces graphes�
Comme j�estime que ce que je sais sur ce point n�est pas encore satisfaisant� je n�en dirai pas plus�

Ceci sugg�ere qu�il serait sans doute plus naturel d�utiliser une version des th�eories topologiques
tridimensionnelles dans laquelle on associe un espace des �etats non pas seulement �a un objet de
Ma��� mais �a une surface munie de structures suppl�ementaires de sorte que les matrices de change�
ment de base apparaissent comme des matrices d�isomorphismes entre espaces vectoriels di��erents
et non des matrices de changement de base dans un m eme espace vectoriel� Nous pensons cepen�
dant qu�une r�e�exion plus approfondie sur la Tour de Teichm�uller est n�ecessaire a
n de pouvoir
introduire la notion de th�eorie topologique la plus naturelle dans ce cadre�

� Conclusion

��� Comparaison avec d
autres travaux

La construction que nous avons donn�e des th�eories topologiques tridimensionnelles �a partir des
solutions des �equations de Moore et Seiberg recoupe un certain nombre de travaux d�ej�a existants�
Toutefois� et �a notre grand regret� un dictionnaire complet et pr�ecis entre les principaux d�entre
eux n�existe pas encore� Le principal obstacle� du point de vue �Moore et Seibergien
 que nous
avons adopt�e� provient de la di�cult�e �a r�esoudre ces �equations� La m�ethode la plus �naturelle

pour attaquer ce probl�eme� qui a �et�e sugg�er�ee par Moore et Seiberg eux�m emes ����� consiste �a se
donner les r�egles de fusion et �a calculer les di��erentes matrices F � ����� S et T �

Force est de constater que� m eme dans le cas des mod�eles de WZW associ�es au groupe SU���
au niveau k� ce programme n�a pas �et�e men�e �a terme� Les travaux dont nous avons eu connaissance

��



sont les suivants	

� Dans ����� les auteurs d�etaillent la r�esolution des �equations dans quelques cas �a petit nombre
d�indices de couleurs� ainsi que dans le cas de r�egles de fusion �de type groupe ab�elien
� En
collaboration avec A� Buhot et D� Carpentier et L� Gallot� nous avons red�eriv�e ces r�esultats
��a quelques signes pr�es�����

� Dans ����� on montre comment obtenir les matrices S et T ainsi que les r�egles de fusion
qui correspondent aux orbifolds des th�eories conformes holomorphes� Plus tard� Dijkgraaf�
Pasquier et Roche ont construit une quasi�alg�ebre de Hopf dont la th�eorie des repr�esentations
fournit pr�ecis�ement les m emes r�egles de fusion� En principe� il est donc possible de calculer
les matrices de Moore et Seiberg correspondantes� La construction de th�eories topologiques
tridimensionnelles� �a la Reshetikhin�Turaev a �et�e e�ectu�ee dans ce cas par Altsch�uler et Coste
����� Toutefois� la d�etermination explicite des matrices de Moore et Seiberg n�a pas �et�e faite�
hormis le cas des matrices S et T �

� Dans ����� on calcule les matrices S et T �a partir de r�egles de fusion de type groupe ab�elien�
Dans le cas o�u les r�egles de fusion obtenues dans ���� sont de �type groupe
 associ�ees �a un
groupe cyclique� nous avons explicit�e la correspondance entre les r�esultats de ���� et ����
�voir ���� Chapitre ���� De plus� dans ce cas� la construction d�Altsch�uler et Coste fournit des
repr�esentations non projectives des groupes modulaires� ce qui est compatible d�une part avec
le fait que c � � �mod �� dans les orbifolds de th�eories holomorphes ����� et d�autre part avec
le fait que le cocycle que nous avons obtenu est une puissance enti�ere de exp ���ic����

� Dans leur �etude des mod�eles minimaux ����� Cremmer� Gervais et Roussel ont calcul�e les
�el�ements de matrice de F � Leur m�ethode est bas�ee sur l��etude de la monodromie de certains
blocs conformes et l�utilisation de l��equation pentagonale pour d�eterminer de proche en proche
les di��erents �el�ements de matrice�

Signalons �egalement que l�action de Galois sur les fonctions de partition de vari�et�es tridimen�
sionnelles orient�ees� compactes� sans bords et sans d�ecoration dans les th�eories avec r�egles de fusion
de type Z�NZa �et�e �etudi�ee dans ���� Le lecteur y trouvera une illustration concr�ete des id�ees d�eve�
lopp�ees ici� Le nombre d�orbites de telles fonctions de partitions sous l�action de Galois est de deux
�respectivement une� quand N � �� � �mod �� �respectivement N � �� � �mod ���� Les invariants
obtenus co($ncident avec ceux donn�es par Kohno dans �����

��� Perspectives

Nous esp�erons que le lecteur se sera convaincu de la n�ecessit�e de fonder le travail de Moore et
Seiberg sur des bases saines� De mani�ere �equivalente� il nous semble crucial de donner une bonne
d�e
nition de la �Tour de Teichm�uller
 entrevue par Grothendieck ���� Paragraphe ��� Ensuite� la
d�e
nition et l��etude de repr�esentations de cette Tour appara $t comme naturelle�

Un tel travail permettrait sans doute de clari
er relation entre d�une part les th�eories topo�
logiques tridimensionnelles et les �equations de Moore et Seiberg� et d�autre part la th�eorie des
repr�esentations de la Tour� Nous conjecturons en e�et qu�une certaine classe � �a pr�eciser � de
repr�esentations de la Tour� fournit les solutions des �equations de Moore et Seiberg� et donc� des

��



th�eories topologiques tridimensionnelles� A partir de l�a� les constructions que nous avons pr�esen�
t�ees ici pourront sans doute  etre reformul�ees d�une mani�ere beaucoup plus pr�ecise et �el�egante� En
particulier� les arbitraires dans la d�e
nition des tores pleins standard montrent bien que notre
formalisme n�est pas le plus adapt�e au probl�eme� De m eme� on aimerait bien voir le groupe des
permutations sur les n points marqu�es jouer un r ole plus transparent�

Nous avons �egalement sugg�er�e dans la section � pourquoi selon nous� la traduction de l�action de
Gal�Q�Q� sur la Tour n�est autre que l�action naturelle de Galois sur la th�eorie topologique �celle�ci
�etant d�e
nie sur Q�� Bien s ur� ceci n�est que conjectural mais il serait int�eressant de con
rmer ce
fait et d�en d�eduire les cons�equences pour la famille des invariants topologiques en dimension trois
d�eduits des solutions des �equations de Moore et Seiberg� L��etude des fonctions de partition dans
les th�eories Z�NZque nous avons mentionn�e plus haut n�est qu�une premi�ere �etape dans cette
direction� De m eme� il serait int�eressant de comprendre la structure de ces classes d�invariants et
de les comparer aux invariants de Vassiliev�
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