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Résumé

Nous étudions la complexité pour calculer certains polyndémes dans
des semi-anneaux puis la comparons avec celle des mémes polynémes mais
dans un modele de calcul moins limitatif (anneau par exemple). Un gap
exponentiel peut étre obtenu. Pour montrer cela, nous allons dans une
premiére partie définir un modele de calcul, dans la seconde partie, nous
allons donner des bornes inférieures dans ce modele de calcul. Dans la
troisieme partie, nous allons les appliquer dans différents cas. Enfin nous
discuterons des performances de ce modele de calcul.

1 Modele de calcul

Comme nous ne savons toujours pas si P = #P (ou non) car cette question
est difficile, il est souvent utile, et surtout beaucoup plus simple de se placer
dans le cadre de modeles de calculs simples.

Nous nous plagons dans un semi-anneau. C’est a dire que 'on munit un
ensemble S d’une opération @ associative et commutative (son neutre est noté
0) et d’une opération ® commutative et distributive sur & (son neutre est noté
1) et tel que Vs € S,s®0 = 0. Nous avons donc un anneau sans soustraction ni
division ni nombres strictement négatifs.

Exemples Les systemes suivants sont des semi-anneaux :
- (07 1L, V, A0, 1)
- R=(R",+,-,0,1)
- M = (R™, min, +, +00, 0)
Voici maintenant un ensemble de définitions concernant les polynomes

Définition 1

— Soient X = {x1,...,x,} un ensemble d’inderterminées. On appelle monéme
un objet de la forme m = l’zf x? --xin et un polynéme p = @(il7_“7%)6Nna(ih___ﬂ;n)x’f'
T2 ... xin. Cette écriture définit un unique polynoéme.

— mon(p) est I'ensemble des mondémes de p tels que a,, # 0

- deg(m) = Z_?:l Z‘j et deg(p) = maXmEmon(p) deg(m)

— p est homogene si tous ces monomes ont le méme degré.

— p est linéaire si chaque mondme est linéraire en ses indéterminées (i; €

{0,1})

— vp: 8" — S est la fonction associée au polynéme p



Remarque v n’est pas nécessairement injective, il peut exister deux polynomes
p et p’ tels que vp = vp'. Clest ce qui est utilisé en abondance dans ’article
présenté il y a deux semaines : “A lower bound for monotone arithmetic circuits
computing 0-1 permanent”.

Le modele de calcul est celui des circuits arithmétiques de degré entrant de
chaque nceud (autre que ceux d’entrée) égal a 2 et de degré sortant égal a 1.
On note génériquement p le noed de sortie et I' le circuit. On note nodes(Z)
I’ensmble des nceds de = un sous-ensemble connexe de I'.

A chaque noeud, il est possible d’associer le polynéme “calculé” par le sous-
circuit ayant pour sortie ce nceud. On confondra sans se priver un nceud et son
polyndéme associé afin de ne pas surcharger les notations.

Définition 2

Pour tout «, nceud de I, on peut définir
— complement(a) I'ensemble {m tq Vm' € mon(a),mm’ € mon(p)}
— content(a) ensemble {mm’ tq m € complemen(a),m’ € mon(«a)}

Dans toute la suite on se place dans le cas de polynomes linéaires. Ils sont
donc nécessairement calculés par des circuits multiplicativement disjoints. Pour
chaque noeud « et m € mon(«) on peut définir le développement PT' (o, m) de
T' qui calcule m et qui a pour porte de sortie a.

Remarque Un des théoréemes important de I'article sur les 0-1 permanents
donne la forme général des circuits qui les calculent. Ils ne sont pas mutltiplica-
tevement disjoints. Toute la suite differe donc un peu.

Définition 3
La ®-complexité d’un circuit I' est simplement le nombre de portes ® dans T'.

Remarque 1l y a la encore une différence avec 'article calculant le 0-1 per-
manent. Dans toutes la suite nous allons nous intéresser uniquement a la ®-
complexité alors que dans I'article du 0-1 permanent s’intéressait a la complexité
totale en nombre de portes et pour cela utilise un circuit alterné : les portes @
et ® sont alternées. Il est précisé que cela, au pire, multiplie la complexité par
2. 11 est ici possible d’avoir des résultats qui different entre les deux articles.
En effet, imaginons un circuit qui a O(n) portes ® et O(2"™) portes @, alors
cet article donnera une complexité en O(n) alors que I’article du 0-1 permanent
donnerait O(2").

2 Théorémes de bornes inférieures

Dans toute cette section, je vais énoncer les théoremes donnés par 'article
sans donner leur preuves dans le détail. Je ne donne que ’idée principale.

Théoreme 1
Soit m un élément de mon(p). Si a € nodes[PT (p,m)] alors m € content(a)



Preuve On note m, le monéme calculé par a dans PT'(p, m). On montre en-
suite par induction sur les noeuds de PT'(p, m) qu’il existe m., tel que mam., =
m et VYn € mon(a), m/,n € mon(a). Cela signifie que m/, € complement(a) et
m € mon(a), d’ou le résultat m = mym,, € content(c).

Et dans la “vraie vie”, qu’est ce que cela dit ? En substance, cela veut dire
qu’un noeud ne peut pas appartenir a beaucoup de développements de I'; et
c’est justement ce “pas beaucoup” qui va devenir une borne inférieure par la
suite.

Définition 4
Soit T' un développement de I'. Le poids de T est défini par :

w(T) = Z |content(a)| ™"

ace®—noeuds(T)

Théoréme 2

Z w(PT(p,m)) < |® —noeuds(T)|

meEmon(p)
Preuve
[{m tq «a€ ® —noeuds(PT(p,m))}|
w(PT(p,m)) =
memzon(p) a€®—§ud5(l‘) |content(a)
< Z [{m tq m € content(a)} |
- |content(«)

a€E®—noeuds(I")

L’inégalité est obtenue grace au théoreme 1.

Voila, nous avons une borne inférieure sur le nombre de noeuds ®. Il nous
reste maintenant a lier le poids des développements de I avec le polynéme qu’il
calcule. Et maintenant, il y a un gros truc pas naturel du tout que ’auteur sort
de son chapeau, et on ne voit pas trop ce qui fait marcher le truc, mais bon, ca
marche.

Supposons qu'il existe une fonction ¢(r,d) avec 2 < r < deg(p) et 1 < d <
[7/2] qui satisfasse :

c(r,d) > max {|content(a)| tq « € @ —noeud(T"),deg(a) = r,deg(pred(a)) = {d,r —d}}

Théoréme 3
Si W est défini par

W) <0

- W(r) <min{W(d) +W(r —d) + (c(r,d)"", 1 <d < [r/2]}
alors Vo € nodes(T'), m € mon(a), w(PT(a,m)) > W(deg(a))

Preuve Par induction sur I'arbre.
Mais ce qui est important, c’est surtout le corollaire suivant :

Corollaire 1
Pour un polynéme p, linéaire et homogéne, |mon(p)|-W(deg(p)) < ®-complexité
de p.

Voila la partie pénible est finie, maintenant, nous allons appliquer ce résultat
dans 3 cas concrets.



3 Applications

Il y a deux autres applications dans le papier original, mais elle sont moins
intéressantes en terme d’étude de complexité. La bonne nouvelle, c’est donc
que toute la machinerie mise en place dans la partie précédente ne sert pas
uniquement a calculer une borne inférieure du permanent.

3.1 Multiplication de matrices

Ce premier exemple est le plus simple. Nous allons calculer une borne inférieure
pour la multiplication d’une chaine de ¢t matrices n x n,
2
[X]i; = XMW x®. "X(T)]ij _ @ 1’5112)3?5223 ng;
1§i)€ S’I’L

Nous avons alors n? polynémes & calculer, ce qui n’est pas trés pratique. Voici
donc comment nous nous ramenons & un seul polynéme'. Nous allons d’abord
définir un polynéme p = @ngn X; ce qui nous donne

o W @ 0
p= @ ‘ri1i2xi2i3 T xit'HJrl

1<ir<n

. Nous remarquons que ce polynéme est potentiellement moins ®-complexe que
de calculer chacun des coéfficients séparément. Une petite astuce nécessaire pour
la suite, fait que nous allons en fait considérer le polynéme p suivant :

r= P e g3 O D)

11929213 (XN g PR ST
1<ix<n

Nous avons alors
®-complexité(p)—n? < ®-complexité(p)< ®-complexité

Nous alons donc maintenant chercher une fonction ¢ qui satisfasse aux hy-
potheses du théoreme 3. Pour faire cela, la démarche est dans la méme dans
les 3 applications. Nous allons considérer trois polynomes u,v,w de degrés
d,r—d,deg(p) — r tels que mon(uvw) C mon(p) et leur associer trois ensembles
I,, I, et I, qui partitionnent {1,2,...,deg(p)}, ce qui nous permettra de cal-
culer une fonction ¢ en minorant |mon(uvw)).

Pour la multiplication d’une chaine de matrices, nous choisisson I, I’ensemble
des exposants des indéterminées qui sont dans ¢q. Nous avons donc triviallement
L., I, et I, disjoints et ils partitionnent comme voulu {1,2,...,¢t+ 1}.

Considérons maintenant I’ensemble A des articulations défini par A = {k €
{1, + 1} tel que k et k — 1mod(t + 1) soient dans deux ensembles différents }.

Nous avons alors |mon(uvw)| < ntT1=MAI Si r < ¢t + 1 alors |A] > 3 et si
r=1t+1,]A| > 2. Nous posons donc

[ nt72 (r<t+1)
ofr,d) = { nt=1 (r=t+1)

La fonction ¢ est presque constante et satisfait aux hypothese du théoreme 3
(Les inégalités sont en fait des égalités dans ce cas précis), ce qui donne apres
calculs W(t+1) = (t—1)n?>~+n'~! donc en appliquant le corollaire 1, il vient :

1Pas clair du tout dans le papier, d’autant plus qu’il y a plusieurs typos dans les indices.



®@-complexité(p)> ((t — 1)n*~t + n' =) |mon(p)| = (t — 1)n? + n?
d’ou
®-complexité(p) > (t — 1)n?

Et donc, 1a, évidement nous sommes contents, car la borne que 1'on trouve avec
cette méthodologie n’est pas triviale, mais en plus, c’est un min et pas seulement
un inf.

3.2 Calcul du permanent

Nous allons faire a peu pres la méme chose, mais le polynoéme est le perma-
nent. Nous rappellons sa définition :

per(X) =p= EB T1a()T2,7(2) " Tnyx(n)
meS(n)

Nous construisons ici les ensembles I, = {i tq z;; soit une indéterminée
de g}, et les ensembles “duaux” J, = {j tq ;; soit une indéterminée de
q}. Les ensembles I, I,, et I,, sont triviallement disjoints et nous avons méme
|I.| =d,|I,| = r —d,|I,| = n —r. Ils partitionnent donc {1,2,...,¢t+ 1}.

De méme en considérant que m est une permutation, les mémes propriétés
sont valables pour les J,.

Les éléments de mon(uvw) sont les permutations de 7 tels que w(I,;) = Jy.
Il est facile de dénombrer ces permutations, ce qui nous donne

c(r,d) =dl(r —d)l(n—r)!

La preuve que c vérifie toutes les hypotheses est calculatoire, et le lecteur
soucieux de comprendre se rapportera a ’article original. Le calcul de W n’est
pas trivial non plus. La seule remarque qui mérite d’étre faite est le fait que la
encore il y a égalité dans la iiéﬁnition de W dans les hypotheses du théoréme 3.
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Nous trouvons W(n) = = En appliquant le corollaire 1, et puisque p est

la somme de n! mondmes, il vient :
®-complexité(permanent)> n(2"~1 — 1)

Ici encore la borne est tres forte puisqu’il s’agit d’'un min. L’algorithme est
celui de 'expansion de Laplace, qui est une formule & peu pres équivalente au
développement d’un déterminant, mais dans le cas du permanent.

Remarque L’article du 0-1 permanent donne cette méme borne.

3.3 Polynome d’arbre couvrant

Pour un graphe a n sommets, nous associons a chaque aréte dirigiée i — j
I'indéterminée ;5. Soit T'(n) = {t : {2,3,...,n} — {1,2,...,n} tq Vi3dk, t*(i) =
1. Alors pour tout t de T'(n), 2 4(2)%3,(3) " Tn,¢(N) Teprésente un arbre cou-
vrant dont sa racine est le sommet 1.

On définit alors le polynéme d’arbre couvrant par

p= @ T2 ¢(2)3,t(3) " Tn,t(N)
teT'(n)

Ce polynome peut avoir deux interprétations différentes



1. Si on se place dans le semi-anneau M = (R**, min, +, +00,0) ot les w;
représentent le poids de I'aréte, alors ce polynéome correspond au poids de
I’arbre couvrant de poids minimal.

2. Sionse place dans le semi-anneau R = (R, +,-,0,1) ot (X) = (24;)1<i,j<n
est la matrice d’adjacence du graphe, alors le polynome correspond au
nombre d’arbres couvrants.

Et c’est parti pour le calcul de la borne. Posons I, = {i tq a;; soit une
indéterminée de ¢}. (I, I, et I, forment une partition de {1,2,...,t+ 1}).
Nous ne pouvons pas faire comme pour le permanent en posant les ensembles
Jq puisqu’ils ne formeraient pas la bonne partition.

Posons X; = {z;; tq ;; soit une indéterminée de u, v ou w}. On remarque
que s’il existe i1 et i2 tels que x;,4, soit dans X;, alors, x;,;, n’est pas dans X, .
Donc :

YIXi| < (-1 —d(r—d)—r(n—r—1)
=2

Le nombre de monémes dans ’ensemble mon(uvw) est clairement borné par le
nombre de fonctions de T'(n) qui vérifient z; ;;) € X; qui vaut II} 5| X;[, ce qui
donne

(”—1)2—d(r—d)—r(n—r—1)>n_1

n—1

c(r,d) = (

On calcule, on calcule, on remarque que cette fois-ci nous n’avons pas I’égalité
dans la définition de W et I'on trouve :

Lz 1 /3\n—1
®-complexité(p) > = (Z)

En 1982, quand l'article a été écrit, cette borne n’était pas atteinte. Je n’ai
pas trouvé d’article en faisant mention. Cela vient certainement du fait que la
borne n’est pas atteignable. En effet, il y a une différence conceptuelle ici par
rapport aux deux exemples précédents : lorsqu’on applique le théoreme 3, nous
avons une inégalité, ce qui nous fait perdre de la précision. Mais cette borne
est suffisante cependant pour avoir un gap exponentiel avec d’autres modeles de
calcul. Nous discutons cela dans la partie suivante.

4 De la validité de ce modele de calcul

Du pouvoir de la soustraction Nous savons tous que la borne que nous
avons trouvée pour la multiplication de matrices n’est pas optimal dans le cas
om l'on s’autorise les soustractions : il suffit d’appliquer la méthode de Scho-
nage. Nous améliorons la complexité, mais pas tant que ¢a (dans le meilleur des
cas d’un facteur n). Il est bien plus intéressant de regarder l’exemple des arbres
couvrants. Dans ce cas-1a, la matrice (X) peut étre remaniée et le polyndme
peut alors s’exprmier comme un déterminant d’une matrice n X n, ce qui se
fait en complexité O(n?). Nous pouvons donc avoir un gap exponentiel. Pour
le permanent, il est possible de faire mieux que notre borne, mais pas beau-
coup, puisqu’il existe un algorithme en (n — 1)2"~! + 3 multiplications. Il serait
surprenant d’avoir un gap exponentiel ici puisque le permanent est #P-complet.



Du pouvoir des branchements Ce modele de calcul est une restriction
des SLPs puisque ’on ne peut pas utiliser plusieurs fois un résultat. De toute
maniere, il était prouvé que les branchements ne pouvaient pas améliorer la
complexité dans R, oui, mais pas dans M ! Et c’est encore le polynéme d’arbre
couvrant qui est le contre exemple. En utilisant les opérations min et +, le
polynéme peut étre calculé en O(n?logn) si on s’authorise les branchements en
plus. Et le permanent s’y met aussi : il peut étre calculé en O(n?). Moralité :
Les branchements peuvent étre exponentiellement puissants.

5 Conclusion

Dans ce papier relativement long ou les auteurs se perdent parfois un peu
dans les détails, ils une méthode pour obtenir une borne inférieure de la com-
plexité en multiplications de polynémes homogenes dans des semi-anneaux. Les
auteurs expliquent aussi comment lever la condition d’homogenéité. Les bornes
sont souvent tres fortes et permettent de montrer que la soustraction et les
branchements peuvent améliorer exponentiellement des algorithmes. Le papier
souligne aussi le fait que tous les semi-anneaux n’ont pas vraiment le méme
statut puisqu’avec branchement le calcul du permanent est exponentiellement
moins complexe dans M que dans R. On sent aussi que les auteurs ont éssayé de
développer un outil similaire dans le cas de la complexité en nombre d’addition
(partie 2, ou ils introduisent le(p)) mais sans y étre parvenus. Il y a donc 14,
comme je déja souligné, une différence notable avec ’article sur le 0-1 perma-
nent. L’analyse d’algorithmes dans la “vraie vie” est difficile, c’est pourquoi les
auteurs se sont limités ici a un modele de calcul limité pour dire en substance :
“La vraie vie est plus accomodante que les SLPs”



