10. Sommes de Valiant.
Nous avons dit qu'un polynôme est une somme de monômes ; nous avons même observé que c'est une somme simplement exponentielle de monômes ; cela rend naturel la définition d'une autre opération sur les polynômes, la sommation de Valiant. 

Etant donné un polynôme  f , nous séparons ses variables en deux groupes  x  et  y  et nous considérons le polynôme  g(x) = (y({0,1}^m f(x,y)  ; dans cette somme, on donne toutes les valeurs possibles, prises dans l’ensemble  {0, 1} , à toutes les coordonnées du  m-uple de variables  y , si bien qu’elle comporte  2m  termes, où  m  désigne la longueur du uple  y . Cette somme faisant intervenir un nombre exponentiel de termes, on obtient immédiatement la borne exponentielle  2c+1.(c+1)  pour la complexité de  g , en fonction de la complexité  c  de  f . Il est peu vraisemblable qu’on puisse borner polynomialement la complexité de  g  en fonction de celle de  f , mais on ne sait pas le démontrer : c’est ça l’analogue de la question  P = ? NP  (et nous verrons dans la section 12 un rapport entre ces deux questions).

Si l’ensemble  y  de variables est vide, on convient que la somme de Valiant est sans effet, c’est-a-dire que  g(x) = f(x) .

Notons que le choix des deux constantes  0  et  1  est sans importance, pourvu qu’on dispose des constantes nécessaires. En effet,  (y({a,b}^m  f(x,y)  =  (u({0,1}^m h(x,u) ,  où  h  s’obtient à partir de  f  en remplacant  yi  par  (b-a).ui + a  .    

Si  gn  est une suite de polynômes telle que, pout chaque  n ,  gn  s’obtienne par sommation de Valiant de  fn  (pour un certain partage des variables de ce dernier), où la suite  fn  est dans  VPdl(A;K) , on dit que la suite  gn   est dans  VSPdl(A;K) . On définit de manière analogue les classes  VSPdb(A;K) ,  VSPmd(A;K)  et  VSPt(A;K) . De manière évidente, chaque classe  VP  est incluse dans la classe  VSP  correspondante, mais on ne sait pas montrer que ces inclusions sont propres, sauf dans des cas triviaux. On remarque qu’une sommation de Valiant n’affecte pas sensiblement le degré, le nombre de monômes, ni l'amplitude.

Par analogie à la classe  NP , les classes  VSP  sont souvent notées  VNP , ce qui correspond d’ailleurs à la notation originelle de Valiant ; cette lettre  N  signifie “non déterministe”, ce qui convient très mal à ce contexte ; je lui préfère la lettre  S  comme sommation. 

Examinons quelques rapports simples entre différentes hypothèses du type  VPxx(A) = VSPxx(A) .

(i) Pour des raisons évidentes,  VPdl(() ( VSPdl(() , et une question du type  VP = VSP  ne se pose que si on peut utiliser au minimum  0  et  1  comme constantes.

(ii) Si  (  est un homomorphisme d’anneau, l’égalité  VPdl(A) = VSPdl(A)  implique  VPdl(((A)) = VSPdl(((A))  ; en effet, les suites de polynômes de  VPdl(((A))  comme celles de  VSPdl(((A))  s’obtiennent en remplaçant dans une suite de  VPdl(A)  ou de  VSPdl(A)  les paramètres par leurs images par  ( . Par exemple,  VPdl(-1) = VSPdl(-1)  implique  VPdl(mod p) = VSPdl(mod p)  pour n’importe quel nombre premier  p . La même chose vaut pour  VPdb = VSPdb ,  VPmd = VSPmd  et  VPt = VSPt .  

(iii) Si  A  est inclus dans  B ,   VPdl(A) = VSPdl(A)  implique  VPdl(B) =  VSPdl(B)  ; en effet, si dans une suite de  VSPdl(B)  on remplace les constantes par des variables, on obtient une suite de  VSPdl(() , soit encore de  VSPdl(A)  : si cette dernière est dans  VPdl(A) , on obtient bien une suite de  VPdl(B)  en remplaçant les variables substituées par les constantes originelles. C’est ainsi que  VPdl(-1) = VSPdl(-1)  implique  VPdl(A) = VSPdl(A)  pour tout sous-ensemble  A , permettant de calculer  -1 , de n’importe quel  K . La même chose vaut pour  VPmd = VSPmd  et  VPt = VSPt , mais pas pour  VPdb = VSPdb . 

(iv) Par ailleurs,  VPdl(A) = VSPdl(A)  implique  VPdb(A) = VSPdb(A)  ; en effet, si une suite de polynôme est dans  VSPdb(A) , cette hypothèse la met dans  VPdl(A) , et comme son degré est polynomialement borné elle est dans  VPdb(A) . Ce raisonnement ne vaut pas pour l’égalité  VPmd = VSPmd , sauf bien sûr dans le cas où  VPmd = VPdb .

(v) En l’absence de cette hypothèse hautement improbable, il n’y a pas de raison évidente pour qu’une suite dans  VSPdl(A)  de degré polynomialement borné soit dans  VSPdb(A) , puisque borner le degré en  x  dans la somme de Valiant  (y({0,1}^m f(x,y) , n’a pas d’effet sur le degré en  y .


La question, ou plutôt les questions  VP = ? VSP , sont liées au calcul du permanent de la manière suivante. Tout d’abord, le permanent est dans la classe  VSPdb(-1) , et même dans  VSPt(-1) . 

Pour le voir, il nous faut tout d’abord un polynôme simple, en les  n2  variables  yi,j , qui a la propriété suivante : quand on donne à ces variables des valeurs prises dans l’ensemble  {0,1} , ce polynôme vaut  1  si elles forment une matrice de permutation, c’est-à-dire s’il y a un  1  et un seul dans chaque ligne et dans chaque colonne, et  0  sinon. On prendra pour  g(y)  le produit pour chaque  i ,  1 (  i  ( n , des  1 - yi,j.yi,k  pour 1 ( j < k ( n , des  1 - yj,i.yk,i  pour  1 ( j < k ( n  (soit encore le produit des  (yi,j.yi,k - 1).(yj,i.yk,i  - 1)  pour  1 ( j < k ( n ), et des  yi,1 + yi,2 + … + yi,n  pour  1( i ( n  . Pour calculer  g , il faut  6.n.(n(n-1)/2) + n(n-1) + n-1 < 3.n3  opérations, ce qui majore la complexité, et même sa complexité en tant que terme.

On remarque ensuite que le polynôme de complexité quatre  xy = x.y + 1 - y  =  x.y + (-1).((-1)+y)  vaut  x  si  y = 1 , et  1  si  y = 0  ; par conséquent le polynôme  x^y , produit de tous les  xi,j^yi,j , qui suffit à représenter tous les monômes du permanent, est de complexité inférieure à  4.n2 .

Le polynôme  f(x,y) = g(y).(x^y)  est donc de complexité inférieure à  3.n3 + 4.n2 , et il s’agit bien d’une complexité de terme. Il est clair que le permanent s’obtient par sommation de Valiant sur  f . 

Par ailleurs, un célèbre théorème de Valiant affirme que le permanent possède une propriété d’universalité pour la classe  VSPdb(Q) , si bien que montrer que  VSPdb(Q) = VPdb(Q)  revient à montrer que le permanent est dans  VPdb(Q) , c’est-à-dire qu’il est calculable en temps polynomial, avec des constantes rationnelles, ce qui semble bien improbable.

Plus précisément, dans ce théorème de Valiant, seules les constantes  1 ,  -1  et  1/2  jouent un rôle, si bien qu’affirmer que  VSPmd(-1/2) = VPmd(-1/2)  revient à montrer que le permanent est dans la classe  VPmd(-1/2) . Pour  p ≠ 2 , c’est-à-dire si  2  est inversible modulo  p , cette condition passe au quotient, et l’égalité  VSPmd(mod p) = VPmd(mod p)  équivaut également à la possibilité d’un calcul polynomial du permanent modulo  p . Pour  p = 2 , on rappelle que le permanent est facilement calculable, étant égal au déterminant. Il est cependant très peu probable que  VSPmd(mod 2) = VPmd(mod 2) .

Bien que tous les coefficients du permanent soient positifs, on peut montrer qu’il n’est pas dans la classe  VPmd(1) , ni même dans la classe  VSPmd(1)  ; autrement dit, c’est un fait établi qu’il n’y a pas de calcul efficace du permanent sans soustractions (voir [SV 1998]).

11. Savez-vous faire des additions ? 
Nous considérons maintenant une version plus réaliste de la notion de calcul, où les objets manipulés sont des suites booléennes, c’est-à-dire des suites  x = (x1, … xn)  prenant leur valeur dans l’ensemble  {0,1}  : un algorithme reçoit une suite booléenne comme donnée, et produit une suite booléenne comme résultat. Il nous faut donc mesurer la complexité de calcul de fonctions  f(x)  de   {0,1}n  dans {0,1}m , et principalement de  {0,1}n  dans  {0,1} , que nous appelons fonctions booléennes.

On munit l'ensemble des booléens  {0,1}  de la structure de corps à deux éléments  Z/2Z . L'addition et la multiplication modulo deux sont ainsi définies :  0(0 = 0 , 0(1 = 1(0 = 1 ,  1(1 = 0 ,  0(0 = 0(1 = 1(0 = 0 ,  1(1 = 1 . Comme dans tout corps fini, chaque fonction booléenne  f(x)  s'exprime comme un polynôme  F(x)  ; on le montre par induction sur son nombre  n  de variables ; c'est clair si  n = 0 ,  f  étant la constante  0  ou la constante  1  ; pour le passage de  n  à  n+1 , on utilise la formule  f(x,y) = y(f(x,1) ( (1(y)(f(x,0) . 

Au passage, notons l’emploi que nous venons de faire de la fonction  s(x,y,z) = x(y ( (1(x)(z  ; elle vaut  y  si  x = 1 , et  z  si  x = 0 , ce qui justifie son nom de sélecteur. La plupart du temps, calculer, c’est faire une suite de sélections.

Nous appellerons complexité de la fonction  f  le minimum de la complexité d'un polynôme  F  qui l'exprime, c'est-à-dire le minimum d'additions et de multiplications modulo deux qu'il faut pour obtenir  f  à partir des variables et des constantes  0  et  1 . Des polynômes de  (Z/2Z)[x]  différents peuvent donner la même fonction  f , car ils n'interviennent que par leurs restrictions respectives à  Z/2Z  ; comme tous les éléments de ce corps satisfont l’equation  x2 = x , on trouve un polynôme de degré  0  ou  1  par rapport à chacune de ses variables qui représente  f  ; ce polynôme est unique : en effet, si on fixe le nombre  n  de variables, il y a le même nombre,  2^2n , de fonctions et de polynômes en ces variables ; mais bien sûr ce polynôme canoniquement associé à  f  ne donne pas nécessairement son meilleur calcul.

Nous définissons la classe  P  (non uniforme ; elle est souvent notée  P/poly ) comme étant l'ensemble des suites de fonctions booléennes de complexité polynomialement bornée. Pour cette définition, nous avons fait le choix d'engendrer les fonctions à partir des opérations du corps, que nous considérons comme les seules manipulations élémentaires permises sur les booléens ; les remplacer par un nombre fini d'autres opérations, pourvu qu'elles engendrent bien toutes les fonctions, ne change pas la définition de la classe  P , puisque le passage d'une base d'opération à une autre ne fait que multiplier les complexités par une constante. Il est donc assez clair que tout algorithme en temps polynomial qui manipule des booléens se traduit par des circuits arithmétiques modulo deux de complexité polynomiale.

Une autre classe intéressante est la classe  Pt , habituellement notée  NC1 , des suites de fonctions décrites par des termes arithmétiques modulo deux de complexité polynomiale, soit encore des circuits arithmétiques modulo deux de profondeur logarithmique, puisque le lemme de parallélisation des termes arithmétiques est valable aussi bien en caractéristique deux qu’en caractéristique nulle. On peut d'ailleurs montrer un lemme général de parallélisation des termes, valable pour toute base d'opérations des fonctions booléennes (Théorème de Spira ; voir [POIZAT 199x] p. xx). Elle est incluse dans  P , mais on ne sait pas si l'inclusion est propre, bien que l'égalité  P = Pt  semble très improbable ; elle signifierait que tout calcul en temps polynomial se paralléliserait en profondeur logarithmique. Elle peut être formulée de deux manières équivalentes :

Question  P =? Pt (version non-uniforme). (i) Existe-t’il une constante  A  telle que tout circuit arithmétique booléen de complexité  c  puisse être remplacé par un terme arithmétique booléen de complexité  cA  calculant la même fonction ? 

(ii) Existe-t’il une constante  B telle que tout circuit arithmétique booléen de complexité  c  puisse être remplacé par un circuit arithmétique booléen de profondeur  B.log(c)  calculant la même fonction ?

Quand nous parlons de polynômes, l’inégalité  VP(mod 2) ≠ VPt(mod 2)  est évidente à cause du degré ; ce degré ne signifie plus rien pour des fonctions, qui ont plusieurs représentations polynomiales, dont une représentation canonique de petit degré (degré un par rapport à chacune des inconnues) ; une question plus modeste est la suivante :

Question  P =? Pmd .  (i) Existe-t’il une constante  C  telle que tout circuit arithmétique booléen de complexité  c  puisse être remplacé par un circuit arithmétique booléen multiplicativement disjoint de complexité  cC  calculant la même fonction ? 

(ii) Existe-t’il une constante  D  telle que tout circuit arithmétique booléen de complexité  c  puisse être remplacé par un circuit arithmétique booléen de complexité et de degré formel majorés par  cD  calculant la même fonction ?

Ces deux questions sont équivalentes car  VPdb(mod 2)  = VPmd(mod 2) . L'homogénéisation n'est ici d'aucun secours car si deux polynômes ont même restriction à  {0,1} , il n'en est pas de même de leurs troncatures respectives ! On peut aussi poser une question un peu plus forte : est-ce bien vrai que la représentation canonique ne donne pas le meilleur calcul ?

Question  P =? Pc . Existe-t’il une constante  E  telle que toute fonction booléenne de complexité  c  ait un polynôme canonique de complexité inférieure à   cE   ?     

Nous allons terminer cette section par la description de quelques algorithmes parallélisés très classiques, tout d’abord parce que c’est le petit cochon algorithmique, et qu’il faut que ce genre de techniques soit connu de nos lecteurs ; et qu’ensuite ils interviendront dans nos théorèmes.

Vous savez sans doute que tout nombre s’écrit en base dix  :  2435  est formé de deux milliers, quatre centaines, trois dizaines et cinq unité. On peut choisir n’importe quelle base, et en particulier la base deux, si bien que tout nombre entier  x ,  0 ≤ x < 2n , s’écrit de manière unique  (​0 + (​​1.2  + … +   (n-1.2n-1 , où les  (  valent  0   ou  1 . En effet, d’une part   (​0 + (​​1.2  + … +   (n-1.2n-1  ≤   1  +  2  + … +  2n-1  =  2n - 1  ;  d’autre part si  ((​0, (​​1, …  (n-1) ≠ ((​0 , (​​1 , … (n-1) , et si  i  est le plus grand indice tel que  (i ≠ (i , avec par exemple  (i = 1  et  (i = 0 ,  (​0 + (​​1.2  + … +   (n-1.2n-1 – ( (​0 + (​​1.2  + … +   (n-1.2n-1 )  ≥  2i – (1 + 2  + … + 2i-1)  = 1 , si bien qu’on a ainsi une bijection entre les suites booléennes de longueur  n  et les nombres entiers naturels strictement inférieurs à  2n .

Additionner deux nombres de  n  chiffres  ((​0, (​​1, …  (n-1)  et  ((​0 , (​​1 , … (n-1) , c’est calculer la représentation binaire  ((0, (​​1, …  (n-1 , (n)  de leur somme. Essayons la méthode de l’école primaire : un plus un, dix, je pose zéro et je retiens un, etc.. Si on additionne trois nombres  x ,  y  et  z  de un chiffre, le chiffre des unités est  u = x ( y ( z , et le chiffre des deuzaines, c'est-à-dire la retenue, est  v = x(y ( y(z ( z(x  = x((y(z) ( y(z  ; le multicircuit qui donne le résultat est de complexité cinq et de profondeur trois. Si on répète cette opération  n  fois,  on additionne deux nombres de  n  chiffres (plus un nombre de un chiffre, qu’on peut prendre nul) grâce à un multicircuit de complexité  5.n  et de profondeur  3.n . Ce qui cause cette grande profondeur, c’est qu’on est attend de connaître la valeur de la retenue pour calculer chacun des chiffres : nous allons voir que ce n’est pas nécessaire.

Lemme 11.1 (Jules et Jim) On peut effectuer l’addition de deux nombres de  n  chiffres grâce à un muticircuit arithmétique booléen de profondeur inférieure à  3.log(n) + 3 .

Démonstration. Expliquons tout d'abord comment effectuer l'addition de deux nombres de  2n  chiffres en répartissant le travail entre trois processeurs, que nous appelons Jules, Jim et Catherine. Cette dernière additionne les deux premières moitiés  ((​0, (​​1, …  (n-1)  et  ((​0 , (​​1 , … (n-1)  de ces deux nombres ; Jules additionne les secondes moitiés  ((​n, (​​n+1, …  (2n-1)  et  ((​n , (​​n+1 , … (2n-1)  en faisant l'hypothèse que la retenue de Catherine sera  1 , tandis que Jim fait la même chose en faisant l'hypothèse que cette retenue sera  0  : il est clair que l'un des deux travaille pour rien ! Mais, bien sûr, ils travaillent tous les deux sans attendre le résultat de Catherine, et quand c'est fini, il n'y a plus qu'à faire la choix entre les  n+1  chiffres de Jules et ceux de Jim, en fonction de la retenue obtenue par Catherine.

Notons  pm  la profondeur du circuit additionnant deux nombres de  2m  chiffres, plus un nombre de un chiffre, par itération de cette méthode ;  p1 = 3  ;  pm+1 = pm + 3 , puisque la sélection se fait en profondeur trois ; donc  pm = 3.m . On observe qu'après avoir additionné des nombres de un chiffre l'algorithme ne fait plus que des sélections !

Si  n ≤ 2m , l'addition de nombres de  n  chiffres se ramène à celle de nombres de  2m  chiffres en ajoutant des zéros, et le plus petit  m  convenable est inférieur à  log(n)+1 . Fin

Considérons maintenant le problème suivant : comment additionner  n  nombres à  n  chiffres ? Grâce à l'associativité de l'addition, nous pouvons les additionner deux par deux, puis additionner les résultats deux par deux, et ainsi de suite, nous ramenant ainsi à un arbre de profondeur logarithmique  d'additions de deux nombres ; si nous effectuons ces additions en suivant la méthode de Jules et Jim, nous obtenons une profondeur polylogarithmique, de l'ordre de  log2(n) , ce qui est beaucoup trop. Nous touchons là la difficulté majeure de la parallélisation : il faut concevoir les algoritrhmes globalement, et ne se permettre que des sous-routines de profondeur constante. D'où l'intérêt du lemme suivant :

Lemme 11.2 (Additions d'Ofman) Pour chaque entier  n  il existe un polycircuit arithmétique booléen de profondeur six, à  4n  entrées et  2n+2 sorties, qui remplace quatre nombres de  n  chiffres par deux nombres de  n+1  chiffres de même somme. 

Démonstration. En profondeur trois, on remplace trois nombres par deux nombres de même somme : le premier est obtenu en additionnant les  n  chiffres modulo deux, et le second est celui des retenues, qui a  n+1  chiffres car on doit lui ajouter un  0  à la place des unités. On répète l'opération avec ces deux nombres et le dernier qui reste, sans effectuer l'addition des dernières retenues. Fin

Corollaire 11.3 (Multiplication) La multiplication de deux nombres de  n  chifres peut s'effectuer en profondeur  9.log(n) + 15 .

Démonstration. Contentons-nous de perfectionner la méthode de la petite école. On doit multiplier le multiplicande par chacun des chiffres du multiplicateur, ce qui se fait en profondeur trois, grâce au sélecteur  s(x,y,0) , et les compléter par des zéros. On doit ensuite additionner les  n  nombres obtenus ; on fait alors des additions d'Ofman pour diviser à chaque fois le nombres de nombres à ajouter par deux : cette étape s'effectue en profondeur  6.(log(n)+1) ; il faut à la fin ajouter deux nombres qui n'ont pas plus de  2n  chiffres : la méthode de Jules et Jim le fait en profondeur  3.log(2n) + 3 .

La profondeur totale est  3 + 6.log(n) + 6 + 3.log(n) + 3 + 3 . Fin

Corollaire 11.4 (Denombrement) Pour chaque entier n , il existe un polycircuit arithmétique booléen, de profondeur inférieure à  6.log(n) + 3.log(log(n)) + 9 , à  n  entrées et à au plus  log(n) + 1  sorties, qui calcule le (développement binaire du) nombre de  1  contenus dans l'entrée.

Démonstration. Le problème est d'additionner  n  nombres de un chiffre. Après  log(n)+1  étapes d'additions d'Ofman, on obtient deux nombres de  log(n)  chiffres qu'on somme par la méthode de Jules et Jim. Fin

Lemme 11.5  Pour chaque entier  n , il existe un circuit arithmétique booléen à  n  entrées, de profondeur inférieure à  log(n) + 3  , qui donne  1  à la sortie s'il y a au moins un  1  dans les entrées, et  0  s'il n'y a que des zéros.

Démonstration. Pour obtenir un circuit de profondeur logarithmique, on pourrait itérer le dénombrement jusqu'à ce qu'il ne reste plus qu'un chiffre. Il est plus simple de procéder ainsi : on remplace chaque entrée  x  par son opposé  1(x , ce qui se fait en profondeur un ; ensuite on effectue leur produit booléen  (   en profondeur  log(n)+1 , puis on prend l'opposé de la sortie. Fin

12. Simulation polynomiale des calculs booléens.
La classe  NP  est obtenue par quantification existentielle devant la classe  P . Une suite de fonctions booléennes  gn(x)  est dans  NP  s'il existe une suite  fn(x;y)  dans  P , dont l'ensemble de variables est chaque fois partagé en deux, telle que  gn(x) = 1  s'il existe un uple booléen  y  tel que  fn(x;y) = 1 , et sinon gn(x) = 0 . Si on convient que  0 < 1 , gn(x) = Maxy fn(x;y) .

Il est évident que  P  est inclus dans  NP . On s'attend à ce qu'il y ait des suites  NP  de complexité irrémédiablement exponentielles, mais on ne sait pas le prouver. Autrement dit, on ne sait pas séparer la classe  P  de la classe  NP , et la question  P = ? NP  est le grand problème ouvert de la Théorie de la complexité. Il y a beaucoup de raisons de penser que l'égalité de  P  et de  NP  est très peu probable, la principale étant qu'il y a de très nombreuses fonctions dans  NP , associées à des problèmes naturels, pour le calcul desquelles il semble qu'il n'y ait pas de méthode efficace. C'est du moins ce qu'on espère, car l'égalité  P = NP  serait catastrophique pour la cryptographie, et aurait de nombreuses conséquences désastreuses sur la vie de l'homme contemporain ; par exemple, la sécurité de votre carte bleue repose sur la croyance, qui n'est pas (encore ?) fondée sur une démonstration rationnelle, que  P ( NP .

Lemme 12.1 (Equivalence des termes et des circuits sous quantification existentielle).  A tout circuit arithmétique modulo deux  C(x,y) , de complexité  c  , est associé un terme arithmétique modulo deux  T(x,y,z) , de complexité  4.c  , de profondeur inférieure à  log(c) + 4  , tel que, pour chaque  a  booléen fixé, les équations  C(a,y) = 1  et  T(a,y,z) = 1  aient exactement le même nombre de solutions booléennes. En conséquence  NP = NPt .

Démonstration.  On introduit une nouvelle variable  z  par porte d’opération du circuit, pour représenter la valeur qui y est calculee ; l'équation  C(x,y) = 1  équivaut à un système de  c  équations de la forme  z = u(v  ou  z = u(v , et de l'équation déclarant que la variable de sortie vaut 1 . A l'équation  z = u(v  on associe la fonction  z(u(v(1  qui vaut  1  si elle est satisfaite, et  0  sinon ; de même, on associe la fonction  z((u(v)(1  à l'équation  z = u(v . On considère le terme  T(x,y,z) , de complexité  4.c , qui est le produit de tous ces termes et de la variable finale ; comme le produit est associatif, on peut effectuer toutes ces opérations en parallèle, soit en profondeur  log(c) + 1 , à laquelle il faut ajouter trois qui est la profondeur maximale des facteurs de ce produit. On voit que chaque solution de  C(x,y) = 1  s'étend de manière unique à une solution de  T(x,y,z) = 1 , et que chaque solution de  T(x,y,z) = 1  est extension d'une solution de  C(x,y) = 1 .

En particulier, l'équation  C(x,y) = 1  est solvable si et seulement si l'équation T(x,y,z) = 1  l'est aussi. Fin     

Le  0  et le  1  entiers, et en fait le  0  et le  1  de n'importe quel anneau, peuvent simuler le  0  et le  1  booléen de la manière suivante. On pose  x(y = x.y , x(y = x + y – 2.x.y = x + y + (-1).x.y + (-1).x.y , qui ont bien les valeurs attendues lorsque  x  et  y  ne prennent que les valeurs  0  ou  1 . En remplaçant, dans un circuit arithmétique binaire de complexité  c , la somme et le produit modulo deux par leurs valeurs ci-dessus, on obtient un circuit de complexité inférieure à  5.c  qui calcule la même fonction si on restreint ses variables à l'ensemble  {0,1} . En conséquence, toute suite de  P  se simule ainsi par une suite de  VPdl(-1) . 

Si on fait cette substitution dans un terme booléen, on n'obtient pas directement un terme arithmétique, car dans chaque expression de  x(y  comme terme l'une au moins des variables apparaît deux fois ; il est cependant exact qu'une suite de  Pt  se représente par une suite de  VPt(-1)  : c'est une conséquence de la parallélisation des termes, et du fait que la simulation multiplie la profondeur par quatre. C'est même la seule chose qui garantisse une simulation de degré borné, puisque le produit intervient dans l'expression de  x(y  : la simulation ne conserve ni le degré formel, ni la notion de circuit multiplicativement disjoint ! On observe que le terme du lemme précédent est parallélisé d'emblée.

Une question apparemment plus modeste que  P = ? Pt , c'est de se demander si toute suite de  P  se simule dans  VPmd(-1) , ou dans  VPdb(-1) .

Par exemple, c'est un problème facile à résoudre que de déterminer si une matrice booléenne est une matrice de permutation, si bien qu'il est possible de simuler la la suite de fonctions associée par un élément de  VPdl(-1)  ; pour avoir des termes, on doit paralléliser l'algorithme, ce qui revient à trouver un polynôme astucieux comme nous l'avons fait, qui en quelque sorte décrit de manière déclarative la situation (c'est sur ce même principe qu'est fondé la démonstration du lemme ci-dessus).

Cette simulation permet d'établir un lien entre les questions  P = ? NP  et  VP = ? VSP :

Lemme 12.2 (Implausibilité de  VP = VSP ). Chacune des égalités  VPdl(-1) = VSPdl(-1) , VPdb(-1) = VSPdb(-1) , VPmd(-1) = VSPmd(-1) , VPt(-1) = VSPt(-1) , VPdl(Z) = VSPdl(Z) , VPmd(Z) = VSPmd(Z) , VPt(Z) = VSPt(Z) implique  P = P#  et  P = NP (version non-uniforme).

Démonstration. Chacune de ces égalités implique que  VSPt(-1)  est inclus dans  VPdl(Z) , et il suffit de voir que cette condition implique  P = P# , qui, comme nous l'avopns remarqué, implique  P = NP . Comme  NP = NPt , une suite de  fonctions  fn(x)  dans  NP  provient d'une suite de fonctions  gn(x,y)  dans  Pt  ;   cette dernière a une simulation  hn(x,y)  dans  VPt(-1) , dont la somme de Valiant  kn(x)  =  (y booléen  hn(x,y)  est dans  VSPt(-1) , donc dans  VPdl(Z)  par hypothèse. Lorsqu'on donne à  x  des valeurs booléennes,  kn(x)  est égal au nombre de solutions  y  de l'équation  gn(x,y)  = 1 . Un calcul numérique dans  VPdl(-1)  ne peut se suivre en chiffres, car il peut donner des nombres demandant un nombre exponentiel de chiffres, et c'est bien pire dans  VPdl(Z) , où l'on se permet d'utiliser comme constantes des entiers de taille imprévisible. Mais dans le cas d'espèce nous calculons un nombre compris entre  0  et  2m , où  m  est la longueur de  y , et on peut se contenter de faire le calcul modulo  2m+1 , chaque nombre intermédiaire se représentant par  m+1  chiffres ; vérifier que gn(x,y) = 1  a des solutions revient à vérifier que  kn(x)  n'est pas nul, c'est-à-dire a au moins un chiffre égal à  1  : tout cela représente clairement un calcul booléen de complexité polynomiale, se traduisant par une suite de circuits arithmétiques modulo deux de taille polynomiale. Fin

Nos hypothèses  VP = VSP  impliquent quelque chose d'encore plus invraisemblable que  P = NP , puisqu'elles nous permettent d'avantage que de seulement déterminer si l'équation  gn(x,y) = 1  a des solutions ou pas : elles rendent possible le calcul du nombre exact de ses solutions. Cette dernière hypothèse est connue sous le nom de  P =  #P .

13. La fonction-coefficient.
Nous considérons ici des objets plus généraux que des polynômes, que nous appelons fonctions-polynômes, qui à un uple  y  de  {0, 1}m  associe un polynôme de  K[x] . Nous les notons  f(x;y) , étant entendu que les variables  yi  ne prennent que les valeurs  0  ou  1 (nous dirons que ce sont des variables booléennes). Il est possible que  x  soit de longueur nulle, et qu’on ait alors une fonction à valeurs dans  K .

Nous observons tout d’abord qu’à toute fonction-polynôme f(x;y)  est associé un polynôme  F(x;y) , utilisant, en plus de  -1 , les mêmes constantes que  f , tel que pour tout uple  e  de  {0,1}m  le polynôme  f(x;e)  soit le polynôme F(x;e) . Ce polynôme  F  n’est bien sûr pas unique, puisque seules comptent les valeurs qu’il prend lorsque les  yi  valent  0  ou  1 . 

L’existence de  F , évidente lorsque  m = 0 , se montre par induction sur  m . Vérifions le passage de  m  à  m+1 : par hypothèse d’induction  f(x;y,0) se représente par un polynôme  F0(x;y) , et  f(x;y,1) par un polynôme  F1(x;y)  ; et alors  f(x;y,z)  = z.F1(x;y)  + (1-z).F0(x;y) .

Nous appellerons complexité de la fonction-polynôme  f(x;y)  la complexité minimale d’un polynôme  F(x;y)  qui ainsi la représente. Nous pouvons définir des classes  VP , VSP , etc., pour les suites de fonctions-polynômes comme nous l’avons fait pour les suites de polynômes.

La principale fonction-polynôme que nous allons considérer, c’est la fonction-coefficient d’un polynôme. Nous l’avons déja fait pour le permanent, dont nous avons vu que la fonction-coefficient est particulièrement simple (il en est de même de celle du déterminant !).  

Si  f(x)  est un polynôme en  n  variables de degré au plus  d , pour représenter les monômes on écrira en base deux le degré  di  du monôme par rapport à chaque inconnue  xi  , ce qui demande un uple  yi  de longueur au plus  log(d) + 1 . Autrement dit la fonction-coefficient  g(y)  de  f(x)  dépend d’au plus  n.(log(d) + 1)  variables booléennes  y = (y1, … yn) . Sa fonction-coefficient est la fonction  Cf(y)  qui à  y  booléen associe le coefficient du mônôme de  f  de multidegré  y . On peut également considérer la fonction monôme  Mf(x,y) , qui au uple booléen  y  associe le monôme de  f  de multidegré  y .

La fonction-coefficient définie ci-dessus est la fonction-coefficient totale du polynôme  f(x) . On peut définir des fonctions-coefficients partielles en séparant le uple de variables en deux blocs  x’  et  x” , et en développant le polynôme seulement par rapport au premier : les coefficients sont alors des polynômes en  x” . On peut aussi définir les fonctions-coefficients, partielles ou totales des fonctions-polynômes.

Dès qu’on dispose de la constante  -1 , les complexités de la fonction-coefficient et de la fonction-monôme sont polynomialement liées. D’une part  Cf(x,y) = Mf(1,y) . D’autre part  Mf(x,y) = Cf(y).(x^y) , où  x^y  est le produit des  xi^yi qui sont ainsi définis :  si  y = (y1, … y1+log(d)) ,  x^y  est le produit des polynômes  yi(x^2i – 1) + 1 , valant  1  si  yi = 0  et  x^2i  si  yi = 1 . Ce polynôme  x^y  est calculé par un circuit de complexité  5n.(1+log(d)) .
La complexité de  x^y  comme terme est bornée par  n(d+5) , si bien que,  si le degré de  f  est polynomialement borné, ce sont même les complexités de ces deux fonctions en tant que termes qui sont polynomialement liées. 

Le lemme suivant a pour but de décrire la fonction-coefficient du polynôme calculé par un circuit multiplicativement disjoint. Rappelons qu’un monôme unitaire est un monôme de coefficient  1 , et qu’un polynôme calculé par un circuit arithmétique sans paramètres est somme de monômes unitaires, ses monômes étant obtenus en regroupant les monômes unitaires de même multidegré. Ce lemme suit la trace des monômes unitaires dans le circuit.

Lemme 13.1 (Localisation des monomes).  Soit  C(x)  un circuit multiplicativement disjoint, sans constantes, de complexité  c , de degré (formel complet)  d , en  n  variables  x  . Il existe un circuit  M(x,z) , utilisant seulement la constante  -1 , de complexité inférieure à  c(c+4)  , de degré formel complet inférieur à  d + 2c  , dont les variables  z  sont indexées par les portes d’addition de  C , et tel que si  z  est un uple booléen,  M(x,z)  calcule le polynôme nul, ou bien un monôme unitaire en  x , chaque monôme unitaire de  C  étant représenté une fois et une seule de cette manière. Par ailleurs, le multidegré de ces monômes est calculé par un multicircuit  D(z) , utilisant  -1  comme seule constante, de complexité inférieure à n(4.(c+1)2 + cA) , et de degré formel complet inférieur à  2c.cB , où  A  et  B  sont des constantes facilement calculables.

Démonstration. Lorsqu’on arrive à une porte d’addition  p , recevant ses flêches des portes  p’  et  p” , éventuellement confondues, les monômes unitaires qui arrivent en  p  proviennent soit de  p’ , soit de  p” ; tandis que s’il s’agit d’une porte de multiplication, les monômes unitaires de  p  sont produits d’un monôme unitaire de  p’  et d’un monôme unitaire de  p” .

Pour construire le circuit  M , nous introduisons des portes d’entrée  M  pour les variables  z , indexées par les portes d’addition de  C , et  pour chaque porte  p  de  C  une porte  ((p)  qui, lorsque  z  est booléen, calculera le monôme arrivant en  p  qui est associé à la restriction de  z  au variables correspondant à des portes d’addition du sous-circuit défini par  p ,  plus quelques autres portes pour les calculs intermédiaires.

Si  p  est une entrée associée à la variable  x ,  ((p)  également. 

Si  p  est une porte de multiplication des portes  p’  et  p” , comme  C  est multiplicativement disjoint, le uple de variable codant les monômes unitaires de  p  est la concaténation de ceux associés à  p’  et à  p”  ;  ((p)  multipliera donc ((p’)  et  ((p”) .

Si  p  est une porte d’addition des portes  p’  et  p” , elle bénéficie d’une nouvelle variable  z , que nous utilisons pour choisir entre  p’  et  p’’ . Le polynôme  z.u + (1-z).v  vaut  u  si  z = 1 , et  v  si  z = 0 . Mais il ne faut pas sélectionner directement entre  ((p’)  et   ((p”) , car s’il y a des variables dans  z  associées à  p”  mais pas à  p’ ,  cela ferait apparaître plusieurs fois les monômes de  ((p’) . Pour corriger cela, il faut forcer toutes ces variables à valoir  1  pour que le monôme apparaisse ; si donc  Z’  représente le produit des variables correspondant à une porte d’addition utilsée par  p’  et pas par  p” , et  Z”  le produit des variables correspondant à une porte d’addition utilisée par  p”  et pas par  p , on pose  ((p) = z.Z’.((p’) + (1-z).Z”.((p”) . Remarquons en passant que, si  p’ = p” ,  ((p) = ((p’) , mais que chaque monôme est bien compté deux fois car il y a deux valeurs possibles pour  z .

Le nombre de variables figurant dans  z ,  Z  et  Z’  est inférieur à  c , si bien que le calcul associé à une porte d’addition demande moins de  c + 4  portes, d’où la borne sur la complexité de  M .

Pour le degré formel, nous montrons par induction sur la profondeur que celui de  ((p)  est borné par  d + 2a , où  d  est le degré formel de  p  et  a  le nombre de portes d’addition du sous-circuit qui lui est associé. Ca va si  p  est une entrée. Si  p  est une multiplication,  le degré formel de  ((p)  est majoré  par  d’ + 2a’  + d” + 2a” , qui vaut  d + 2a  puisque le circuit est multiplicativement disjoint. Si  p  est une addition, le degré formel de  z.Z’.((p’)  est borné par  d’ + a’ + a  <  d’ + 2a ,  et celui de  (-1).(z).Z”.((p”)  par  d” + a + a” + 1 (  d” + 2 a , si bien que le degré de  ((p)  est bien majoré par  d + 2a .

Passons maintenant à la construction d’un multicircuit  D(z)  qui, lorsqu’on lui donne en entrée un uple booléen  z  qui représente un monôme unitaire de  C , donne en sortie le multidegré de ce monôme ; ce qu’il fait pour les autres valeurs booléennes de  z , telles que  M(x,z) = 0 , n’a pas d’importance. On calcule le degré par rapport à une variable  x , et ensuite on reproduit  n  fois le multicircuit obtenu ; pour exprimer ce degré, il faut faire une sélection quand on franchit une porte d’addition, et simuler une addition binaire quand on franchit une porte de multiplication. Les sélections n’ont pas d’influence catastrophique sur le degré formel, mais une accumulation d’additions de nombres écrits en base deux, même si elles sont parallélisées, le fera exploser. Pour éviter cela, on représente le degré “en bâtons”, c’est-à-dire par le nombre de  1  d’un uple booléen ; l’addition est alors une simple juxtaposition, qui ne demande aucun calcul. C’est seulement à la fin qu’on collecte les bâtons pour exprimer leur nombre en base deux. 

On procède ainsi. Pour chaque porte  p  de  C , on introduit un uple  ((p)   de  c(p)+1  portes , où  c(p)  est la complexité du sous-circuit de  C  défini par  p . Si  p  est une entrée, la porte de  ((p)  calcule  1  ou  0  suivant que la variable associée à  p  est  x  ou non ; comme ces calculs se font à partir de  -1 , les entrées demandent au plus  2n  opérations, et un degré formel  2 . Si  p  est une porte de multiplication,  ((p)  est la réunion de  ((p’)  et de  ((p”) , ce qui fait bien  c(p’) +1 + c(p”) + 1 = c(p) + 1  portes, puisque le circuit est multiplicativement disjoint : on n’a même pas besoin d’ajouter de nouvelles portes ! Si  p  est une porte d’addition, on sélectionne grâce à la variable  z  qui lui est associée : ((p)   = z. ((p’) + (1-z).((p”) , les uples  ((p’)  et  ((p”)  ayant été complétés par des  0  pour atteindre la longueur de  ((p) . La porte d’addition  p  augmente le degré formel de deux, et demande la création de moins de  3.c(p) + 2  nouvelles portes. Comme, dans un sleuppe, la  i-ème porte ne suit pas plus de  i  opérations, le nombre de portes nécessaires jusqu’à présent est majoré par  2.n + (1c (3.i + 2) = 2.n + 2.c + (3/2).c.(c+1) < (c+1).((3/2).c + 4)  ≤ 4.(c+1)2  ; quand au degré formel, il est majoré par  2c .

Quand on a fini,  il faut compter tout les  1  qu’on trouve dans le  (  de la sortie, et exprimer leur nombre en base deux ; pour préserver le degré formel, il faut le faire en parallèle, ce qui est le petit cochon algorithmique (voir les additions d’Ofman et l’algorithme de Jules et Jim dans les Petits Cailloux). Leur simulation par des polynômes demandera  cA  opérations et se fera en profondeur  B.log(c) , ce qui multipliera le degré formel par  cB . Fin

Lemme 13.2 (Stabilite de  VSPmd  par prise de coefficients). Si  A  contient  -1 (i.e. le  -1  de son anneau), une suite de polynômes est dans  VSPmd(A)  si et seulement si sa fonction-coefficient totale y est, si et seulement si chacune de ses fonctions-coefficients partielles y est, si et seulement si l’une de ses fonctions-coefficients partielles y est.

Démonstration. Si  fn  est une suite de  VPmd(()  dont les monômes unitaires sont décrits par la suite de circuits  Mn(x,z) , pour obtenir le circuit  Mn(x,y,z)  qui ne conserve que les monômes de multidegré  y , il suffit de le multiplier par le produit des  1 – ui – yi + 2.u.iyi  où  u  est le uple calculé par le multicircuit  Dn(z) . D’après le lemme précédent, la suite de polynôme définie par  Mn(x,y,z)  est dans  VPmd(-1) , et comme la fonction coefficient de  fn  est donnée par  (z booléen Mn(1,y,z) , elle est dans  VSPmd(-1) . Cela vaut aussi bien pour les fonctions-coefficients partielles, puis pour les suites  fn  de  VSPmd(()  par associativité des sommes de Valiant, et aussi de  VSPmd(A)  par substitution de constantes.

Réciproquement, si la fonction coefficient  cn(y) , partielle ou totale, de  fn(x)  est dans  VSPmd(A) , la formule  fn(x) =  (y booléen cn(y).(x^y)  montre que  fn  est dans  VSPmd(A) . Fin

En augmentant le nombre de variables dans la sommation, et en procédant de façon plus déclarative et moins calculatoire, c’est-à-dire de façon globale et non pas pas-à-pas, on peut remplacer les circuits par des termes dans le lemme précédent, ce qui donne le résultat suivant, analogue de  NP = NPt , qui est essentiel dans les travaux de Valiant. La démonstration donnée ci-dessous est de Malod : elle est considérablement plus claire - et plus sûre - que celle donnée primitivement par Valiant.

Lemme 13.3 (Equivalence des termes et des circuits sous une somme de Valiant).  Si  A  contient  -1 ,  VSPmd(A) = VSPt(A) .   

Démonstration. Considérant un circuit  C(x)  multiplicativement disjoint sans constantes, nous observons que ses monômes unitaires correspondent à ses sous-graphes  M  satisfaisant aux conditions suivantes :  (i) la sortie est dans  M  (ii) si une flêche est dans  M , il en est de même des deux portes qu’elle joint  (iii) toute porte de  M , à l’exception de la sortie, émet une flêche dans  M  (iv) si une porte de multiplication est dans  M , il en est de même des deux flêches qu’elle reçoit  (v) si une porte d’addition est dans  M , elle reçoit exactement une flêche dans  M . Comme le graphe est multiplicativement disjoint, ce sous-graphe a une structure arborescente, et le monôme qu’il calcule est le produit des inconnues figurant à ses entrées.

Pour représenter un tel sous-graphe par un uple booléen, on introduit une variable  zp  par porte de  C  et une variable  zf  par flêche de  C . A chacune des conditions ci-dessus on associe des polynômes qui valent  1  pour les uples booléens qui les satisfont, et  0  pour ceux qui ne les satisfont pas. Ce sont : (i)  zs , où  s  est la porte de sortie ;  (ii)  1 – zf + zf.zp.zp’  où la flêche  f  part de  p  et arrive en  p’  ; (iii)  1 – zp + zp.Pk(z1, … zk) , où  z1 … zk  représentent les flêches qui partent de la porte  p , et où le polynôme  P  est défini par la récurrence suivante : P1(z1) = z1 , Pk(z1, … zk) = zk + (1 – zk).Pk(z1, … zk-1)  ;  (iv)  1 – zp + zp.zf.zf’ , où la porte de multiplication  p  reçoit les deux flêches  f  et  f’  ;  (v)  1 – zp + zp.( zf + zf’ – 2.zf.zf’) , où la porte d’addition  p  reçoit les deux flêches  f  et  f’  . A chaque porte d’entrée  p , on associe le polynôme  1 – zp + zp.x , où   x  est la variable qui étiquette  p .

Le produit de tous ces polynômes est un terme  T(x,z)  de taille inférieure à  1 +  6.2.c + 3.(c+1)2 + 8.c + 5.(c+1) . Pour  z  booléen,  T(x,z)  calcule le polynôme nul, ou bien un monôme unitaire de  C , dont tous les monômes unitaires sont ainsi bijectivement représentés ;  C(x)  s’obtient donc par somme de Valiant devant  T(x,z) . Cela montre que  VPmd(()  est inclus dans  VSPt(-1) , puis le lemme par substitution de constantes et associativité des sommations.

En ajoutant encore des variables, on peut obtenir simplement la fonction-coefficient  de  C(x)  comme somme de Valiant devant un terme de taille polynomiale, ce qui donne une nouvelle démonstration du lemme précédent. Pour cela, il faut introduire de nouvelles variables  v(p)  représentant les multidegrés du monôme lorsqu’il passe par la porte  p . Le uple de variable  y  est associé à la sortie.

On construit un terme  D(x,y,z,v)  en prenant le produit des polynômes suivants :  si  p  est une entrée, étiquetée par la variable  x , et   v  est la variable associée à son degré en  x , on met dans le produit le facteur   1 – zp + zp.v  ; si au contraire  w  est la variable associée au degré de  p  par rapport à une variable autre que  x , on met  1 – w  ;  si  p  est une porte d’addition, recevant les flêches  f’  et  f”  des portes  p’  et  p” , on met le produit des   vi – zf’.vi’ – zf”.vi” ,  où  vi ,  vi’  et  vi”  parcourent les uples de variables représentant les multidegrés respectifs de  p ,  p’  et  p”  ; si  p  est une porte de multiplication, il faut mettre le produit des  vi – si(v’,v”) , où  s(v’,v”)  représente une simulation de l’addition en base deux de  v’  et de  v”  ; comme les longueurs de ces uples sont de l’ordre de  log(c) , il n’est même pas nécessaire de paralléliser cette addition. Pour éviter que le même monôme soit compté plusieurs fois, il faut mettre aussi le produit des  z(p) + (1 – z(p)).v  pour chaque variable  v  associée à la porte  p .

Lorsque  y ,  z  et  v  sont booléens, et que  D(x,y,z,v)  ne calcule pas le polynôme nul, c’est que  z  représente un monôme unitaire de  C(x) , dont  y  est le multidegré, les autres valeurs de  v  représentant le multidegré du monôme en formation à la porte  p  si elle a été utilisée, étant égales à  1  sinon. La fonction-monôme de  C(x)  s’exprime comme la somme de Valiant  (z, v booléens  T(x,z).D(x,y,z,v)  . Fin

14. Polynômes  VSP-complets.

On dit que le polynôme  f(x)  est projection du polynôme  g(y)  si le premier s’obtient à partir du second en remplaçant les variables de ce dernier par des variables ou des constantes. Un célèbre théorème de Valiant affirme qu'il existe un polynôme  p(c,d) , tel que tout polynôme de complexité  c  et de degré  d  soit une projection de  Perp(c,d) . Une étape essentielle de la démonstration, c’est de montrer, comme nous l’avons fait, que  VSPmd(-1) = VSPt(-1)  ; ensuite on fait des calculs dans des graphes ; les constantes qui interviennent dans les substitutions sont   1 ,  -1  et  1/2 . 

Autrement dit, le Permanent est universel (on dit aussi “complet”) pour la classe  VSPmd(-1/2) = VSPt(-1/2)  : pour toute suite de polynôme  fn(x)  qui est dans  VSPmd(-1/2) , il existe un polynôme  p(n)  tel que, pour chaque  n ,  fn(x)  s’obtienne à partir de  Perp(n)  en y remplaçant des variables par des variables ou l’une des constantes  - 1 = (-1/2) + (-1/2) ,  1 = (-1).(-1)  ou  -1/2 . Comme par ailleurs le Permanent est dans  VSPt(-1/2) , il est clair que l’hypothèse  VSPmd(-1/2) = VPmd(-1/2)  équivaut à l’appartenance du Permanent à la classe  VPmd(-1/2)  : le Permanent est en quelque sorte l’élément typique de la classe  VSPmd(-1/2) .

Pour une formulation plus valiantesque, on affaiblit ce résultat en disant que le Permanent est complet pour la classe  VSPdb(Q) = VSPmd(Q) = VSPt(Q) , que  VSPdb(Q) = VPdb(Q)  si et seulement si le permanent est dans  VPdb(Q) .

En caractéristique  p ( 2 , la constante  -1/2  s’inverse modulo p , si bien que le Permanent est complet pour la classe  VSPdb(mod p) , qui est aussi la classe  VSPmd(mod p) . Il est par contre très peu probable que le permanent soit complet pour la classe  VSPmd(mod 2) , car il est facilement calculable  modulo 2 , et le Théorème de Valiant n’affirme nullement cette complétude.

Pour avoir un polynôme universel quelle que soit la caractéristique, Malod a introduit le Hamiltonien  Hamn  , défini de manière analogue au permanent, mais avec une somme restreinte au  (n-1)!  permutations circulaires des colonnes. Il montre que le Hamiltonien est dans  VSPmd(-1) , et est universel pour cette classe ; les seules constantes à substituer sont  1  et  -1 , si bien que le Hamiltonien reste universel pour la classe  VSPmd(mod p)  même si  p = 2 .

Enfin, Malod a introduit un polynôme (ou plutôt une suite de polynômes !)  Maln  qui est universel pour la classe  VSPdl(-1)  ; il est assez gigantesque, mais sa fonction-coefficient n’est pas trop compliquée. 

15. Des résultats de nature hypothétique, en degré borné

La philosophie qu’on peut tirer de la section 12, qui est celle que j’ai donnée à Malod comme sujet à étudier pour sa thèse, c’est qu’une hypothèse VPdb = VSPdb  revient à dire qu’on passe d’un polynôme à sa fonction-coefficient, et réciproquement, sans explosion de complexité. Nous en explicitons deux interprétations, la deuxième étant un relâchement de la première.

Theoreme 15.1. Les improbables hypothèses suivantes sont équivalentes :  

(i) VSPmd(-1) = VPmd(-1)  ;
(ii) le Hamiltonien est dans  VPmd(-1)  ;
(iii) si  fn  est dans  VPmd(-1) , toutes ses fonctions-coefficient partielles aussi ;
(iv) si la fonction-coefficient de  fn  est dans  VPmd(-1) ,  fn  aussi ;
(v) si on dérive un élément de  VPmd(-1)  par rapport à plusieurs de ses variables, on obtient un élément de  VPmd(-1) .

Démonstration. Pour (ii), c’est parce que le Hamiltonien est universel. Pour (iii) , c’est parce que  VSPmd(-1)  est stable sous la prise de coefficients ; pour la réciproque, nous avons vu qu’un polynôme facile à calculer a un coefficient égal au permanent, et on peut faire la même chose avec le Hamiltonien. Pour (iv), c’est parce qu’un polynôme s’obtient par somme de Valiant devant sa fonction-monôme. Pour (v), on différencie un polynôme en calculant les dérivées de chacun des monômes, puis on somme : les deux passages se font sans explosion de complexité ; pour la réciproque, nous avons vu un polynôme facile à calculer a pour dérivée itérée le permanent, et il est possible de donner un exemple de même nature avec le Hamiltonien. Fin

Le même théorème vaut naturellement pour  VPdb(mod p) = VSPdb(mod p) .

Theoreme 15.2. Les improbables hypothèses suivantes sont équivalentes :  

(i) VSPdb(Q) = VPdb(Q)  ;
(ii) le Hamiltonien (ou le Permanent) est dans  VPdb(Q)  ;
(iii) si  fn  est dans  VPdb(Q) , toutes ses fonctions-coefficient aussi ;
(iv) si la fonction-coefficient de  fn  est dans  VPdb(Q) ,  fn  aussi ;
(v) si on dérive un élément de  VPdb(Q)  par rapport à plusieurs de ses variables, on obtient un élément de  VPdb(Q)  ;

(vi) si on intègre un élément de  VPdb(Q)  par rapport à plusieurs de ses variables, on obtient un élément de  VPdb(Q) .

Démonstration. Tout se démontre de la même façon ; pour (iv) , il y a des coefficients rationnels qui interviennent dans l’intégration des monômes, ce qui nous avait empêché de parler d’intégration en 14.1. Fin
16. Des résultats, de nature hypothétique, en degré libre

En degré libre, un problème ouvert majeur est de savoir si la classe  VSPdl(-1)  est stable pour la prise de coefficients. Dans ce cas, il y a un nombre doublement exponentiel de monômes unitaires, et il n’est plus posible de les localiser individuellement ; c’est parce qu’il n’y a qu’un nombre simplement exponentiel de multidegrés possibles qu’ils se regroupent en paquets doublement exponentiels. Malod a montré un lemme combinatoire, permettant de calculer les coefficients des paquets à partir du calcul de coefficients binomiaux  Cnm = (nm)  , où les nombres  n  et  m  sont simplement exponentiels. Il s’agit bien d’un calcul, et non pas du don gratuit de quelques paramètres entiers, car les nombres  n  et  m  dépendent de l’architecture du circuit considéré.

Il est peu probable que ce calcul puisse se faire dans  VPdl(-1) , car cela impliquerait qu’on puisse calculer  n!  en un nombre polynomial en  log(n)  de sommes et de produits, ce qui donnerait d’une part un test simpliste de primalité, et d’autre part un algorithme de factorisation, aux conséquences horribles pour la vie de l’homme moderne (et pas seulement pour sa carte bleue ; si vous savez factoriser, vous pouvez téléphoner à Poutine : “Allo, Vlady, c’est assommant, mais on s’est trompé de bouton ; les bombes arrivent sur Moscou dans vingt minutes et on sait pas quoi faire pour les arrêter !” avec signature George W. Bush authentifiée). Mais il pourrait se faire dans  VSPdl(-1) .

Faute de ce résultat, on ne peut énoncer d’analogues aux théorèmes de la section 14 correspondant à l’hypothèse  VPdl(-1) = VSPdl(-1) . Mais, comme l’a observé Malod - toujours lui -  un vieux (XIX° siècle) théorème de Lucas permet le calcul rapide des coefficients binomiaux modulo  p , pour chaque nombre premier  p  fixé. Cela nous permet de conclure par un dernier théorème, dont la dernière clause, due bien sûr à Malod, est assez sensationnelle :

Theoreme 16.1. Les improbables hypothèses suivantes sont équivalentes :  

(i) VSPdl(mod p) = VPdl(mod p)  ;
(ii) si  fn  est dans  VPmd(mod p) , toutes ses fonctions-coefficient aussi ;
(iii) si la fonction-coefficient de  fn  est dans  VPmd(mod p) ,  fn  aussi ;
(iv) si on dérive un élément de  VPmd(mod p)  par rapport à plusieurs de ses variables, on obtient un élément de  VPmd(mod p)  ;
(v) VSPdb(mod p) = VPdb(mod p) .

Démonstration. Tout est clair, sauf l’équivalence de  (i)  et de  (v)  ; on passe de  (i)  à  (v)  par troncature du degré ; pour l’autre sens, en examinant la fonction-coefficient du polynôme universel  Maln  on voit qu’elle est dans  VSPdb(mod p) , si bien qu’un polynôme de  VSPdl(mod p)  s’obtient en remplaçant dans un polynôme de  VSPdb(mod p)  certaines inconnues par des monômes de haut degré. Fin

En caractéristique  0 , la troncature montre que  VSPdl(Z)  = VPdl(Z)  implique  VSPdb(Z) = VPdb(Z) , mais quid de la réciproque ? Encore plus mystérieux sont les rapports entre  VSPmd(-1) = VPmd(-1)  et  VSPdl(-1) = VPdl(-1) .
Summary of the seven last sections
Impossible  problems  

1.
Show that  P ( Pt , P ( NP ,  P ( P# .

2.
Show that the determinant is in  VPt(-1)  ; show that the permanent is not in  VPdb(-1) , an even not in  VPdb(C) .

3.
Call pascalinen  the function from  {0,1}2n  to  N  which associates to  (x,y)  the binomial coefficient  (ab) , where  a  and  b  are the integers whose binary developments are  x  and  y  ; show that the pascaline is not in  VPdl(-1) . 

4.
Call factorialn  the function from  {0,1}n  to  N  which associates to  (x)  the number  a! , where  a  is the number with binary development  x   ; show that the factorial is not in  VPdl(-1) .

Difficult problems

5. 
Show that  P ( Pmd ,  P ( Pc .

6.
Can any computation in  P  be simulated in  VPmd(-1) ?

7.
Show that   VPt(-1) ( VPmd(-1) ,  VSPt(-1) ( VPmd(-1) ,  VPdl(-1) ( VSPdl(-1) .

Problems

8.
Is the class  VPdl(-1) closed under taking coefficient-functions ?

9.
Does the pascaline belongs to  VSPdl(-1) , or  VSPt(-1)  ?

10.
Does the factorial belongs to  VSPdl(-1) , or  VSPt(-1) ?

11.
Can you show that the two hypothesises  VPdl(-1) ( VSPdl(-1)  and  VPmd(-1)  ( VSPt(-1)  are equivalent ?

Easy problem

12.
Learn French.
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