
Traitement du Signal
Épreuve 2009

Durée : 2 heures
—Les notes de cours sont autorisées —

!!! Chaque exercice doit être rédigée sur une copie séparée !!!

Partie I

Exercice I-1 : Modulation d’amplitude

Soit x(t) = cos(2πf1t) + cos(2πf2t) avec f1 = 100Hz et f1 = 150Hz.

1) Quelle est la transformée de Fourier de x(t)? On notera cette TF X(f).

2) On module en amplitude un signal sinusöıdal de fréquence f0 = 1000Hz
par x(t) : y(t) = x(t) cos(2πf0t). Que vaut la TF de y(t)? Donner la
définition et tracer les spectres de puissance de x(t) et y(t).

3) On veut échantillonner ce signal. Quelle fréquence d’échantillonnage
fe minimum doit-on utiliser pour éviter le phénomène de repliement
spectral? Quelle est alors la TF de ce signal échantillonné? Tracer le
spectre.

4) Pour le calcul de la FFT on utilise une fréquence d’échantillonnage de
5000Hz. Quel est le nombre minimum N d’échantillons faut-il prendre
pour séparer les fréquences f1 et f2?

5) On démodule y(t) en le multipliant par la porteuse cos(2πf0t). Quel
est le spectre du signal résultant z(t)? On filtre le signal z(t) par un
filtre passe-bas. Quelle doit être la fréquence de coupure de ce filtre
pour récupérer le spectre du signal modulant x(t)?
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Exercice I-2 : Estimation spectrale

On se propose de comparer deux méthodes d’estimation de spectre de puis-
sance. On considère un signal aléatoire stationnaire et ergodique x(t).

1) Dans un premier temps on estime le spectre de ce signal en prenant le
carré de la transformée de Fourier du signal pondéré par une fenêtre
g(t) : S̃1

x(f) = |TF{x(t)g(t)}|2. Calculer ce spectre en fonction de la
TF de x(t). On note

∫ +∞
−∞ |g(t)|2dt = A. Quelle valeur de A faut-il

prendre pour que g(t) ne modifie pas la puissance du signal ?

2) Dans un deuxième temps on veut estimer le spectre en utilisant la
fonction de corrélation Rxx(τ) = IE{x(t + τ)x(t)}. Quelle relation doit
on utiliser pour cela? Comme il est difficile d’estimer cette fonction de
corrélation pour des valeurs de τ allant de −∞ à +∞, on calcule en
fait la TF de Rxx(τ)g(τ). Calculer ce spectre en fonction de la TF de
x(t).

3) Calculer le biais de ces deux estimateurs.
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Partie II

Exercice II-1 : Tests de χ2

Soit un ensemble de mesures expérimentales y = [0.75, 0.46, 0.94, 1.33, 1.47, 2.42],
réalisées aux points (déterministes) x = [0.1, 0.25, 0.5, 0.75, 1, 1.25], d’incertitudes
(écart-type) toutes égales, σy = 0.4. On suposera que les y sont des variables
aléatoires normales et indépendantes.

On s’intéresse à deux modèles :

M1 : y = a + bx.

M2 : y = c + dx2.

1) Calculez les estimateurs des moindres carrés pour a et b ? Que valent
ces estimateurs par maximum de vraisemblance ? Calculez â et b̂ pour
les données de l’énoncé.

2) Calculez les estimateurs des moindres carrés pour c et d ? Calculez ĉ
et d̂ pour les données de l’énoncé.

3) Réaliser, à l’échelle, un graphique représentant les mesures et leurs
incertitudes, ainsi que les modèles 1 et 2 estimés.

4) Quel est le meilleur modèle ? (Utiliser le test de χ2 pour justifier vos
réponses, une table de χ2 est jointe en annexe, cf. table 2).

5) Un deuxième expérimentateur a réalisé les mêmes mesures mais estime
leur incertitude à σy = 0.8. Que deviennent les estimées â, b̂, ĉ et

d̂ (répondre brièvement mais de façon précise et justifiée) ? Quelles
conclusions sont données par les tests de modèles ?
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Exercice II-2 : Etude d’histogramme

Un binôme d’étudiants de L3 vient de réaliser une série de mesure {Xi, i =
1, . . . , n}, dont ils sont très contents. Leur étude théorique du dispositif
expérimental (dont ils sont également très contents) prévoit une loi de prob-
abilité pour X de type: pX(x) ∼ |x|−α. De manière équivalente, la distri-
bution cumulative P [X ≤ x] ∼ |x|−(α−1). L’objectif est alors d’estimer le
paramètre α. Cependant à ce point, leurs analyses du problème divergent.
Le premier étudiant, E1, réalise un histogramme des observations en comp-
tant le nombres d’observations nk qui tombent dans les intervalles régulièrement
espacés: mX + (k − 1)k∆ ≤ X < mX + k∆, pour k = 1, . . . , K, où mX cor-
respond à mX = min ({Xi, i = 1, . . . , n}), et K le nombre d’intervalles,
choisi tel que ∆ � medianX. Il trace ensuite le diagramme log10 nk vs.
log10(k∆) et propose d’estimer α en mesurant la pente de ce diagramme log-
log, représenté sur la figure 1, (diagramme du haut).
Le second étudiant, E2, choisit lui de faire un histogramme avec des inter-
valles espacés logarithmiquement. Il compte donc le nombre nk d’observations
dans les intervalles: mX + 10(k−1)∆ ≤ X < mX + 10k∆, pour k = 1, . . . , K.
Il trace ensuite le diagramme log10 nk vs. log10(10k∆) et propose d’estimer
α en mesurant la pente de ce diagramme log-log, représenté sur la figure 1,
(diagramme du bas).

Pour toutes les questions ci-dessous, des réponses très courtes et néanmoins
très précises, sont attendues.

1) Lequel de ces deux étudiants a produit un diagramme à partir duquel
la mesure d’une pente est la plus facile ? Quelle idée simple justifie la
procédure proposée par E2 ?

2) A partir du graphique du haut de la figure 1, estimez la valeur de α
obtenue par E1: α̂1.

3) A partir du graphique du bas de la figure 1, estimez la valeur de α
obtenue par E2: α̂2.

4) Ces deux valeurs sont en désaccord. Effectuez une étude théorique
simple et précise de chacune des deux procédures et indiquez comment
les pentes mesurées dans chaque diagramme correspondent (ou non) à
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α. Corrigez l’éventuelle erreur commise par l’un ou l’autre des deux
étudiants.

5) Concluez sur l’intérêt de travailler en binôme. Plus précisément, ex-
pliquez comment, en combinant les points de vue des deux étudiants,
on peut obtenir une bonne estimation de α.

6) Concluez sur l’intérêt d’avoir assiter au cours d’introduction à l’analyse
de données et au traitement du signal (question hors barême).
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Figure 1: Histogrammes expérimentaux des étudiants E1 (haut) et E2 (bas).
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Figure 2: Table de χ2.
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