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Journées Irrégularité des processus aléatoires, IHP 1. Champs fractionnaires et intégrale stochastique

La plupart des champs fractionnaires X ont une représentation stochastique du type :
d
X (z)= | f(z,6) Mdg), = €R,
R

avec A (d€) une mesure aléatoire indéfiniment divisible.
[ Nous nous intéressons a la partie non-gaussienne de A(d¢§).

[0 A(d&) définie au moyen d’'une mesure aléatoire de Poisson N (d€, du).

Cas Particuliers
O A(d§) = My (d€) mesure aléatoire a-stable symétrique (0 < a < 2).

0 A(d€) = L(d€) mesure aléatoire de Lévy au sens de BENASSI, COHEN, ISTAS (2004).
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Journées Irrégularité des processus aléatoires, IHP 1. Champs fractionnaires et intégrale stochastique

Soit N (d€, dv) une mesure aléatoire de Poisson sur R% x R d'intensité n (d€, dv) = d€ v(dv).

Notations

e aVb=max(a,b).

e a A b= min(a,b).
Hypotheses

e v(dv) est symétrique.

o /vz A 1v(dv) < 4o0.

R

La mesure aléatoire A(d€) est définie par

/Rdg(ﬁ)/\(dﬁ) = /RdXRg(é)v (N (de, dv) — (lg(€)v] v 1) " n(de, dv))

ou g vérifie

/Rd(g(f)QUQ) A 1n(dg, dv) < +oo.
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Journées Irrégularité des processus aléatoires, IHP 1. Champs fractionnaires et intégrale stochastique

Exemples
[1 Mesure aléatoire de Lévy réelle (BENASSI, COHEN, ISTAS 2004) :
Hypothése e Vp € N*, /|v|p v(dv) < +o0.
R

Alors A(dv) = M (dv) partie non gaussienne d’'une mesure aléatoire de Lévy réelle.

Moving Average Fractional Lévy Motions

X@ = [ (o= 1"~ = [€]"="2) Ade). = R,

avec0 < H < 1.

[1 Mesure aléatoire «-stable symétrique (SAMORODNISTKY ET TAQQU 1994) :

dv
14+

O0<a<?2 et V(dv)zl |
v

Moving Average Fractional Stable Motions

X@) = [ (o=~ —g1"=*) A@g), @R

avec0 < H < 1.
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Journées Irrégularité des processus aléatoires, IHP 2. Séries de bruits généralisés

Représentation en série

Supposons 0 < v (R) < +o0.

Notations

o (Vi),sy iid Vo~ ’;((dg)) : e T}, n°™ temps de saut d’un processus de Poisson d'intensité 1.

1/d
o (Un),sy iid. Un ~ USTTY) e, = (dIT/—%m) U, ou cq=vol. de la boule unité de R?.
Proposition 1 Soitx € RY. Alors presque strement,
N
Yi(z) =Y f(z.6)Va
n=1

converge vers Y/ et { X7 (2) : x € R%} = {Y/(z): 2z € R},
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Journées Irrégularité des processus aléatoires, IHP 2. Séries de bruits généralisés

Vitesse de convergence

[] Dépend de 'asymptotique de f quand & — +oc (car T, /n — 1 p.s.)

Hypotheses
oVE £, |f(x, 8] < ngﬁ avec 3 > d/2etC' > 0.
+oo
e Ir € (d/0, 2]/ lv|" v(dr) < 4o0.
0

Théoreme 2 Alors

1. Ve € (0,8/d — 1/r),supys; N°|Y7 (z) — Y (2)| < +oops.

2 B(|V{(@) - Y/ (@)| ) < 552,

) < CWbB) - hour tout entier N > r(/d etavec C'(r, 3) connue.
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Journées Irrégularité des processus aléatoires, IHP 2. Séries de bruits généralises

|ldée de la preuve

e Pour l'erreur p.s., on établit le lemme suivant (représentation en série des lois «-stable)

Lemme 3 Soit (X,n)n>1 suite de variables i.i.d. symétriques réelles, indépendante de

(T5),,>1 €t (Yn),,>1- Supposons |Y,, | < CcT, 7 avecy € (0,2) et E(|X,,|") < +o0

avec r > -y. Alors,

+o0
Ve e (0,1/y—=1/(r A2)), sup N° Z Y, X,| < +oops..
Nex>1 | S5

e Pour l'erreur L"), inégalité de Khintchine (ou Jensen).
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Journées Irrégularité des processus aléatoires, IHP 2. Séries de bruits généralisés

Convergence Uniforme

Hypothéses Soit K uncompactet 31 >d > B2 > ... > (31 > d/2.

o as (@b E/IIED | bp(E/liED)
e 13 O I 13

O\V/ZCEK, Vf#oa f(:l?,f)—

+00
e dr € (d/ 1, 2]/ lv|" v(dr) < 400 et E(|b;(Up)|") < 4o0.
0

Théoreme 4 Alors pour toute € (0, min (B1/d—1/r,B8,/d —1/(1 AT))),

sup N¢ sup |V (z) — Y]{,(x) < +00 pss.
N>1  z€K

avec a continues.
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Journées Irrégularité des processus aléatoires, IHP 2. Séries de bruits généralises

Moving Average Fractional Lévy Motions

Xun(w) = [ (="~ = €1"=/*) A(ag)

avec /|v|p v(dv) < +00,0< H < letH # d/2.
R

[] Accroissements stationnaires.

[] Localement autosimilaire d’exposant H, champ tangent FBM.

Sous I'hypothése 0 < v(R) < 400,
[ Vitesse de convergence p.s. : N™ “avece < (1 — H)/d.

[1 Contréle de I'erreur en norme L2.
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Journées Irrégularité des processus aléatoires, IHP 2. Séries de bruits généralises

Moving Average Fractional Lévy Motions

l/(d’lj) = % (5_1 —+ 51)
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Journées Irrégularité des processus aléatoires, IHP 2. Séries de bruits généralises

Real Harmonizable Fractional Lévy Motions

—iz-€ _ q
Xp(z) = 2R /Rd cTIfHH”/Q (N — n)(d¢, d2)

avec /|z|p v(dz) < 4o0.
C

[] Accroissements stationnaires.

[] Localement autosimilaire d’exposant H, champ tangent FBM.

Sous I'hypothese 0 < v(C) < 400,
[ Vitesse de convergence p.s. : N~ “ avece < H/d.

[1 Contréle de I'erreur en norme L2.
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Journées Irrégularité des processus aléatoires, IHP 2. Séries de bruits généralisés

Real Harmonizable Fractional Lévy Motions
v(dz)=probabilité uniforme sur C(0, 1).
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Journées Irrégularité des processus aléatoires, IHP 3. Approximation gaussienne

Approximation gaussienne

Supposons v (R) = +o0. Alors, X/ = Xgil + X§72 avec

X! (z) = @ OvLp< (N(d6, dv) = (1f (@, €)v] v 1)~ n(d¢, dv))
et

Xea(a)= | Rf(xag)vhmza(N(dga dv) = (|f(z,&)v] v 1) ™" n(dg, dv)).
Alors

Xei(z) = Rdf(waﬁ)/\e,i(dﬁ)
avec A ; associée a une mesure de Poisson ¢ ;.
O ne,1(dv) = 1jyj<en(dv) et ne 2(dv) = 1)y >n(dv).
1 Xe,1 et X¢ 2 indépendants.

[J X¢ 2 ~~ Série de bruits généralisés.
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Journées Irrégularité des processus aléatoires, IHP 3. Approximation gaussienne

Notation o(c) — ( /_ }2 V(d@)) 7

o(e)

Proposition 5 Supposons que pour tout z € R?, f(z, ) € L? (Rd) et 111(1)1 ——~ = +400. Alors,
e—0U4 E
X7 (z
fim 22 2 (W)
e—04 0(8) rcRd
xR

avec W (d€) a une mesure aléatoire gaussienne et W/ (z) = [ f(x, &) W (dE).
Rd

[] Approximation de X§,1 par o (e)W 7.
[0 Dans les exemples, W7 est un FBM.

[1 Contréle de I'erreur : Bornes de Berry-Esseen.
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Journées Irrégularité des processus aléatoires, IHP 3. Approximation gaussienne

Moving Average Fractional Lévy Motions
v(dv) = [v] 7 T <1, 0 < a < 2.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

H =0.8

[ Vitesse de convergence de la partie série: N % avec § < (1 — H)/d.

[ Approximation de Xg:l par o(e)By.
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Journées Irrégularité des processus aléatoires, IHP 3. Approximation gaussienne

Moving Average Fractional Stable Motions

Xon(w) = [ (lle = €177/ = )"~ A(ae)

1

avec v(dv) = W,O<Q<Q,O<H<IGIH#CZ/OA

[ ] Accroissements stationnaires.

[] Autosimilaire d’ordre H.

[ Vitesse de convergence p.s. de la partie série : N % avec § < (1 — H)/d.

[] Approximation de Xil par o(€)Br_d/a+d/2. Cequisuppose 1 > H > d/o — d/2.
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Journées Irrégularité des processus aléatoires, IHP 3. Approximation gaussienne

Moving Average Fractional Stable Motions

Indice de stabilité : o« = 1.5.
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Journées Irrégularité des processus aléatoires, IHP

Linear Fractional Stable Motions

3. Approximation gaussienne

Xu(@) = [ (0= 9" = (<077*) A(a)

avec /|fu|p v(dv) < 00,0 < H < letH # 1/a.
R

[] Accroissements stationnaires.

[] Autosimilaire d’ordre H.

[ Vitesse de convergence p.s. : N ° avec § < (1—H).

[ Approximation gaussienne : 0(€)Br—1/q+1/2 pour H > 1/ —1/2.
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Journées Irrégularité des processus aléatoires, IHP 3. Approximation gaussienne

Linear Fractional Stable Motions

Indice de stabilité : o« = 1.5.
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Journées Irrégularité des processus aléatoires, IHP

Real Harmonizable Fractional Stable Motions

Indice de stabilité : o« = 1.5.

3. Approximation gaussienne
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