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Résuḿe – Nousétudions diverses manières de s’́ecarter des contraintes strictes d’auto-similarité ou d’accroissements stationnaires pour des
processus aléatoires. En ŕeinterpŕetant l’auto-similarit́e avec accroissements stationnaires comme l’invariance sous un déplacement dans le plan
temps-́echelle, nouśetudions des modifications des opérateurs affines qui conduisentà d’autres classes de processusà invariance briśee (commme
celle sous effet de taille finie ou l’auto-similarité locale).

Abstract – We study various ways for stochastic processes to depart from exact self-similarity with stationary increments (Hss-si). An
interpretation ofHss-si as invariance under affine time-scale deplacement operators is used and introducing modified dilations or increments
allows to discuss processes with broken self-similarity, including finite size scale invariance and local self-similarity.

1 Invariance d’échelle et accroissements
stationnaires

Définitions introductives. L’invariance d’un signal, ou d’un
syst̀eme,à travers leśechelles est une hypothèse largement uti-
lisée en physique comme dans d’autres domaines : physique
statistique, turbulence, télécommunications, ǵeophysique, etc.
Rappelons la d́efinition pour les processus aléatoires [16].

Définition 1 Un processus aléatoire{X(t), t ∈ R} est dit au-
tosimilaire d’indiceH (ouH-ss) si et seulement si

(DH
λ X)(t)=̂λ−HX(λt) d= X(t). (1)

DH
λ note la dilatation de rapport d’échelleλ et

d= désigne l’́ega-
lit é en distribution. L’exemple de base est le classique mouve-
ment brownien fractionnaireBH(t) d’exposant d’autosimila-
ritéH [11]. La mod́elisation des ph́enom̀enes auto-similaires
est en ǵeńeral concilíee avec une forme de stationnarité des si-
gnaux en supposant que le signalétudíe a des accroissements
stationnaires, notéa.s.[20].

Définition 2 Un processus aléatoire{X(t), t ∈ R} està ac-
croissements stationnaires, notéa.s., si pour toutτ ∈ R, l’incr é-
ment{Z(τ, t) = X(t+ τ)−X(t), t} est stationnaire :

(TbZ)(τ, t)=̂Z(τ, t+ b) d= Z(τ, t). (2)

Tb désigne ici l’oṕerateur de translation en temps deb. Les
mouvements browniens fractionnairesBH(t), paradigmes des
processus invariants enéchelle, poss̀edent ces deux propriét́es.

Brisure des syḿetries. Nousétudions dans la suite des pro-
cessus qui d́evient de l’une ou l’autre de ces deux propriét́e.
Pour de nombreuses applications concrètes, il faut en effet as-
souplir l’invariance eńechelle pour n’en garder qu’une symétrie

brisée, par exemple eńechelle [8] :évolution non stationnaire
en échelle en traffic internet [15], bornes sur leséchelles en
turbulence [7], invariance d’échelle discr̀ete pour des systèmes
statistiques complexes [18, 4, 5], etc.

La partie 2 propose des variations où l’invariance eńechelle
est briśee tandis que les accroissements sont conservés station-
naires. L’objet de la partie 3, avant notre conclusion, est de
consid́erer l’invariance d’́echelle d́efinie seulement localement
en temps, et d’en donner une approche avec un géńerateur lo-
calement stationnaire.

Avant cela, il est bon de rappeler comment les deux symétries
que nous consid́erons reviennent̀a supposer l’invariance pour
une repŕesentatioǹa deux param̀etres du processus. C’est dans
ce cadre que nous introduirons ensuite les brisures de symétries
sṕecifiques consid́eŕees.

Accroissements et d́eplacements temps-́echelle affines.Il est
habituel de ŕeunir les deux propriét́es d’un processusH-ss à
a.s.en une seuléequation que l’ońecrit en ǵeńeral

X(t+ λτ)−X(t) d= λH(X(τ)−X(0)). (3)

Cette combinaison des deux propriét́e des d́efinitions 1 et 2 est
réécrite ensuite pour apparaı̂tre comme une invariance sous un
seul groupe de syḿetrie.

Propri été 1 Un processusX(t) estH-ssà a.s.si et seulement
si ses processus accroissements{Z(τ, t), t ∈ R} sont inva-
riants en distribution sous le groupe des déplacements temps-
échelle affines d́efini comme{DH

(λ,b)=̂D
H
λ Tb, (λ, b) ∈ R+

∗ ×
R}.

On rappelle la loi de composition affine surR+
∗ × R : (λ, b) ·

(α, t) = (λα, λt + b). L’ensemble des d́eplacements temps-
échelleDH

(λ,b) est une repŕesentation du groupe affine (groupe

de la droiteax + b) puisqueDH
(λ′,b′)D

H
(λ,b) = DH

(λ,b)·(λ′,b′).



Ce sont des oṕerateurs de d́eplacement au sens de [9] : tout
point du plan temps-échelle(α′, t′) peut être atteint de n’im-
porte quel autre point(α, t) en choisissant le d́eplacement de
param̀etres(α/α′, t′ − αt/α′).

Une d́emonstration peu rigoureuse de la proposition tient par
le calcul suivant.
(DH

(λ,b)Z)(τ, t) = λ−H
(
X(λt+ λτ + b)−X(λt+ b)

)
d= X(t+ τ + b/λ)−X(t+ b/λ)
d= X(t+ τ)−X(t) = Z(τ, t).

La deuxìeme égalit́e exprime l’auto-similarit́e deX et la
suivante la stationnarité de ses accroissements. Cette propriét́e
découle en fait directement des définitions. Dans cette lecture
de l’autosimilarit́e aveca.s.la taille d’incŕementτ prend le sens
d’uneéchelle.

Représentation à deux paramètres deH-ss eta.s. L’ap-
proche plus ǵeńerale que nous adopterons est alors de définir
ces syḿetries non pas sur le processus mais sur une représentation
quelconque de type temps-échelle. Puisque lesDH

(λ,b) sont des
opérateurs de d́eplacement du plan, il existe des représentations
TX [a, t] covariantes pour ces déplacements temps-échelle [9].

TDH
(λ,b)X

[α, t] = (DH
(λ,b)TX)(α, t) = f(λ−H)TX [(λ, b)·(α, t)],

où f décrit la renormalisation. Nous venons de rappeler que les
accroissementsZ(τ, t) entrent dans cette catégorie. Dans cette
écriture, l’action du d́eplacement surX(t) est formellement
(DH

(λ,b)X)(t) = X(b + λt) mais, pour un processus aléatoire,
cette forme est̀a utiliser avec pŕecautions.

Plus ǵeńeralement on sait que, si elles sont linéaires, elles
doiventêtre de type transforḿee en ondelettes

TX [α, t] =
∫
X(u)

1
α
ψ

(u− t

α

)
du,

tandis que la classe quadratique affine est l’équivalent pour
les repŕesentations de type densité d’énergie. Sous condition
que l’on peut reconstruire le signal ainsi représent́e (admissibi-
lit é pour les ondelettes), imposer les symétriesH-ss eta.s.est
équivalentà imposer l’invariance en distribution deTX [α, t]
sous les d́eplacements temps-échelle. Sṕecifions cela pour les
ondelettes.

Propri été 2 Un processusX(t) estH-ssà a.s.si et seulement
si sa transforḿee en ondelettesTX [α, t] est invariante en distri-
bution sous le groupe des déplacements affines{DH

(λ,b), (λ, b) ∈
R+
∗ × R}.

Ce ŕesultat combine diff́erentes propriét́es connues. Dans le
sens direct, partant d’une transformée en ondelettesTX qui est
invariante sous lesDH

(λ,b), elle l’est aussi sous toutes les trans-

lations en temps puisqueTb = DH
(1,b) et on prouve qu’alorsX

està accroissements stationnaires (siψ està moyenne nul sans
autre moment nul) [6]. De m̂eme,DH

λ = DH
(λ,(1−λ)t0)

doncTX

regard́e en un temps fix́et0 est auto-similaire etX(t) l’est aussi
au sens de la d́efinition 1 [6]. Inversement, siX est un proces-
susH-ssà a.s., sa repŕesentation en ondelettes est stationnaire
en temps [12], et invariante enéchelle (ou auto-similaire) [19].
Ces deux propriét́es se regroupent pour dire queTX est alors
invariante sous le groupe affine, propriét́e remarqúee au second
ordre dans [21].

Dans la suite nous envisageons comment modifier l’une ou
l’autre partie de l’invariance. La dilatation qui conduità une
invariance d’́echelle exacte fut introduite comme une opération
multiplicative sur leśechelles et nous allons voir certains cas
qui rendent compte d’une invariance brisée en modifiant les
lois de dilatation. Nouśetudions principalement la possibilité
d’imposer des limites aux zones où l’invariance est v́erifiée,
avant de commenter sur les situations où les propríet́es d’un
processus ne s’expriment pas comme des lois de puissance.

2 Briser les lois enéchelle - taille finie

Lois d’ échelle sous effet de taille finie. Les travaux de Not-
tale [13],étendus ensuite par Dubrulle (par exemple [7]), pro-
posent de tenir compte d’effets de taille finie enéchelle en in-
troduisant cette fois des opérations de dilatations de manière
à borner leśechelles accessibles. Des arguments de symétrie
permettent d’introduire une loi d’addition� pour leséchelles
borńeess ∈]s−, s+[= S (échelle additive correspondantà s =
lnα). Sa forme est :

s1 � s2 =
s1 + s2 − s1s2(1/s− + 1/s+)

1− s1s2/s−s+
(4)

(S,�) a une structure de groupe d’élément neutre0 (doncs− <
0 < s+) et le morphisme qui le relièa(R,+) estS� : (S,�) →
(R,+) qui prend la forme

S�(s) =
s−s+
s− − s+

log
(1− s/s−

1− s/s+

)
= −s± log

(
1− s/s±

)
si s∓ −→ +∞

= s si de pluss± −→ −∞

Dans la suite, nous simplifions lesécritures en adoptant en
géńeral les formes multiplicatives, en convenant de travailler
avec l’́echelleα = es ∈ A, soumiseà la loi de composi-
tion a1�̃α2 = eln α1�ln α2 . Le morphisme multiplicatif est
M�(·) = exp(S�(ln ·)) qui transforme�̃ en une multiplica-
tion, loi deséchelles usuelles.

Dilatations sous effet de taille finie. De même que les dilata-
tionsDH

λ sont des repŕesentations du groupe usuel deséchelles
(R+
∗ ,×), nous introduisons les dilatations de taille finie comme

des repŕesentations du groupe deséchelles borńees, d’abord
pour leséchelles additives puis multiplicatives :

(Dadd
g,µU)(s) = g(µ)⊗ U(µ� s),

ou bien :(Dg
λX)(a) = g̃(λ)⊗̃X(λ�̃α)

Nous laissons ici la liberté d’introduire une loi non multipli-
cative de renormalisation qui est notée⊗ et s’appliquèaU =
lnX, en particulier une loi de composition de taille finie s’ap-
pliquant au champU (forme analoguèa (4) avec les bornesU−
etU+ du champ) [1]. La fonctiong(µ) est une renormalisation
analogue auλ−H des dilatations non bornées. Pour assurer que
lesDadd

g,µ repŕesentent(S,�), elles v́erifientg(µ1) ⊗ g(µ2) =
g(µ1 � µ2). Si la loi ⊗ est isomorphèa l’addition, en notant
S⊗ le morphisme, on obtient de cetteéquation queS⊗ ◦ g est
proportionnel̀aS� donc que

g(µ) = S−1
⊗ (−HS�(µ)).



L’ écriture multiplicative, avec les lois̃� et ⊗̃, vérifie alors
que g̃(λ) = eg(ln λ) = eS−1

⊗ (−HS�(ln λ)). Le choix d’́ecrire
−H comme constante libre permet de retrouverg(µ) = −Hµ,
soit g̃(λ) = λ−H , si les bornes sur l’échelle et le champ sont in-
finies (auto-similarit́e compl̀ete). Unéetude de l’auto-similarit́e
de taille finie que ces dilatations permettent de construire est
meńee dans [1] (mais sansa.s.).

Notons que ce formalisme s’applique aussi quand les temps
ou les grandeurs considéŕees prennent des valeurs négatives ; il
faut alors utiliser une représentatioǹa deux variables de chaque
grandeur (module et signe) et, l’écritureétant plus lourde et
technique sans changer les résultats, nous renvoyonsà [1] pour
une discussioǹa ce propos.

Auto-similarit é de taille finie : ǵenéralisation du groupe af-
fine. Le groupe affine de taille finie est construit comme le
groupe affine en posant les loisα�̃α′ (ou s � s′ en additif) au
lieu deα × α′ (ou s + s′) puis en oṕerant la m̂eme modifica-
tion sur la normalisation. Il permet de combiner accroissements
stationnaires et auto-similarité de taille finie.

Propri été 3 L’ensemble(A =]α−, α+[×R, ?) muni de la loi
affine avec taille finie :

(α1, t1)?(α2, t2) =
(
α1�̃α2 = elog α1�log α2 , t1+eS�(ln α1)t2

)
est un groupe non abélien, isomorphe au groupe affine par le
morphismeM? : (A× R, ?) → (R+

∗ × R, ·), tel que

M?(α, b) = (M�(α) = eS�(ln α), b).

Ceci est́evidentà vérifier du fait des propriét́es de morphisme
deM�.

Propri été 4 Les d́eplacements temps-échelle avec taille finie
Dg

(λ,b)=̂D
g
λTb forment une repŕesentation du groupe affine avec

taille finie et agissent sur un champTX [α, t] (variables d́efinies
surA× R) comme il suit :

(Dg
(λ,b)TX)[α, t] = g̃(λ, b)⊗̃TX [(λ, b) ? (α, t)],

où la fonction de normalisation s’écrit nécessairement

g̃(λ, b) = M−1
⊗ (exp{−HS⊗(lnλ)}).

Imposer que ces déplacements représentent(A× R, ?) revient
à avoirg̃(λ, b)⊗̃g̃(λ′, b′) = g̃

(
(λ′, b′) ? (λ, b)

)
, donc queM⊗g̃

soit un morphisme de la loi? vers la multiplication, c’est-̀a-dire
M? à une constante près.

Définition 3 Un processus aléatoire{X(t), t ∈ R} est dit au-
tosimilaire avec taille finie et̀aa.s.si une repŕesentation temps-
échelleTX est invariante sous les déplacements affines avec
taille finie :

TX [α, t] d= (Dg
(λ,b)TX)[α, t].

La reconstruction deX à partir de la repŕesentationTX [α, t]
permet alors de montrer que les processus ainsi définis ont
bien des accroissements stationnaires d’une part, et obéissent

à Z(λ⊗̃τ, t) d= g̃(λ)⊗̃Z(τ, t), invariance d’́echelle pour les
incréments de taille finieτ uniquement. Pour construire for-
mellement des champs qui vérifientTX = DTX , nous intro-
duisons une transformation qui fonde uneéquivalence desTX

avec les champs stationnaires affines, suivant l’idée de la trans-
formation de Lamperti [10, 5].

Propri été 5 L’opérateurUH suivant construit unéequivalence
entre les d́eplacements affines et les déplacements affines avec
taille finie, soitU−1

H Dg
(λ,b)UH = DH

M?(λ,b) et on a :{
(UHTY )[α, t] = M−1

⊗ (TY (M?[α, t]))
(U−1

H TX)[α, t] = M⊗(TX(M−1
? [α, t])).

Partant alors d’un champTY invariant sous les d́eplacements
temps-́echelle usuels (venant par exemple de la décomposition
en ondelettes d’un processusH-ss à a.s.), le champTX =
(UHTY ) est invariant sous les déplacements ǵeńeraliśesDg

(λ,b)

et est la d́ecomposition d’un processus autosimilaire avec taille
finie etàa.s..

La synth̀ese en pratique d’un tel processus resteà faire. Il
n’est en effet paśevident de savoir comment préciser les va-
leurs deTX [α, t] de manìereà rester dans l’espace des décompo-
sitions en ondelettes.

En terme d’analyse d’un processus ayant cette invariance,
il apparâıt intéressant de représenter la d́ecomposition temps-
échelle du processus en déformant leśechelles enM�(α).Cette
variable doit, d’apr̀es les propríet́es qui pŕec̀edent, ŕevéler un
comportement simplifíe des statistiques du processus puisqu’il
est auto-similaire en cette variable.

Multiscaling et loi de composition enéchelle. De manìere
géńerale, on peut songerà modifier les propríet́es eńechelle en
introduisant une d́eformation de celles-ci. Soit alors une fonc-
tion d’échellen(α) bijective deR+

∗ dansR, on peut introduire
les dilatations de facteurλ ∈ R+

∗ avec la loi induite parn selon

(Df,n
λ T )[α, t] = f(n(λ)) T [n−1(n(λ) + n(α)), t].

La fonctionf est un facteur de renormalisation et pour que les
Df,n

λ soient un groupe, on af(µ1)f(µ2) = f(µ1 + µ2) donc
f(µ) = eCµ. Ces dilatations permettent de prendre en compte
uneévolution plus ou moins rapide des propriét́es enéchelle,
en comparantn(a) et ln a (fonctionà supposer pour retrouver
l’auto-similarit́e).

Cette propríet́e aét́e analyśee sous le nommultiscaling, où
l’on introduit de plus une renormalisation différente selon l’ordre
des statistiques, avecC = −H(q). Supposer une invariance
des statistiques du processus sous les translations et ces dila-
tions conduit̀a la propríet́e d’Extended Self-Similarity[3] puisque
le champ deT̃ [en(a), t] est affine stationnaire et on saitécrire
les moments deT :

E {(T [α, t])q} ∼ e−H(q)(n(a)−n(1))E {(T [1, t])q} .
QuandH(q) = H, une constante, l’ESSrevient simplement̀a
avoir modifíe la loi de changement d’échelleà l’aide den(a),
puis les dilatations et les opérateurs de d́eplacement.

3 Propri étés eńechelle, locales en temps

Plutôt que d’exprimer l’auto-similarit́e aveca.s.par l’inva-
riance des propriét́es 1 et 2 pour ensuite modifier l’opérateur de

symétrie, on peut repartir de (3),λ−HZ(λτ, t + b) d= Z(τ, t)
et modifier celle-ci. Nouśetudions les processus ne la vérifiant
que localement en temps.

Processus multifractionnaires. Les processus asymptotique-
ment localement auto-similaires, oulass [2], on ét́e introduits
pour d́ecrire unéevolution en temps de l’auto-similarité.



Définition 4 Un processus{X(t), t ∈ R} estlassde fonction
multifractionnaireh(t) si pour toutt ∈ R{

lim
ε→0+

(ε−h(t)ZX(εu, t)), u ∈ R
} d= a(t)

{
Bh(t)(u), u ∈ R

}
.

Le mouvement brownien fractionnaire [14, 2] est un cas spécial
qui ob́eit exactement, pour toutε, à l’équation dans cette définition

(ε−h(t)ZBH
(εu, t+ b) d= ZBH

(u, 0)). Les mouvements brow-
niens multifractionnaires sontlassdonc la classe n’est pas vide.
On peut ǵeńeraliser la d́efinition en demandant que pourt ∈ R{

lim
ε→0+

(ε−h(t)ZX(εu, t))
}

u∈R
d= a(t)

{
Ch(t),t(u)

}
u∈R, (5)

avecCH,t un processusH-ss à a.s.qui varie avec l’instantt
d’analyse.

Processus lass et ǵenérateur stationnaire local. Une manìere
d’étudier l’auto-similarit́e est de passer par le géńerateur sta-
tionnaireY (u) = (L−1

H X)(u)=̂e−HuX(eu) (transforḿee de
Lamperti inverse deX(t)) processus qui est réput́eêtre station-
naire si et seulement siX estH-ss [10, 5]. Ceci áet́e surtout
emploýe pourétudier des processus auto-similaires et nous in-
troduisons ici l’́equivalent pour les auto-similarités locales.

Définissons le ǵeńerateur local̀a l’instantt :

ỸH,t(s) = e−Hs(X(t+ es)−X(t))
Ceci se ŕeécrit commeε−HZX(εu, t) = uH ỸH,t(ln εu), et im-
plique le ŕesultat suivant.

Propri été 6 Un processus{X(t), t ∈ R} est lassde fonction
multifractionnaireh(t) si pour toutt ∈ R{

lim
ε→−∞

Ỹh(t),t(u+ ε)
}

u∈R
d= a(t)

{
Oh(t)(u)

}
u∈R,

oùOh(t)(u) est le processus d’Ornstein-Uhlenbeck géńeralisé.

Rappelons que le processus d’Ornstein-Uhlenbeck géńeraliśe
est le ǵeńerateur stationnaire deBH(t) [5], qu’il est donc sta-
tionnaire, gaussien, de moyenne nulle et de fonction de corrélation

γOH
(t, τ) = σ2

(
cosh(H|τ |)− [sinh(|τ |/2)]2H/2

)
.

Nous avons pośeγY (t, τ)=̂E {Y (t+ τ/2)Y ∗(t− τ/2} . Si
l’on suppose la propriét́eétendue (5), la caractérisation deX(t)
par les ǵeńerateurs locaux remplaceOh(t)(u) par un processus
stationnaireSt(u) = (L−1

h(t)Ch(t),t)(u) quelconque
Cette caract́erisation prend son sens du fait que la famille

des procesus̃Yh(t),t(u) est localement stationnaire. On peut en
effet en calculer la fonction de corrélation :

γỸh(t),t
(t, ετ) = |a(t)|2γSt

(t, ετ), pourε→ 0+

et commeS est stationnaire, elle est de la formem(t)γ(τ)
pour les petits incŕements de tempsτ . Les processus sont donc
asymptotiquement auto-similaires, au sens de Silverman [17].
Partant de processus qui sont alors localement stationnaires, on
peut faire le chemin inverse et construire un processus qui est
lass, au sens ǵeńeraliśe de (5).

Conclusion

L’interprétation,étudíee ici, de l’auto-similarit́e aveca.s.en
tant qu’invariance sous des déplacements affines offre d’autres
perspectives de géńeralisatioǹa des syḿetries de ce type briséees.
Par exemple les cascades multiplicatives s’interprètent comme
une façon de prescrire les propriét́es statistiques par une symétrie
de semi-groupe sur l’espace temps-échelle (d́eplacements pou-
vant conduire dans un seul sens sens enéchelle).
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let transform of second-order random processes.IEEE
Trans. on Inf. Theory, 41(3) :628–642, May 1995.

[7] B. Dubrulle. Finite size scale invariance.Eur. Phys. J. B,
14 :757–771, 2000.

[8] B. Dubrulle, F. Graner, and D. Sornette.Scale Invariance
and Beyond. EDP Sciences - Springer, 1997.

[9] F. Hlawatsch, G. Taub̈ock, and T. Twaroch. Covariant
time-frequency analysis. In L. Debnath, editor,Wavelets
and Signal Processing. Birkhäuser, Boston (MA), 2002.
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