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Résume — Nousétudions diverses masies de €carter des contraintes strictes d’auto-simiadtl d’accroissements stationnaires pour des
processus &htoires. En&interpétant I'auto-similarié avec accroissements stationnaires comme l'invariance sowplactdment dans le plan
tempséchelle, nougtudions des modifications desarpteurs affines qui conduisend’autres classes de procesausvariance brigse (commme
celle sous effet de taille finie ou I'auto-similaitocale).

Abstract — We study various ways for stochastic processes to depart from exact self-similarity with stationary increiissass).( An
interpretation ofH'ss-si as invariance under affine time-scale deplacement operators is used and introducing modified dilations or increment
allows to discuss processes with broken self-similarity, including finite size scale invariance and local self-similarity.

1 Invariance d’échelle et accroissements brisee, par exemple echelle [8] :évolution non stationnaire
; ; en échelle en traffic internet [15], bornes sur keshelles en
stationnaires turbulence [7], invariance dthelle disagte pour des sysimes

Définitions introductives. L'invariance d'un signal, ou d'un statistiques complexes [18, 4, 5], etc.

systme a travers legchelles est une hypdtke largement uti- @ Partie 2 propose des variations anvariance erechelle
lisee en physique comme dans d’autres domaines physiq@ét brige tandis que les accroissements sont coasestation-

statistique, turbulenceglecommunications, @physique, etc. naires. L'objet de la partie 3, avant notre conclusion, est de
Rappelons la éfinition pour les processuséaitoires [16]. consicerer I'invariance cgchelle @finie seulement localement

en temps, et d’en donner une approche avecamérmteur lo-
Définition 1 Un processus &atoire{ X (¢),t € R} estditau- calement stationnaire.

tosimilaire d’'indiceH (ou H-ss) si et seulement si Avant cela, il est bon de rappeler comment les deux&tyies
. n a que nous consgfons reviennerd supposer l'invariance pour
(Dx X)(O)=A""X (M) = X (2). (1) une repesentatiora deux paraétres du processus. C’est dans

= i _ . d . . ce cadre que nous introduirons ensuite les brisures détsgs
Dy’ note la dilatation de rapport@&chelle) et= désigne lega- specifiques consigrées.

lité en distribution. L'exemple de base est le classique mouve-
ment brownien fractionnair®y (¢t) d’exposant d’autosimila-
rité H [11]. La mocklisation des pénonenes auto-similaires
est en @réral concilee avec une forme de stationnarites si-
gnaux en supposant que le sigéalidé a des accroissements

stationnaires, néta.s.[20]. X(t+ A7) — X (1) £ M (X () — X(0)). A3)
Définition 2 Un processus &atoire { X (t),t € R} esta ac-  Cette combinaison des deux prdéi des @finitions 1 et 2 est

croissements stationnaires, Bats, si pour toutr € R, I'incré-  reecrite ensuite pour appai@ comme une invariance sous un
ment{Z(r,t) = X(t + 7) — X (t),t} est stationnaire : seul groupe de syatrie.

Accroissements et @placements tempschelle affines.ll est
habituel de &unir les deux propétes d’'un processusl/-ssa
a.s.en une seuléquation que l'orécrit en gréral

(T, Z)(1,)=Z(T,t + b) 4 Z(r,t). (2) Propriété 1 Un processusX (¢) estH-ssa a.s.si et seulement
. o . ) si ses processus accroissemef&r,t),t € R} sont inva-
7, designe ici 'ogerateur de translation en temps bleLes  jants en distribution sous le groupe despdacements temps-
mouvements browniens fractionnairBg; (¢), paradigmes des gcnelle affines @fini comme{DH  =DHT, (\,b) € R x
processus invariants @thelle, possdent ces deux prog@es. R}. (A.5)

Brisure des synetries. Nousétudions dans la suite des pro- On rappelle la loi de composition affine sHI” x R : (A,0) -
cessus qui évient de I'une ou l'autre de ces deux pragei (@) = l(H/\Oé, At + D). Lensemble des &placements temps-
Pour de nombreuses applications cétes, il faut en effet as- €chelleD¢, ,, est une refsentation du groupe affine (groupe
souplir I'invariance eréchelle pour n'en garder qu'une sgtrie  de la droiteax + b) puisqueDg,,b/)Dgyb) = D&b),(x,’b,).



Ce sont des dggrateurs de &lacement au sens de [9] : tout
point du plan tempg&chelle(o/, ') peutétre atteint de n’im-
porte quel autre poinf, t) en choisissant le@placement de
parangtres(a/a’,t' — at/a’).

Dans la suite nous envisageons comment modifier I'une ou
l'autre partie de l'invariance. La dilatation qui condaitune
invariance déchelle exacte fut introduite comme unecogition
multiplicative sur lestchelles et nous allons voir certains cas

Une cemonstration peu rigoureuse de la proposition tient paqui rendent compte d’une invariance léésen modifiant les

le calcul suivant.

(D 2) (7 t) = AT (X (Mt + A7+ b) — X (At +D))
LX(t+74b/N) = X(t+Db/A\)
LX(t+7)— X(t) = Z(r.1).

La deuxeme égalie exprime l'auto-similaré de X et la
suivante la stationnaétde ses accroissements. Cette pédpri
découle en fait directement deéfehitions. Dans cette lecture
de I'autosimilarie avea@.s.la taille d'incrementr prend le sens
d’'uneéchelle.

Représentationa deux parametres de H-ss eta.s. Lap-
proche plus grérale que nous adopterons est alors égnd
ces syngtries non pas sur le processus mais sur unéseptation
guelconque de type tempshelle. Puisque Ie@g’b) sont des
opérateurs de&placement du plan, il existe des repentations
Tx[a, t] covariantes pour ceglacements tempshelle [9].

Tpu , xlost] = (D{ ) Tx)(a,t) = FOAT)Tx [ b)-(e, )],

ou f décrit la renormalisation. Nous venons de rappeler que Ie%

accroissementg& (7, t) entrent dans cette é&jorie. Dans cette
écriture, l'action du éplacement suX (¢) est formellement
(D&b X)(t) = X(b+ At) mais, pour un processuatoire,
cette forme es utiliser avec pEcautions.

Plus gréralement on sait que, si elles sonthires, elles
doiventétre de type transfor@e en ondelettes

Tlont] = [ X(w) o (* ) au

tandis que la classe quadratique affine estuivalent pour
les repésentations de type derssit’énergie. Sous condition
gue I'on peut reconstruire le signal ainsi repené (admissibi-
lité pour les ondelettes), imposer les gjries H-ss eta.s.est
équivalentd imposer l'invariance en distribution dB [« t]
sous les dplacements tempgsehelle. Spcifions cela pour les
ondelettes.

u—t

«

Propriété 2 Un processusX (¢) estH-ssa a.s.si et seulement
si sa transforrgée en ondelettéBy [, t] est invariante en distri-
bution sous le groupe degplacements affine{ng by (\b) €

Rf x R}.

Ce esultat combine diffrentes propétés connues. Dans le
sens direct, partant d'une transf@enen ondelett€Bx qui est
invariante sous le®}
lations en temps puisqug = Dﬁb) et on prouve qu'alorsy
esta accroissements stationnairesyf{®sta moyenne nul sans
autre moment nul) [6]. De Bme DY = D&(l_k)to) doncT'x
regarc en un temps fi¢, est auto-similaire eX (¢) I'est aussi
au sens de laéfinition 1 [6]. Inversement, sk est un proces-

susH-ssaa.s, sa repesentation en ondelettes est stationnaire

en temps [12], et invariante éthelle (ou auto-similaire) [19].
Ces deux propétes se regroupent pour dire il est alors
invariante sous le groupe affine, prag@ remargée au second
ordre dans [21].

elle I'est aussi sous toutes les trans-

lois de dilatation. Nougtudions principalement la possildit
d'imposer des limites aux zones dinvariance est erifiee,
avant de commenter sur les situationsles propretes d'un
processus ne s’expriment pas comme des lois de puissance.

2 Briser les lois enéchelle - taille finie

Lois d’échelle sous effet de taille finie. Les travaux de Not-
tale [13],étendus ensuite par Dubrulle (par exemple [7]), pro-
posent de tenir compte d’effets de taille finie@shelle en in-
troduisant cette fois des émtions de dilatations de mang

a borner le€chelles accessibles. Des arguments deégyen
permettent d’'introduire une loi d’additiop pour leséchelles
borréess €]s_, s [= S (échelle additive correspondaant =

In ). Sa forme est :

s1+ 52— s182(1/s— +1/s4)
1—s189/s 84

4

S1© 89 =

S, ®) a une structure de groupeatEment neutré (doncs_ <
< s1)etle morphisme quile reli@(R, +) estSg : (S,©) —

(R, +) qui prend la forme
S5_54 1—s/s_
Sols) = S_ — St log (1 - s/s+)

—s4 log (1 — s/si) Si sy — 400

s sideplussy — —oo

Dans la suite, nous simplifions l&ritures en adoptant en
géréral les formes multiplicatives, en convenant de travailler
avec léchellea = e* € A, soumisea la loi de composi-
tion a,Oay = eMr®maez | e morphisme multiplicatif est
My (-) = exp(Se(In-)) qui transforme® en une multiplica-
tion, loi deséchelles usuelles.

Dilatations sous effet de taille finie. De méme que les dilata-
tionsDY sont des ref@sentations du groupe usuel debelles
(R;, x), nous introduisons les dilatations de taille finie comme
des repesentations du groupe déshelles boraes, d'abord
pour leséchelles additives puis multiplicatives :

(Dg%U)(s) = g(u) @ U(1 @ s),
ou bien (D X)(a) = §(\)@X (A\oa)

Nous laissons ici la libegt d’'introduire une loi non multipli-
cative de renormalisation qui est get? et s’appliqueaU =

In X, en particulier une loi de composition de taille finie s’ap-
pliguant au champ’ (forme analogué (4) avec les bornds_
etU, du champ) [1]. La fonctiomg () est une renormalisation
analogue an—* des dilatations non boées. Pour assurer que
les D24 repiésententS, ©), elles \erifient g (1) © g(u2)

g(p1 © pe). Sila loi ® est isomorphe I'addition, en notant
S le morphisme, on obtient de cetquation queg o g est
proportionnek S donc que

Se ' (—HSo(u))-

g(p)



L’ écriture multiplicative, avec les lois et ®, verifie alors
-1 . " .

queg(\) = edInN) = o (ZHSo(nX) | o choix decrire

—H comme constante libre permet de retrouyer) = —H p,

soitg(A) = A~# siles bornes suré&chelle et le champ sontin-

finies (auto-similarid compéte). Unectude de I'auto-similari

de taille finie que ces dilatations permettent de construire est

meree dans [1] (mais sarmss).

Propriétée 5 L'opérateurUy suivant construit unéquivalence
entre les éplacements affines et legplacements affines avec
taille finie, soitU ;' DY, ,\Un = D7} , , etona:

{ (UnTy)lo,t] = Mg (Ty (M.[o, 1))
(Ug T, 8] = Mg (Tx (M o, 1])).

Partant alors d'un champy invariant sous les &placements

Notons que ce formalisme s'applique aussi quand les temgsmpséchelle usuels (venant par exemple de@aainposition

ou les grandeurs congtkes prennent des valeursgatives ; il

en ondelettes d'un processlii5-ss a a.s), le champTy =

faut alors utiliser une repsentatiora deux variables de chaque (UxTy ) estinvariant sous Ies’a@lacements@éralis&esD&b)

grandeur (module et signe) etgériture étant plus lourde et
technique sans changer I&sultats, nous renvoyons1] pour
une discussion ce propos.

Auto-similarit & de taille finie : genéralisation du groupe af-
fine.
groupe affine en posant les laisha’ (ou s ® s’ en additif) au
lieu dea x o’ (ou s + s’) puis en oprant la néme modifica-

et est la @composition d'un processus autosimilaire avec taille
finie etaa.s.

La syntlese en pratique d'un tel processus restire. |l
n'est en effet pagvident de savoir commentéguiser les va-
leurs deT'x [, t] de mangrea rester dans I'espace déscdmpo-

Le groupe affine de taille finie est construit comme lesitions en ondelettes.

En terme d’analyse d’'un processus ayant cette invariance,
il apparat intéressant de repsenter la dcomposition temps-

tion sur la normalisation. Il permet de combiner accroissementchelle du processus eéfdrmant legchelles e/ («). Cette

stationnaires et auto-similagite taille finie.

Propriété 3 L'ensemble(A =]a_, ai [XR, %) muni de la loi
affine avec taille finie :

(a1, t1)x(as, ta) = (a1 Gan = o8 MO8z 1, eSolneny,)

est un groupe non d@bien, isomorphe au groupe affine par |
morphismel, : (A x R,x) — (R} x R,-), tel que

M, (a,b) = (Mg(a) = 5o p),

Ceci estevidenta verifier du fait des propétes de morphisme
de M.

Propri été 4 Les deplacements temszhelle avec taille finie

variable doit, d’'apes les propétes qui pecdent, eveler un
comportement simpliéi des statistiques du processus puisqu'’il
est auto-similaire en cette variable.

Multiscaling et loi de composition enéchelle. De manére

e gérerale, on peut songermodifier les propétés eréchelle en

introduisant une &formation de celles-ci. Soit alors une fonc-

tion d’échellen(«) bijective deR; dansR, on peut introduire

les dilatations de factew ¢ R} avec la loi induite par selon
(D), t] = f(n(N) Tln ™" (n(A) +n(a)), 1.

La fonction f est un facteur de renormalisation et pour que les

DJ;’" soient un groupe, on A1) f(pe) = f(u1 + p2) donc

DY, , =DIT, forment une refzsentation du groupe affine avec f(1) = ¢*. Ces dilatations permettent de prendre en compte

(b))~
taille finie et agissent sur un charfifx [«, ¢] (variables @finies
surA x R) comme il suit :

(DY) Tl 1] = GO D)ETx (A, ) * (o, )],
ou la fonction de normalisation 8trit necessairement
§(\b) = Mg (exp{—HSg(In \)}).
Imposer que cesaplacements repsententA x R, ) revient
aavoirg(\, b)@g(N,b') = g((N,b) = (A, b)), donc queM g g

soit un morphisme de la laivers la multiplication, c'es&-dire
M, a une constante @s.

Définition 3 Un processus &atoire{ X (¢),t € R} est dit au-
tosimilaire avec taille finie ek a.s.si une repésentation temps-

échelleTx est invariante sous leséglacements affines avec

taille finie : J
TX [a, ﬂ = (D‘(g)\’b)TX)[Oz7 ﬂ.

La reconstruction d&X a partir de la ref@sentatioril’x [«, t]
permet alors de montrer que les processus aigfinid ont
bien des accroissements stationnaires d’'une part, @ssdnt

aZ(\é&rt) £ §(\®Z(r,t), invariance dechelle pour les

incréements de taille finie- uniquement. Pour construire for-

mellement des champs quénfientTx = DTy, nous intro-
duisons une transformation qui fonde wguivalence de%'y
avec les champs stationnaires affines, suivaré€ide la trans-
formation de Lamperti [10, 5].

uneévolution plus ou moins rapide des prag#s enéchelle,
en comparant(a) etlna (fonctiona supposer pour retrouver
I'auto-similarit).

Cette propiete aéte analyge sous le normultiscaling ou
I'on introduit de plus une renormalisation difiente selon I'ordre
des statistiques, aveC = —H(q). Supposer une invariance
des statistiques du processus sous les translations et ces dila-
tions conduiti la propréte d’Extended Self-Similarifi] puisque
le champ del'[e™(®), t] est affine stationnaire et on séitrire
les moments dé&" :

E{(To, ])7} ~ e~ H@ @@ -nE {(T[1,1])7} .
QuandH (q) = H, une constante,[ESSrevient simplemen&
avoir modifé la loi de changement &chellea I'aide den(a),
puis les dilatations et les épateurs de&placement.

3 Propriétés erechelle, locales en temps

Plutdt que d’exprimer I'auto-similari aveca.s. par I'inva-
riance des propgis 1 et 2 pour ensuite modifier I'épateur de
symetrie, on peut repartir de (37 Z(\7,t + b) 4 Z(1,t)
et modifier celle-ci. Nougtudions les processus ne krifiant
que localement en temps.

Processus multifractionnaires. Les processus asymptotique-
ment localement auto-similaires, tass[2], on été introduits
pour cecrire uneévolution en temps de 'auto-similagit



Définition 4 Un processug X (t),t € R} estlassde fonction
multifractionnaireh(t) si pour toutt € R

{Elirg+(€_h(t)ZX(5u,t)),u € R} < a(t) { By (u),u € R} . [1]

Le mouvement brownien fractionnaire [14, 2] est un c&s&)
qui okeit exactement, pour toat a I'équation dans cettetinition  [2]
O Zp, (cu,t +b) £ Zp, (u,0)). Les mouvements brow-
niens multifractionnaires sofgssdonc la classe n’est pas vide.

On peut @réraliser la &finition en demandant que paue R

{gliIa(E*h(t)ZX(Euaf))} s a(t){Che)t(w)},, - (6)

ueR
avecCy un processugi-ssa a.s.qui varie avec l'instant
d’analyse.

(3]

(4]

Processus lass etapérateur stationnaire local. Une manére
d’'étudier I'auto-similarié est de passer par I&@mgerateur sta-
tionnaireY (u) = (L' X)(u)Ze HuX (e*) (transfornge de
Lamperti inverse de&X (¢)) processus qui esepug étre station-
naire si et seulement & estH-ss [10, 5]. Ceci &té surtout
employé pourétudier des processus auto-similaires et nous in-
troduisons ici l[equivalent pour les auto-similags locales.
Définissons le grérateur locah I'instantt :

Vire(s) = e (X (t +e*) — X (1))
Ceci se éécrit comme— Zx (cu, t) = u" Yy (Ineu), etim-
plique le ésultat suivant.

(5]

(6]

[7]
(8]
(9]

Propriété 6 Un processug X (t),t € R} estlassde fonction

multifractionnaireh(t) si pour toutt € R
. > d
{ lim Y0 (u + &)} uer = AUO{Onwn) (W)}, cps

0u Oy, (u) est le processus d'Ornstein-Uhlenbeéhgralisé.

[10]

[11]
Rappelons que le processus d'Ornstein-Uhlenberiemlis
est le grérateur stationnaire dBy (¢) [5], qu'il est donc sta-
tionnaire, gaussien, de moyenne nulle et de fonction déledion [12]
Yo, (t,T) = o? (cosh(H|7]) — [sinh(|r|/2)]2H/2) )

Nous avons pa@sy, (t,7)=E{Y (¢t + 7/2)Y*(t — 7/2} . Si
I'on suppose la propeit étendue (5), la caraatisation deX (¢)
par les @rérateurs locaux remplac®, ;) (u) par un processus [13]
stationnaireS;(u) = (E;(lt)()h(t),t)(u) quelconque

Cette caradrisation prend son sens du fait que la famille[14]
des procesuﬁ’h(t)}t(u) est localement stationnaire. On peut en
effet en calculer la fonction de c@lation :

Yy, (1:67) = [alt) Py, (1, e7), poure — 0+

et commesS' est stationnaire, elle est de la forme(t)~y(7)

pour les petits in@ments de temps. Les processus sont donc
asymptotiquement auto-similaires, au sens de Silverman [17@6]
Partant de processus qui sont alors localement stationnaires, on
peut faire le chemin inverse et construire un processus qui eBt7]
lass au sens grérali€ de (5).

[15]

[18]

Conclusion
: TR N [19]
L'interprétation,etudée ici, de l'auto-similaré aveca.s.en

tant qu'invariance sous degplacements affines offre d’autres
perspectives dedgeralisatiora des syratries de ce type biéges.
Par exemple les cascades multiplicatives s’intetigmit comme
une facon de prescrire les progs statistiques par une sgirie
de semi-groupe sur I'espace temgashielle (@placements pou-
vant conduire dans un seul sens senéahelle).

[20]

[21]
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