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2.4. Détection temps-fréquence et réallocation
2.4.1. Introduction

Généralement, on fait correspondre au terme « chirp signa » (ou simplement
« chirp ») un signal dont I’ expression peut s écrire en fonction du temps comme:

z(t) = a(t) ™ [2.46]

I’amplitude a(t) étant une fonction positive dont I’ évolution est lente comparée aux
oscillations de la phase ¢(t). Nous traduirons ceci simplement (sans entrer dans les
subtilités mathématiques que présente une définition précise [JAF 96, MEY 97]) par
les deux conditions suivantes:

a(t) ¢(t)
a(t) ¢(t) ¢ (1)

ou « » et «” » sont les dérivées premiére et seconde, respectivement.

‘<<1 et ‘ ‘<<1 [2.47]

La premiére condition garantit que, sur une pseudo-période (locale)
T(t) = 2m/p(t), I'amplitude a(t) ne subisse aucune variation relative appréciable,
tandis que la seconde condition impose que 7'(¢) soit elleméme une fonction

Section rédigée par Eric CHASSANDE-MOTTIN et Patrick FLANDRIN.
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lentement variable, donnant ainsi un sens a la notion de pseudo-période. Définis
ainsi, les chirps sont destinés a servir de modéle pour les signaux monocomposantes
modulés a la fois en amplitude et en fréquence. Leur fréquence « instantanée » est
alors supposée étre reliée aux oscillations « locales » de la phase.

Intuitivement, un chirp x(t) est associé & une description temps-fréguence qui,
s elle est faite a1’ aide d' une représentation conjointe p, (¢, f) correctement définie,
devrait exister essentiellement — dans le plan temps-fréguence — dans un voisinage
étroit autour d’une ligne caractéristique L. Cette ligne peut alors étre aussi bien inter-
prétée comme une « fréquence instantanée » (fréquence en fonction du temps) ou
— dans une perspective duale — comme un « retard de groupe » (temps en fonction
de lafréquence). En supposant que ceci soit Vvérifié, il devient naturel de proposer un
schéma heuristique pour ladétection d’ un chirp, basé sur larecherche d’ unetelleligne
dans la distribution temps-fréquence de I’ observation r(¢), par exemple en utilisant la
stratégie de détection suivante:

A(r) = / pr(t, f)dl [2.48]
L
et en lacomparant aun seuil choisi a partir d’ hypothesesfaites sur le bruit.

Qui plus est, dans le cas ou la courbe £ dépend d’'un vecteur de paramétres
inconnus @, en introduisant la quantité paramétrée suivante:

A(r:0) = / pr(t, f)dl [2.49]
£(6)

et en regardant son maximum selon @, on peut imaginer d’ effectuer non seulement
la détection de z(t), mais également I’ estimation de 6. Une telle stratégie évoque
clairement celle des transformations de Radon ou de Hough généralisées.

Au-dela de ces considérations heuristiques, le raisonnement qui aboutit a I’ utili-
sation de la stratégie proposée ci-dessus doit néanmoins étre discuté et justifié. Plus
précisément, le chirp a détecter étant fixé, il s'agit de répondre aux questions sui-
vantes:

— Quelle représentation temps-fréquence utiliser pour donner un sens a l’idée de
localisation?

— Comment une démarche heuristique basée sur I’ intégration le long d’ un chemin
dans le plan temps-fréguence peut-€lle étre rendue optimale selon des critéres statis-
tiques précis?

Aprés avoir rappelé quelques résultats importants concernant la détection opti-
male (2.4.2), nous commencerons la discussion avec le cas plus simple des chirps
linéaires, pour lesquels les résultats sont connus et établis depuis longtemps (2.4.3).
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Ceci nous offriraleslignes directrices pour effectuer la généralisation a des situations
non linéaires (2.4.4). Une attention spéciale sera portée au cas spécifique des chirps
en « loi de puissance », a cause de leur importance dans le contexte de |a détection des
ondes gravitationnelles, dont nous nous servirons comme exemple illustratif (2.4.5).
On y verra en particulier comment les distributions réallouées sont amenées a jouer
un réle naturel dans |e probléme de décision considéré.

2.4.2. Détection

2.4.2.1. Détection optimale
Ladétection d'un signal est généralement formulée en un problémede test binaire
d hypotheses (voir par exemple [FLA 03, WHA 71]):
Ho : ’I"(t)
Hy :r(t)

(t) [2.50]
(t) + s(t) [2.51]

=n
=N
avec —T1'/2 <t < T/2etols(t) estlesignal de référence a détecter (supposé connu
et d'énergiefinie sur [—7"/2,7/2]), n(t) est un bruit additif et r(¢) est I’ observation
disponible avec laquelle la décision doit étre prise.

Dans ce cadre, I’ obtention d'un détecteur « optimal » dépend non seulement de
connaissances a priori que I’on pourrait avoir sur le signal et le bruit, mais aussi du
choix d'un critére d' optimalité. Un concept pertinent pour un tel critére est celui de
« test du rapport de vraisemblance » (TRV).

Par ailleurs, nous serons intéressés ici au cas ou le signal suit I’expression
s(t) = x(t; 0) expi~y, ou @ est un vecteur de parametres inconnus que I’ on aimerait
estimer et -y une phase aléatoire, uniformément distribuée sur [0, 2|, dont on aimerait
se débarrasser. Dans cette situation, lanotion de TRV doit étre étendue acellede TRV
généralisé (TRVG).

Sous I"hypothese ol le bruit n(t) est gaussien et stationnaire au second ordre
(de densité spectrale I',,(f)), le TRVG conduit & la stratégie de détection suivante
[WHA 71] :

A(r; 0) = [2.52]

ou I’onanoté X le conjugué du nombre complexe X .

La détection est alors effective lorsque le TRVG dépasse un seuil fixé. On peut
remarquer que le détecteur TRVG admet une interprétation en termes de « filtre
adapté », un concept basé sur I’idée d’ un filtrage des observations qui maximiserait le
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rapport signal sur bruit (¢’ est-a-direle contraste entre les deux hypothéses en compéti-
tion) en sortie du filtre. En raison du terme de phase al éatoire, le détecteur TRV G opti-
mal se trouve coincider avec un filtre adapté suivi par le calcul de son enveloppe: une
structure que |’ on appelle « filtrage adapté avec détection d’ enveloppe » [WHA 71].
C'est a cette quantité que nous nous proposons de donner une formulation temps-
fréguence équivalente.

A partir de cette stratégie modifiée, la détection reste encore basée sur la com-
paraison avec un seuil. L’'estimation (au sens du maximum de vraisemblance) des
paramétres peut alors étre conduite simultanément selon:

0 = argmaxgA(r; 0) [2.53]

a condition toutefois que I’ énergie du signal de référence x(¢; 0) soit identique pour
toute valeur de 6.

2.4.2.2. Détection temps-fréguence

Ainsi que le met en évidence la structure du TRV G, la détection optimal e repose
sur une mesure de corrélation — comprise comme un module carré d'un produit sca-
laire — entre I’ observation et une référence. Cette corrélation peut étre exprimée de
maniére équivalente en temps ou en fréquence. Ceci suggere naturellement qu’' une
troisieme approche équivalente soit possible: celle selon laguelle le produit scalaire
pourrait étre écrit conjointement en temps et en fréquence par | utilisation d’une dis-
tribution temps-fréguence convenable, que I’ on peut penser comme une « signature »
bien adaptée aux signaux non stationnaires.

L’'idée est donc d'introduire une distribution temps-fréquence p .. (¢, f) (qui doit
étre au moins quadratique en ) telle que nous ayons, pour tous signaux x 1 (t) et
x2(t), unerelation du type:

‘<.131,.132>t|2 = ‘<X17X2>f‘2 = <<p$17pr2>>tf [254]

ou (., )¢ (.,.) 7 €t ({.,.))+s désignent des produits scalaires convenablement choisis
opérant en temps, en fréquence et ala fois en temps et en fréquence, respectivement
(les définitions explicites de ces produits scalaires seront détaillées dans la suite pour
donner un sens précis aux égalités précédentes).

Une telle égquivalence n’a, bien sir, aucune raison d' étre vérifiée par toutes les
distributions temps-fréquence quadratiques. Ceci n’est, par exemple, pas le cas pour
les plus simples des distributions auxquelles on peut penser, nommément le spectro-
gramme (module carré de la transformée de Fourier a court terme) et le scalogramme
(module carré de la transformée en ondelettes). Ceci peut étre vérifié directement,
mais cette affirmation (et, avec elle, le moyen de trouver une distribution convenable
qui dépasse les limitations des spectrogrammes et scalogrammes) peut étre justifiée
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d’une fagon plus intéressante en considérant des classes générales de distributions
auxquelles | es spectrogrammes et scal ogrammes apparti ennent.

La classe de toutes les distributions quadratiques temps-fréquence qui sont cova-
riantes aux translations en temps et en fréquence est appelée classe de Cohen
[COH 95, FLA 98] et se définit par :

+oo
CONt, f) = / A&, 7) Ay (€, 7) e 2 EHTD) qe dr [2.55]
avec.
A7) = /r (t+3) o (t-5) e [2.56]

et ol ¢(&, 7) est une fonction de paramétrisation arbitraire telle que ¢(0,0) = 1.

A I'intérieur de cette classe, |le sous-ensemble des distributions temps-fréquence
unitaires est particuliérement intéressant pour notre probléme de détection. Il s agit
des membres de la classe de Cohen qui satisfont larelation suivante:

2

_ / o C@(t, f)CD (e, fydtdf [2.57]

— 00

’ / 21 () T2 () dt

relation que I'on doit rapprocher de I'équation [2.54]. En partant de la définition
[2.55], il est facile d' établir la propriété suivante [JAN 82] : une distribution temps-
fréguence appartenant a la classe de Cohen est unitaire si et seulement si la fonction
de paramétrisation ¢ (&, 7) est de module unité.

La conséguence de ce résultat est que le spectrogramme de fenétre i ne peut pas
étre unitaire puisqu’il est bien connu [COH 95, FLA 98] qu'il appartient a la classe
de Cohen avec ¢(&, ) = Ax (&, 7), une quantité qui ne peut pas étre de module unité
sur le plan (¢, 7) en entier. Un résultat similaire peut étre établi pour le scalogramme,
que I’on sait étre un membre de la classe affine [FLA 98]. Il apparait donc que ces
distributions (spectrogrammes et scalogrammes) ne peuvent a priori servir de base
a un détecteur temps-fréquence optimal, bien qu’ils puissent étre mis en avant a ce
sujet et que leur utilité ait été prouvée pour |’ obtention de détecteurs sous-optimaux
[ALT 80, INN 96, INN 97, MOR 03]. Des distributions optimales au sens de la détec-
tion peuvent étre néanmoins trouvées. Nous nous focaliserons sur le cas spécifique
de la détection de chirp. Nous renvoyons le lecteur intéressé par une discussion plus
générale sur la détection temps-fréquence optimale a[FLA 03] et aux références aux-
quellesil renvoie.
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2.4.3. Détecter leschirpslinéaires

Un chirp est un chirp linéaire s'il admet une représentation du type de I’ équation
[2.46] danslaquelle ¢(t) est un polyndme quadratiqueen ¢ :

() = 21 (%2 + ﬁt+v) [2.58]
2
ou«, ety sontréelset « # 0.

Untel signal voit safrégquencevarier linéairement avec le temps comme on peut le
vérifier en examinant sa « fréguenceinstantanée » définie par f, (t) = 5 5(t). Notons
gue cette interprétation n’ est pas toujours valide puisque la définition de la fréquence
instantanée présuppose que le signal soit analytique (¢’ est-a-dire tel que R{x(¢)} et
S{x(t)} forment une paire de Hilbert ou, de maniére équivalente, tel quele spectre de
x(t) soit non nul aux fréquences positives seulement), ce qui N’ est pas nécessairement
le caspour un chirplinéaireainsi défini (unediscussion plus précise sur les possibilités
d'interprétation de la dérivée de la phase du signal analytique en termes de fréquence
instantanée est donnée dans [PIC 97]).

Les conditions selon lesquelles un chirp linéaire est presque analytique peuvent
étre précisées dans quelques cas quand une forme explicite est donnée a I’ampli-
tude a(t). En particulier, dans le cas important d’ une amplitude gaussienne, il devient
simple de prouver qu’ un chirp linéaire d amplitude gaussienne e —mot” devient presque
analytique (¢’ est-a-dire s annul e presque pour les fréquences négatives) danslalimite
abande étroite ol (a2 + 62)/53% — 0. Ceci provient d un calcul direct selon lequel :

X(f)] = C e A" [2.59]

ou X (f) est latransformée de Fourier de x(t). Nous obtenons ainsi le résultat que
la fréguence centrale d'un chirp linéaire d’amplitude gaussienne est 3, tandis que sa
largeur de bande est proportionnellea /6 + a2 /4§, sous la condition de bande étroite.

La détection temps-fréquence optimale des chirps linéaires a été considérée, la
premiérefois, dans [KAY 85]. Il apparait que les chirpslinéaires sont intimement liés
au membre delaclasse de Cohen associé alafonction de paramétrisation ¢ (£, 7) = 1,
la distribution de Wigner-Ville[COH 95, FLA 98] :

Wo(t, f) = /x (t+ g) x (t - %) eI g7 [2.60]

En effet, quand elle est appliquée au chirp linéaire [2.58] avec a(t) = 1, ladistri-
bution de Wigner-Ville [2.60] est parfaitement localisée, ce qui S écrit :

Wt 1) = 5(f — 5=0(0)) [261]
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Puisgque la fonction de paramétrisation de la distribution de Wigner-Ville est
o(&,7) = 1, elle est bien évidemment de module unité, ce qui garantit son unitarité.
Danslecasot xy(t) = r(t) 1—r/2,7/2(t) (@vec 1;(t) lafonctionindicatrice del’in-
tervalleI) et z:5(¢) estunchirplinéairexs (t) = a(t) expi(¢(t)—27y), nousobtenons
en appliquant [2.57] (et gréce ala propriété de conservation de support de la distribu-
tion de Wigner-Ville et a sa compatibilité avec les modulations [COH 95, FLA 98]):

T/2 _ 2
' / r(t) a(t) e PO =2 gt
—T/2
T/2

T/2/Wr.a(t,f)6(f - %9’9@)) dtdf [2.62]

= /TT/; (/ W, (t, %sb(t) - g) W, (t,€) dg) dt [2.63]

On en déduit que la détection optimale au sens du TRVG (dans un bruit blanc
gaussien centré) d'un chirp linéaire de parametres inconnus 8 = («, 3) peut étre
accomplie en utilisant comme stratégie la quantité suivante, basée sur une écriture
temps-fréguence:

T/2
Alr;a, B) = /_T/2 pr(t,at + () dt [2.64]
aVvec:
pr(t7 f) = /Wa(t? = f) Wr(t» 6) d§ [2.65]

Etant donné le modéle du chirp linéaire [2.58], I’ énergie du signal a détecter ne
dépend pas des paramétresinconnus o et 3, ce qui autorise leur estimation au sens du
maximum de vraisemblance par (&, 3) = argmax, zA(r; o, 3).

2.4.4. Détecter les chirpsen loi de puissance

Lasituation de quasi-analyticité des chirpslinéaires contraste avec celle des chirps
en loi de puissance, qui, eux, sont analytiques par construction. Un chirp est un chirp
en loi de puissance (d'indices» € R et k¥ < 0) s'il admet comme représentation
fréquentielle:

Xo(f) =C f7r e D1, o (f) [2.66]

avec Uy (f) = —2m(cfF +tof +7) sk < 0, Ug(f) = —27(clog f + tof + ),
(C, e, to,7) € R

Les chirps en loi de puissance étant définis a travers leurs transformées de
Fourier, il est plus naturel de les caractériser par leur loi de retard de groupe
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tx(f) = —WL(f)/(27) = to + ckf*~! (quantité duale de |afréquence instantanée).
Bien que la définition [2.66] puisse s étendre pour des valeurs positives du paramétre
k, nous nous restreindrons dans la suite au cas & < 0, pour lequel le retard de groupe
correspond a des hyperboles généralisées dans | e plan temps-fréquence.

Dans le cas des chirps en loi de puissance, la distribution de Wigner-Ville n’est
plus un bon candidat puisque, bien qu’ unitaire, il lui manque la propriété de locali-
sation qui permet d’ obtenir une solution sous la forme d'intégrale de chemin. Dans
le cas particulier des chirps hyperboliques (¢’ est-a&-dire, k& = 0), une solution pos-
sible a été proposée dans [PAP 94] sur la base d’ une variante de la distribution de
Wigner-Ville (que I’ on appelle la distribution de Altes-Marinovic), obtenue par une
anamorphose (war ping operation). Nous ne suivrons pas cette approcheici a cause de
deux limitations: d'abord le fait que la stratégie qui en résulte n’ est pas invariante par
les trandlations en temps (ce qui est un probléme si I’ origine temporelle du chirp est
inconnue et doit étre estimée) et ensuite parce que cette technique dével oppée pour le
cas k = 0 ne peut pas étre directement étendue a des valeurs de k& quelconques.

Le cadre que nous proposons plutdt d'utiliser est celui des distributions temps-
fréguence affines, comme I’ ont développé J. et P. Bertrand [BER 92]. Ces distribu-
tions forment une classe entiére de distributions temps-fréguence. Mais, en compa-
raison avec la précédente classe de Cohen, son introduction exige la covariance des
distributions qu’ elle contient, par rapport a chacune des extensions a trois parametres
du groupe affine. Ceci résulte en la construction d’ une famille de distributions para-
meétrées pour laquelle nous adopterons la définition suivante [BER 92].

DEFINITION 2.1.— La distribution de Bertrand (d'indice & € R) d'un signal analy-
tique X (f) est donnée par :

Pt f) = frrHD / () X (F () X (P () €276
[2.67]
avec:
Cr(u) = Ap(u) — Ap(—u) [2.68]

Dans cette définition, r et ¢ sont des paramétres réels quelconques et i (u) est
unefonction arbitraire, tandis que la forme explicite dela fonction de paramétrisation
A (u) est fixée par :

A(u) = <k%> o [2.69]

sk # 0, 1,lesdeux casspéciaux associésa k = 0 et k = 1 étant définispar continuité
par :

No(u) = [2.70]
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et:

(1) = exp (1 + = 1) [2.71]
e—u —

On peut remarquer qu’ une distribution de Bertrand est a valeurs réelles sous la
condition de symétrie hermitienne 1. (u) = ux(—u), une condition que nous suppo-
serons satisfaite dans la suite.

Pour obtenir la formulation temps-fréquence pour le détecteur de chirp en loi de
puissance, nous aurons besoin de quelques résultats sur les distributions de Bertrand.
Nous les résumerons dans les propositions 2.1 a 2.3 suivantes, dont les preuves
peuvent étre trouvées dans [BER 91] et [BER 92].

Localisation

Etant entendu que la distribution de Wigner-Ville est naturellement adaptée aux
chirps linéaires parce que parfaitement localisée, la méme adéquation entre les distri-
butions de Bertrand et les chirps en loi de puissance peut étre prouvée par la proposi-
tion suivante [BER 92].

PrRoOPOSITION 2.1.— Quand €elle est appliquée a un chirp en loi de puissance [2.66],
la distribution de Bertrand d'indice & [2.67] est parfaitement localisée sur la courbe
deretard de groupet x (f) = to + ckf*~1 et s écrit:

Pt f) = O [~ 6(t — tx(£) (272
S et seulement si la fonction de pondération arbitraire 1y (u) est donnée par :

() = Gelar) (Mo () M (=)™ [2.73]
Unitarité

Le deuxiéme ingrédient dont nous aurons besoin est I'unitarité, pour lequel —
en introduisant des produits scalaires convenables sur |a demi-droite des fréquences
positives et sur le demi-plan temps-fréquence associé — nous avons le résultat sui-
vant [BER 92].

PrRoOPOSITION 2.2.— Unedistribution de Bertrand est unitaire, ¢ est-a-dire satisfait :

—+o0

X(HY () fretar

2 %)
-/ /0 PB4, ) PO ) 2 dedf
[2.74]

0

pour tous signaux X (f) et Y(f), s et seulement si la fonction de pondération arbi-
traire puy (u) est donnée par :

() = &2 () (M () A (—u)) "™ [2.75]
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Unitarité étendue

En corollaire aux propositions 2.1 et 2.2, les propriétés requises de localisation et
d’ unitarité peuvent étre simultanément remplies si et seulement si (k(u) =1, équa-
tion dont la seule solution en k est & = 0 (ceci peut étre clairement établi en notant
que nous avons larelation A (u) = e A\ (—u), quel que soit & [BER 92]). A moins
que nous ne voulions considérer seulement le cas des chirps hyperboliques, il semble
que les deux propriétés de localisation et d’ unitarité ne puissent étre combinées direc-
tement, de maniére a imiter ce qui a été préalablement fait dans le cas des chirps
linéaires. Une échappatoire est cependant possible, qui repose sur la proposition sui-
vante [BER 92].

PROPOSITION 2.3.— Etant donné une distribution de Bertrand localisée P)((k) (t, f)
avec k < 0, il existe unedistribution auxiliaire 15)(("') (t, f) caractérisée par :

fir () = (A () A (=) [2.76]
et telle que:

—+oo

X(HY () foetaf

2 +oco
-/ /0 PO, ) PP (1, ) 2 dedf
[2.77]

0

pour toussignaux X (f) et Y'(f).

Ceci nous offre un degré de liberté supplémentaire dans la manipulation des dis-
tributions de Bertrand, en assouplissant la contrainte stricte d’ unitarité associée a une
distribution donnée via I’introduction d'une paire de distributions et une relation de
dualité qui les lie. Dans le cas spécifique k = —1, cette dualité est identique a celle
évoquéepar A. Unterberger (voir [UNT 84]), qui ainventélestermesd’ « active » et de
« passive » pour distinguer les distributions correspondantes, termes que nous repren-
drons pour desvaleursarbitrairesde i en appelant la distribution auxiliaire 15)((’“) (t, ),

la distribution passive associée a P)(f) (t, f), cette derniere étant qualifiée d’ active.

Filtrage

Finalement, il nous est nécessaire de caractériser la distribution de Bertrand
lorsque |’ on sort de la classe des signaux pour lesquels elle est parfaitement localisée.
Par exemple, quand un signal est filtré, la proposition suivante (dont la démonstration
utilise des résultats similaires obtenus sur la distribution active [BER 91] et une écri-
ture explicite du lien de dualité qui unit les distributions active et passive [CHA 99])
montre que sa distribution de Bertrand passive est filtrée en conséquence.
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PROPOSITION 2.4.— Quand elle est appliquée au produit X (f) = M(f)Y(f), la
distribution de Bertrand passive P\ (¢, f) s écrit:

P t,1) = £ [ PR~ 0. PP, 50 (278
avec:
M (f) = [0V M(f) [2.79]

Touslesrésultats obtenusjusqu’ ici peuvent maintenant étre combinés, ce qui mene
au résultat central.

PROPOSITION 2.5.— Etant donné le probléme de détection ou le signal x(t;0¢)
a détecter est un chirp en loi de puissance [2.66] de loi de retard de groupe
tx(f) = to + cokf*! avec les paramétres inconnus 6y = (to, co), €t ol le bruit
additif n(t) est gaussien, centré, stationnaire et de densité spectrale de puissance
I'.(f), lastratégie optimale admet |a formulation temps-fréquence suivante:

+oo
AY(rit,c) = / pr(t+ckfE=t fydf [2.80]
0
avec.
put.£) = C* 1 [ PP = s.£) PO (s, s [2.81]
et:
A ;e 2.82

Démonstration. Supposonsd' abord que 8 = (%o, o) €st connu. Dans ce cas, a partir
des résultats de la proposition 2.1 (localisation) et 2.3 (unitarité étendue), nous obte-
nons [BER 92] clairement, pour tout signal Z(f):

2 o0
://o+ P3O (¢ ) P, (¢ f) £ dedf
[2.83]

“+o0
_ / PO (tx (), £) 11 df
0 [2.84]

“+o0 -
/0 20N T (D) £ df

Il s'ensuit que le membre de gauche de I’ équation ci-dessus s identifie exacte-
ment & la stratégie [2.52] si Z(f) = R(f)f =%+ /T(f) et X (f;00) = Xox(f).
En conséquence, le membre de droite de la méme équation nous donne une formu-
|ation temps-fréquence aternative pour le probléme de détection de chirps en loi de
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puissance et, en utilisant les résultats établis en proposition 2.4 (filtrage), ceci nous
conduit finalement au résultat énoncé, avec 8 = 0, c est-a-diret = ¢y €t ¢ = cg.
Dansle cas plusréaliste ou le vecteur de parametres 6 est inconnu, laméme stratégie
doit étre utilisée en remplagant 8 par un ensemble de valeurstests & = (¢,¢). La
détection est alors effective quand:

r(na>)< A(ryt,c) >n [2.85]
t,c

ou 7 est un seuil prescrit, tandis que |’ estimation de 6 peut étre conduite avec:

00 = (fo.c) = arg r(rla>)<A(7‘; t,c) [2.86]
t,c

Selon ce résultat, les chirps en loi de puissance noyés dans un bruit gaussien
peuvent étre détectés de maniére optimale via une stratégie d intégration de chemin
dans le plan temps-fréquence. Leurs paramétres peuvent étre estimés par une trans-
formée de Radon ou de Hough généralisée, appliquée a une distribution bien définie.
Une application potentielle de ce résultat va maintenant étre discutée.

2.4.5. L' exemple des ondes gravitationnelles

Alors que |’ existence des ondes gravitationnelles a été prédite par la théorie de
larelativité générale depuis longtemps, aucune preuve expérimental e n’ a été obtenue
jusgu’ici. Ce n'est que depuis un passé tres récent que la construction de détecteurs
(telslefranco-italien Virgo, I'américain Ligo et |e germano-britanni que GEO600 pour
ne citer que les plusimportants) a été lancée avec I’ objectif d’ une mesure directe.

Dans son principe, le détecteur est un interférometre géant (de plusieurs centaines
de métres, voire quelques kilométres) permettant la conversion de la distorsion locale
de I’ espace-temps causée par le passage d’' une onde gravitationnelle en un mouve-
ment détectable de franges d’ interférences. Parce que les effets d’ une telle distorsion
observablessur terre sont extrémement faibles, leur détection est soumise al’ obtention
d’ une sensibilité de mesure de I’ ordre de 10 ~22. Etant donné les limitations dues au
bruit, ceci devrait étre néanmoins possible dans une « fenétre » fréquentielle comprise
entre quel ques dizaines et quelques centaines de hertz.

L es seuls phénomeénes physiques qui s accompagnent de I’ émission de radiations
gravitationnelles d’ amplitude suffisante sont d’ origine astrophysique et mettent géné-
ralement en jeu des objets trés massifs. Une grande variété de situations peut étre
considérée [SCH 89], chacune correspondant a un type de signal, plus ou moins
bien caractérisé. Parmi les sources les plus prometteuses en termes de détection
d’ ondes gravitationnelles, on met beaucoup d'espoir dans les coalescences de sys-
témes binaires d’ étoiles a neutrons, la seule situation que nous considéreronsici. En
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ce qui concerne la détection (du point de vue du traitement du signal), la question-clé
est d’ obtenir desinformationsa priori sur les structures possibles des formes d’ ondes
attendues.

2.4.5.1. Un modele pour la coalescence de binaires

Une « binaire coalescente » est un systeme de deux objets astrophysiques mas-
sifs (par exemple des étoiles a neutrons ou des trous noirs), en rotation I’ un autour
del’autre. Au cours de leur mouvement orbital, de I’ énergie est rayonnée sous forme
gravitationnelle. Le systéme perdant de I’ énergie, les deux objets se rapprochent en
faisant augmenter lafréquence de rotation jusqu’ ala coalescence. On comprend intui-
tivement que les binaires coal escentes devraient donner naissance a des ondes gravita:
tionnelles au comportement pseudo-périodique accél éré et donc aune structure proche
decelled un chirp.

En premiére approximation (newtonienne), une forme explicite peut é&tre donnée a
laforme d’ onde espérée. A un terme de phase pres, €lle peut étre exprimée comme la
partie réelle du signal avaleurs complexes[SAT 91, THO 87] :

. 3
a(tyto,d) = Aty —t) e 2md0=0" 1, (¢ [2.87]

ol a = 1/4 et = 5/8. Dans cette expression, ¢, est le temps de coalescence et d
et A sont des constantes qui dépendent principalement des masses individuelles des
objets et, bien sOr, d’ autres quantités géomeétriques comme la distance de la binaire a
la terre ou bien I’ orientation relative des fronts d’ ondes et du détecteur. Etant donné
deux objetsde massesindividuellesm et ms, et pour une orientation relative optimale
entrele détecteur et labinaire, laforme d’ onde se trouve en fait compl étement caracté-
risée par deux paramétres: ladistanceterre-binairer (quel’ on exprimeraen Mpc) et la
«chirpmass» [THO 87] définiepar M = 1%/ M?/5 o0 M = m +my est la« masse
totale » et ;1 la« masse réduite » telleque n~! = m; ' +m; *. Lesconstantes d et A
se déduisent de ces deux parameétres par les relations suivantes [MOH 96, SAT 91] :

d =160 x 3*/3M"® ~ 241 M7/* [2.88]
4 A5/4 NP/
A= (W> 1,92 x 1072 —E ~ 3,37 x 1072 —E [2.89]

avec M = M /Mg, et ou M, désignelamasse solaire.

Laformed’ onde[2.87] peut étre interprétée commeun chirp acondition quel’ am-
plitude a(t) = (to — t)~“ et laphase ¢(t) = 2md(to — t)” respectent les conditions
[2.47]:

a(t) ‘ «

200 T (ty—1)7P <1 [2.90]

a®)p(t)| ~ 27dp 2mdp
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Ces deux conditions sont redondantes [FIN 93] et n’en font en réalité qu' une a
partir de laquelle on peut définir I'intervalle de temps dans lequel le modéle [2.87]
peut étre vu comme un chirp. Cet intervalle est délimité par :

max{a, ﬂ—l})”ﬂ

2o [2.91]

to—t>>tc:<

ou I’instant critiquet . S écrit avec les valeurs des constantes dont nous disposons:
te =3 x (16007) %> My ~ 3,6 x 1075 M [2.92]

Dans cet intervalle de temps, laforme d’ onde[2.87] est un chirp dont lafréquence
suit (approximativement) I’ évol ution suivante:

fo(t) = %d(fo —)73/8 [2.93]

restreinte par la condition [2.91] al’intervalle de fréquence caractérisé par :
f < fe= falte) =100 x (16007)*5Mg" & 1,66 x 10" M [2.94]

En conséquence, les conditions [2.90] sont vérifiées a condition que [2.94] défi-
nisse un intervalle d’ extension plus grande que la fenétre fréquentielle d’ observation
(c'est-a-dire que lafréquence critique f . soit plus grande que la fréguence de coupure
haute du détecteur).

Ayant fixé lafréguence de coupure haute du détecteur 2500 Hz environ, on vérifie
dans la figure 2.30 la validité de cette condition pour une grande plage de scénarios
observables (¢’ est-a-dire quand m varieentre 1M, et 20M o, et quand mo = kmy,
avec 1 < k < 10).

De plus, on peut obtenir la transformée de Fourier du signal gravitationnel dansla
bande fréguentielle utile. Le calcul du spectre de Fourier de [2.87] revient a évaluer
I'intégrale oscillante:

—+oo

X(fito,d) = 27t / a(t) e® dt [2.95]
0

aveca(t) = At~ et(t) = —2n(dt’ — ft), ce qui peut étre réalisé par une approxi-

mation de phase stationnaire [CHA 98, CHA 99].

Il suit que [2.95] coincide exactement avec un chirp en loi de puis
sance [2.66]. L’ approximation précise les indices de I'enveloppe et de la phase
r=(a—p8/2)/(8—1)etk=p5/(8—1),ledécalage de phase v = 7 /4, le taux de
modulation:

o _55 L (ag)-1/5-v [2.96]
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et I’amplitude:

C = _ 4 (dﬁ)(aflﬂ)/(ﬁfl) [2.97]

VIB =1

Outre la forme proprement dite de I’ approximation, on trouvera dans [CHA 98]
les conditions pour que celle-ci soit valide. L’ évaluation de phase stationnaire s ap-
parente, pour chaque fréquence, a un développement de Taylor dont le résultat de
I’ approximation serait le premier terme. On peut obtenir [CHA 98] une bonne évalua-
tion du reste intégral de ce développement. Le domaine de validité est alors obtenu
par une majoration du reste ainsi évalué, ce qui revient alors afixer une erreur relative
maximale de I’ approximation.

Deux remarques peuvent étre faites a ce point. Premierement, alors que les
« conditions de chirp » [2.47] sont couramment présentées de maniére heuristique
comme validant I’ approximation de phase stationnaire (voir par exemple [FIN 93],
[SAT 91] ou [DEL 92]), la validité de I’ approximation de phase stationnaire s avére
en fait controlée par un critére finalement plus compliqué (voir [CHA 98] pour la
forme générale que prend ce critere).

Deuxiemement, si |"on applique ce critére au cas des ondes gravitationnelles, on
obtient que, pour une erreur relative d’ approximation au plus égale ax %, lafréquence
doit étre bornée par :

f <718 x 10" 2% M! [2.98]

ce qui est en accord avec les conditions (de chirp) qualitatives en [2.94]. Les cri-
téres exact et heuristique sont donc a posteriori de méme nature, mais le résultat de
[CHA 98] apportela possibilité supplémentaire d’ un contréle quantitatif de |’ approxi-
mation.

Lafigure 2.30, qui présente un exemple typique d’' une forme d onde, illustre I’ ef-
ficacité de |’ approximation de phase stationnaire.

2.4.5.2. Un détecteur temps-fréquence simplifié

A strictement parler, le détecteur temps-fréquence optimal [2.80] nécessite le cal-
cul d’une version filtrée (en temps) de la distribution de Bertrand de I’ observation, ce
qui est en pratique difficile a mettre en cauvre a cause d’un co(t de calcul important.
Pour aboutir & une solution pratiquement exploitable, il est obligatoire de considérer
une description temps-fréquence plus simple (mais toujours précise) a la place de la
fonction exacte p (¢, /) donnée en [2.81]. Alors qu’ une simplification ne semble pas
possible dans le cas général, il apparait qu’ elle peut étre effectuée dans le cas spéci-
fique des ondes gravitationnelles, grace aux valeurs des parametres physiques qui sont
impliqués.
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Figure 2.30. Validité de I’ approximation de phase stationnaire des ondes gravitationnelles. Le
signal (a) représente le modele newtonien de I’onde gravitationnelle émise par une binaire
coal escente composée de deux objets de 1 M, et 10 M, située a une distance de 200 Mpc. Le
spectre de ce signal (b) (ligne pleine) est bien approchée par son approximation de phase sta-
tionnaire (ligne pointillée) dansla plage de fréquence définie par lecritére[2.98]. On vérifie (c)
que cette approximation fonctionne dans la bande fréquentielle d’ observation (fixée par lesfré-
quences de coupure haute et basse du détecteur) pour une variété de couples de masses (mu,
mz) possibles pour les objets de la binaire (m; varie entre 1 M, et 10 M, et ma = kma,
avec 1 < k < 10). Laligne poaintillée (placée arbitrairement a 500 Hz) désigne la fréquence
de coupure haute du détecteur, ce qui permet d avoir une borne approchée pour la validité de
|" approximation.
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De Bertrand filtré a Bertrand. Approximation bande étroite
En effet, s nous revenons a[2.81], nous pouvons écrire d’ une fagon équivalente:

/ pr(t, f)e 2 dt = C2 p2ril=a p(y) / PE @, fye 2t ar [2.99]

avec
r+1
h(u) = (Ak(u)gj((;)u)) A(fAk(u) A(fAk(—u)) [2.100]
et:
_ (€
u = <f> [2.101]

A cause des limitations aux basses fréguences (bruit sismique) et aux hautes fré-
quences (bruit de photons), la largeur effective d’ observation est nécessairement res-
treinte a un intervalle en fréquence passe-bande f~ < f < f. (avec comme valeurs
typiques, que I’on pourrait raisonnablement choisir, f - ~ 50Hz et f; ~ 500Hz).
Ceci a pour conséguence que le spectre de Fourier ;

/P}(%k-)(t’f) o—i2mEt gy
— f2r+1—q (/\k(u))\k(—u))r_‘—l R(f)\k(u)) R(f)\k(_u)) [2102]

est non nul seulement dans la bande:

lu] < ug = log S+ [2.103]

A l'intérieur de la bande de fréguence définie ci-dessus, on peut considérer
(voir par exemple [INN 96, INN 97]) que la densité spectrale de puissance I, (f)
du bruit d observation n(t) varie, en moyenne, continiment et se comporte 1 en
I, (f) = o f~¢, avec e ~ 1. En supposant donc que:

A(f) = o2 f B2 [2.104]
pour f_ < f < fy, nousobtenons de [2.100] que:

0_4 ()\k (u))\k(_u)) e—(2r+1)

) = Gk (u)

[2.105]

1. Notons que ceci 0’ est qu’ une premiére approximation et que, dans le cas des détecteursréels,
des raffinements doivent étre faits sur la base de modeles plus réalistes.
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pour |u| < u4. Dansle cas des binaires coalescentes (k = —5/3, r = 1/6) et d’'un
bruiten«1/f » (e = 1), ceci seréduit alors a:

(a5 5 (—w) [2.106]

¢—5/3(U)

quantité approximativement égale a 1 dans la bande considérée.

ot hu) =

La transformation résultant de I’ application du préfacteur en h(u) dans [2.99]
laisse donc inchangée la distribution de Bertrand PI({“) (t, f), cequel’onillustrefigure
2.31 en comparant cette transformation al’ é ément neutre de la convolution dans|’ es-
pace des fonctions définies sur un intervalle limité en w.

Quand I’ approximation ci-dessus est valide, ceci conduit alors a un détecteur sem-
blable a[2.80], mais avec lasimplification:

02 €E— .
pr(t, f) ~ — fIH W PO e, f) [2.107]
fmin =50 ; fmax = 450

12
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Figure 2.31. Quand la bande passante du détecteur est limitée, la fonction temps-fréquence a
utiliser peut étre bien approchée par une distribution de Bertrand a condition que la fonction
o*h(u), définie en [2.106], agisse comme |’ élément neutre de la convolution dans I’ espace de
fonction a support borné en u. La validité de cette approximation est illustrée ici en montrant
dans le diagramme du haut o*h(u) (ligne pleine) et la fonction indicatrice de I’intervalle en
u associée a la bande de fréquence 50 Hz — 450 Hz (ligne pointillée), et en comparant dans le
diagramme du bas leurs transformées de Fourier.
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De Bertrand au spectrogrammeréalloué. Approximation afort rapport signal sur bruit

En partant de cette structure simplifiée, le probleme final est de trouver une
approximation précise et facile a mettre en cauvre de la distribution de Bertrand
Pl(f) (t, f). Puisque la caractéristique-clé de cette distribution est sa localisation par-
faite[2.72] sur les chirps « adaptés », la solution que nous proposons est de larempla-
cer par un spectrogramme réalloué [AUG 95, AUG 03, BAR 96] S’ (t, f) qui, lors-
qu'il est appliqué au méme chirp en loi de puissance, se comporte approximativement
en:

St (@t f) = C* 2t §(t—tx(f)) [2.108]
L’ efficacité de cette approximation est illustrée en figure 2.32.

En comparant [2.72] et [2.108], nous sommes conduits a choisir ¢ = 2r + 1, ce
qui donne laforme finale du détecteur optimal approché:

02

A(rit,e) = —
o

+oo
/ SP(t 4 ckfr1, ) fAe D) g [2.109]
0
Dans le cas spécifique des binaires coalescentes, nous préférerons paramétrer le
signal a détecter al’ aide de son temps de coalescence ¢ et de sa « chirp mass » réduite
M. Avec les constantes correctes, nous obtenons finalement (& un facteur d’ampli-
tude pres) :

Alrs M) / Sh(r, f) f23df [2.110]
L(t,Moe)
avec
Lt Mg) = {(77 ) ‘t — 7 =3 x 10033 M;"* f*8/3} [2.111]

2.4.5.3. Uneillustration

Pour illustrer I’ efficacité de |’ approche proposée, nous présentons en figure 2.33
deux exemplesdifférentsbasés sur une des situati onstypiquesdiscutéesdans[INN 96,
INN 97]. Dans ces deux exemples, on suppose que la binaire est constituée de deux
objetsde 1 M, et 10 M, (temps de coalescencefixéat = 0). Labinaire est localisée
a une distance de 200Mpc de la terre dans le premier exemple et a 1Gpc dans le
deuxiéme exemple. Lasimulation a étéfaite en altérant les données par un bruit additif
gaussien, avec ¢ = 1 et 02 = 0,7 x 10~*2 sur une plage de fréquence de 50Hz
— 500Hz. La stratégie proposée, basée sur le spectrogramme réalloué, n’ atteint pas
la performance idéale prédite par la théorie du filtre adapté, a cause de la précision
limitée des différentes approximations impliquées pour son obtention (en particulier,
la nature a bande limitée du signal implique que la distribution de Bertrand ne peut
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Figure 2.32. Distributions temps-fréguence pour les ondes gravitationnelles. Etant donné une
onde gravitationnelle émise par une binaire coalescente (temps de coalescence fixé a ty = 0),
on attend d’ une distribution temps-fréquence « adaptée » qu’ elle soit aussi |ocalisée que pos-
sible sur la ligne de fréquence instantanée. Cette figure compare certaines distributions candi-
dates. Du point de vue théorique, il est connu que la distribution que |’ on désire est obtenue en
utilisant la distribution de Bertrand adaptée (k = —5/3): ceci est illustré en (a), ou I’algo-
rithme décrit dans [ GON 96] a été utilise. Une bonne approximation, simple & mettre en oaivre,
est donnée par |e spectrogramme réalloué (b). Ces deux situations contrastent avec celles obte-
nues par la distribution de Wigner-\ille (c) et |e spectrogramme (d).

étre localisée le long de la ligne de retard de groupe). Cependant, cette figure met en
évidence que cette stratégie permet clairement la détection du chirp et qu’ elle présente
des performances qui dépassent celles d’ une simple intégration de chemin faite sur le
spectrogramme standard.

Dans I’ exemple de la figure 2.33, la « chirp mass » M, a été implicitement sup-
posée connue, ce qui n’est en aucun cas vrai en pratique. Si I’on suppose que M o
est inconnue, une stratégie plus sophistiquée consiste alors a appliquer la précédente
en paralléle en évauant autant d'intégrales de chemin que nécessaire pour échan-
tillonner convenablement les valeurs de M, sur un intervalle raisonnable de valeurs.
Lafigure 2.34 montre |’ application de cette stratégie pour le spectrogramme réalloué
et le spectrogramme standard, respectivement. Ce probléme de détection-estimation
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conjointe permet donc également une estimation de M . || doit étre noté que, lorsque
I”on parcourt les valeurs tests de M, I’énergie du signa de référence est modifiée.
La sortie de chaque détecteur doit donc étre divisée par un facteur proportionnel au
module carré de I’ amplitude du signal de référence (qui varieen M ‘Z)/ 3) pour pouvoir
comparer les résultats de fagon cohérente.

1 1
0,9 i 0,9
0,8 R 0,8
0,7 K 0,7
0,6 PR 06
0,5 ! 05
0,4 0,4
0,3 0,3

0.2 _ 0.2
01r——"777 0,1{4 iy
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Vo b A [
(Y LI, TOALLLIRY AN ":‘l\' PP T |

-02 -0,15 -0,1 -0,05 -02 -015 -01 -005 0O 0,05
a) Retard (s) b) Retard (s)

Figure 2.33. Détection d' une onde gravitationnelle. Cettefigureillustre |’ efficacité d’ une détec-
tion temps-fréguence optimale d’ une onde gravitationnelle issue d’ une binaire (temps de coa-
lescence t = 0) composée de deux objets de 1 M, et 10 M, a une distance de 200 Mpc dans
le cas (a) et 1 Gpc dans le cas (b). Puisque la distance entre la binaire et |a terre change sim-
plement I"amplitude du signal, le rapport signal sur bruit est le seul paramétre qui est modifié
entre ces deux exemples. Chaque graphique compare le module carré de I’ enveloppe du signal
en sortie du filtre adapté (trait mixte) avec une stratégie temps-fréquence basée sur une inté-
gration de chemin sur |e spectrogramme classique (trait pointill€) et sa version réallouée (trait
plein). Pour faire apparaitre clairement ce qui est gagné en termes de contraste, le maximum
de chacune de ces courbes a été arbitrairement normalisé a I’ unité.

2.4.6. Conclusion

L’ objectif de cette section était de combiner des él éments empruntés a la théorie
de la détection optimale et a |’ analyse temps-fréguence pour traiter le probleme de la
détection temps-fréquence optimale de chirps. Nous en avons extrait un cadre géné-
ral dans lequel nous montrons que les stratégies intuitives de détection de chirps par
desintégrationsle long de chemins dans | e plan temps-fréquence revétent la propriété
d’ optimalité sous plusieurs conditions, la plus importante d’ entre elles étant I’ utilisa-
tion d’ une distribution temps-fréguence unitaire, alalocalisation parfaite sur laloi de
fréquence instantanée (ou de retard de groupe) du signal a détecter. Cette distribution
est généralement difficile a cal culer numériquement. Nous suggérons de la remplacer
par une approximation a |’ aide d’ une distribution réallouée simple a mettre en cauvre
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Figure 2.34. Détection-estimation conjointe d’une onde gravitationnelle. Dans le cas ou le
paramétre de « chirp mass » Mg est inconnu, différentes intégrations de chemin (similaires a
celles faites en figure 2.33, mais sur un certain nombre de courbes temps-fréquence) doivent
étre évaluées, ici sur |e spectrogramme standard (a) et sa version réallouée (b). Ceci résulte en
une surface dont |e maximum permet |a détection de I’ onde gravitationnelle (quand il dépasse
un seuil prescrit) et I'estimation a la fois du temps de coalescence et de la « chirp mass »
(les valeurs réelles sont indiquées par des lignes pointillées). L' utilisation de la réallocation
améliore notablement I’ acuité du pic de détection et le contraste entre son maximumet le niveau
du bruit.

(comme le spectrogramme ou le scalogramme). On dispose alors d’un moyen systé-
matique pour obtenir des stratégies de détection quasi optimale de chirp. A ce titre,
I’exemple des ondes gravitationnelles (émises par les binaires coalescentes) est un
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cas d'importance particuliére et la possibilité de leur détection temps-fréguence a été
discutée avec une certaine attention. Les conditions d’ une stratégie quasi optimale de
détection ont été établies. Ceci met par ailleurs une nouvelle fois en évidence, dans
un exemple précis, que la méthode de réallocation peut prendre part a une chaine de
traitement du signal dans un but différent de celui de |’ analyse. La question est main-
tenant de discuter plus avant ce qui peut étre réellement gagné par une telle approche
en termes de flexibilité et de robustesse.
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