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RESUME.Cet article présente I'approche poursuivie dans le projatRAStaRAC et en résume
les résultats principaux. L'objectif était de re-consieéle concept de stationnarité dans le but
de lui donner une forme opérationnelle, se prétant a unepnétation relative a une échelle
d’'observation et permettant de le tester dans un sens titatés précis grace a I'emploi de
substituts temps-fréquence, ainsi que d’en fournir degextensions, en particulier au-dela de
I'invariance en translation.

ABSTRACTThe paper is concerned with the approach developed witleidAtiR Project StaRAC,
and it gives an overview of its main results. The objective wareconsider the concept of
stationarity so as to make it operational, allowing for bath interpretation relatively to an
observation scale and the possibility of its testing thankke use of time-frequency surrogates,
as well as to offer various extensions, especially beyoiftistariance.
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1. Extended summary

As explained in Section 2, the word “stationarity” is ubitpuis in signal proces-
sing and data analysis but, often used in a loose sense, itanegspond to different
qualities that are not necessarily captured by what is medieto as “stationarity” in
textbooks. Classically (Loeve, 1962; Doob, 1967), statidn refers to stochastic
processes and is defined as the invariance in time of staligtioperties or, in other
words, as the independence of those properties with respecme absolute time.
In practice, however, stationarity is commonly advocatethther different contexts
and/or with additional features that implicitly enter thetpre.

Two examples are mentioned in Section 2.1 for supportirggdiaiim. The first one
concerns speech signals which, when considered at timessabseveral seconds, are
unanimously considered as “nonstationary”, and for whigthuds have been pro-
posed for, e.g., their segmentation into “stationary” pafthe way those parts are
referred to as stationary however differs significantlynfrthe standard definition. On
the one hand, some time scale is taken into account, whasiseete accommodation
with respect to the actual definition that extends over ales. On the other hand, an
identification between stationarity and periodicity is tinaly made (cf. voiced seg-
ments), which is another departure from the standard defingiven in a stochastic
framework. A second example is given by Internet data, faictvbwo distinct issues
related to “stationarity” can be considered. If we first gmalsuch data at different
time scales (thanks, e.g., to a wavelet decomposition)canée interested as in the
speech example in the time variability and its statistigatidicance. If we now look at
the different scales jointly, we are faced with a differeartfi of invariance that makes
all of them look quite similar in terms of their variabilityp€ it significant or not over
the considered time scales) (Willinger, 1997; Park, 20Qfiséau, 2010). This inva-
riance across scales is coined “self-similarity” (EmbitecB002), but it clearly shares
much with the idea of “stationarity”, provided that time féhiare replaced by dila-
tions. These two examples may serve as an elementary nmotiat the scientific
objectives of StaRAC :

— propose and develop operational (i.e., interpretablative and testable) ap-
proaches to the concept of stationarity, with the purpodlioig existing gaps bet-
ween theory and practice;

— develop new methods to test and measure departures froomatiy ;

— extend the concept of stationarity to groups of transfoiona different from
shifts.

Following Section 2.2 devoted to a state-of-the-art of texgsapproaches, Sec-
tion 3 gives an overview of the framework in which the projeas been developed.
Section 3.1 first makes more precise the general conceplative stationarity whe-
reas Section 3.2 details the way it is used in practice. Tlehkt is to operate in a
time-frequency (TF) domain and to explicitly introduce ttiroe scales : globalone,
fixed by the observation span, antbaal one, aimed at evidencing variations within
the former. From a practical point of view, the TF descriptielies on multi-taper



Titre abrégé de l'article (& définir patitle[titre abrégél{titre}) 3

spectrograms, and the assessment of stationarity, iativ the observation scale,
results from a comparison between local spectra and thaltote obtained by mar-
ginalization. In order to give a statistical significancestmh comparisons, Section 3.3
then presents the original strategy that has been devefopetaracterizing the null
hypothesis attached to stationarity. It is based on the fiaecollection ofsurrogate
data, constructed from the observation by randomizations optiese of its spectrum
(Theiler, 1992; Schreiber, 2000). It has been shown (Bdr@td 0; Richard, 2010)
that surrogates constructed this way are guaranteed t@benstry, paving the way
for their use as stationarized versions of the data to bedest

Given the outlined framework, the question of how to deriperational tests is
the purpose of Section 4. Two main categories of tests haga bavisioned (see
(Borgnat, 2010) for a comprehensive presentation). Theofirs (Section 4.1) relies on
“distances” between local and global spectra. A specific combinatioh@®ullback-
Leibler divergence and the log-spectral deviation provedtuseful, with a resulting
test variable whose fluctuations follow approximately a Geardistribution under
the null hypothesis of stationarity (Xiao, 2007b; Xiao, 8p0This allows not only
for a specified confidence in the detection, but also for therdton of by-products
such as alegreeand atypical scaleof nonstationarity. A second approach (Section
4.2) considers the collection of surrogates &sagining setattached to the stationary
hypothesis, with possible tests using techniques aimedtiieinodetection, such as,
e.g., one-class support vector machines or others (Xia®/@0®moud, 2009). This
partis concluded (Section 4.3) by an example where detetiachieved in a specific
feature space adapted to amplitude- and frequency-medulsveforms. For a same
degree of nonstationarity, this allows for a quantitatikaracterization of thg/peof
this nonstationarity (Amoud, 2009b).

Connected approaches are briefly discussed in Section Bo®&cl introduces
2D surrogates aimed at detecting either transients witmowk shape and location
in the TF plane (Borgnat, 2008) or nonstationary crossedations in bivariate si-
gnals (Borgnat, 2009). Section 5.2 mentions possible 2B-8orle extensions based
on wavelet decompositions in place of spectrograms, withptlirpose of testing ho-
mogeneity in images (Flandrin, 2008). A greater attentfopdid in Section 5.3 to a
generalization of the concept of stationarity in the speafintext of self-similarity.
Going beyond the so-called Lamperti transformation (Rtam@003) which connects
self-similar processes with stationary ones, emphasistisip a two-parameter pers-
pective, based on the affine group, that permits to guaraméesdditional property of
stationary increments while dealing with finite size effe@amirezCobo, 2010). Fi-
nally, Section 5.4 addresses a problem that was not iyigalpposed to be dealt with
in the project, namely a fresh perspective (based on Enapode Decomposition
(Huang, 1998)) on the problem of decomposing a given observan atrendand a
fluctuation In fact, this problem shares much with the general viewjpdaveloped
previously for stationarity, where both the definition ahé tanalysis are explicitly
made dependent on the observation scale, and the new apgssiown to compare
favorably with existing ones (Moghtaderi, 2011a; Moghtad2)11b).
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2. Introduction et problématique

Le terme « stationnarité » est couramment utilisé en traterdu signal et ana-
lyse de données mais, pris souvent dans une acception ilapgeit correspondre a
différentes qualités qui ne correspondent pas nécessaiteince que I'on appelle
« stationnarité » dans les manuels. De facon classique €,d®62; Doob, 1967),
le concept de « stationnarité » se réfere a des processumastiogies et est défini
comme une invariance temporelle de propriétés statiique en d’autres termes,
comme l'indépendance de ces propriétés par rapport a urstabgwmlu. En pratique
cependant, la stationnarité est communément invoquéedisnsontextes assez dif-
férents et/ou aménagée de considérations additionnelles.

2.1. Enjeux et motivation

Comme premier exemple illustrant les remarques introdestprécédentes, on
peut considérer les signaux de parole. Lorsqu’on les cénsi@des échelles de temps
de plusieurs secondes, ceux-ci sont unanimement considénéme « non station-
naires » et, en tant que tels, un trés grand nombre de méthotiés proposées pour,
par exemple, leur segmentation en zones « stationnairea fagon dont ces zones
sont considérées comme « stationnaires » differe cepesdgnficativement de la
définition standard. D’une part, une échelle de temps es¢ @m compte, ce qui né-
cessite un aménagement par rapport a la définition stricestjgsupposée s'appliquer
a tous les temps. D’autre part, une identification implieitére stationnarité et pério-
dicité est couramment faite (par exemple dans les partisées), ce qui constitue un
autre écart a la définition standard donnée dans un cadieestuue.

Un second exemple est fourni par les données de trafic Iritelote on sait
(Willinger, 1997; Park, 2000; Loiseau, 2010) que I'obsépm a différents ni-
veaux de résolution révele des propriétés de ce que l'onllappauto-similarité »
(Embrechts, 2002). Dans ce cas, on peut considérer deukiangedistinctes liées a
la « stationnarité ». Si, dans un premier temps, on analysg&iment les observations
correspondant & différentes échelles temporelles, ongiatéresser, comme pour la
parole, a leur variabilité dans le temps et a la significasi@tistique de celle-ci. Si,
dans un deuxiéme temps, on considére I'ensemble des iésaslabnjointement, on
se retrouve face a une forme différente d’invariance quiisoutes se ressembler en
termes de variabilité. Il est clair que cette invarianceamdrs les échelles s'apparente
a une idée de « stationnarité », pourvu que I'on remplacedealdges temporels par
des changements d’échelle.

Ces deux exemples fournissent une motivation élémentaine Ips objectifs du
projet StaRAC “Stationnarité Relative et Approches Comséx:

1) Proposer et développer des approches opérationnelesst-&edire interpré-
tables, relatives et testables) au concept de statiogpdans le but de combler le
fossé existant entre théorie et pratique.
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2) Développer de nouvelles méthodes pour mesurer, testeoddliser des écarts
a la stationnarité.

3) Etendre le concept de stationnarité et l'idée de testc@ssa des groupes gé-
néraux de transformations.

Cet article s'intéressera essentiellement & présente¥daliats principaux liés aux
deux premiers points, se contentant d’'indiquer les pakser@ossibles avec le troi-
sieme. Il en résumera la teneur en renvoyant le lecteur@ssgérvers les publications
en détaillant le contenu.

2.2. Etat de I'art

Stationnarité localeDes formes approchées de stationnarité ont été propoaéss d
le cadre de propriétés telles que stationnarité « localeguasi » stationnarité ou sta-
tionnarité « par morceaux » (Silverman, 1957; Dahlhaus61®®&llat, 1998). De ces
points de vue, la question est en général de rendre compte éolution possible de
caractéristiques au cours du temps en comparant des catiques locales dans des
fenétres adjacentes, avec I'objectif soit de détecter mmgbment brutal significatif
(rupture), soit de segmenter les données en zones homodengénéralisation de
ce type d’approches conduit a des familles de méthodes genp@lus globalement
la question de I'évolution en temps (ou en espace) de grasdpectrales, ce qui
s’inscrit (implicitement ou explicitement) dans le cadeel@nalyse temps-fréquence
(Priestley, 1969; Martin, 1984; Martin, 1985; Priestle9®88; Laurent, 1998; von-
Sachs, 2000; ljima, 2005).

Tests de stationnarit@ester la stationnarité est une question qui a déja étéel olxt-
tentions multiples, mais peut-étre pas autant qu’on pddiiraaginer eu égard a son
importance. Parmi les différentes facons d’aborder le [prab que I'on peut trouver
dans la littérature, celles qui ont rencontré le plus deésidans la communauté des
séries temporelles (telles que le test KPSS (Kwiatkow$82) et ses généralisations
(Hobijn, 2004)) sont explicitement basées sur des idéesatiglisation, avec une ré-
jection de I'hypothése nulle de stationnarité liée de faétnite a une propriété de
« racine unité » du cas considéré comme non stationnairexdrestationnarités tes-
tées par ce genre de méthodes sont de ce fait assez spécguaduisant en général
a des tendances ou des changements de moyenne. Pour déptiedenitation, des
méthodes alternatives ont été proposées dans le domajpefréel, en comparant les
caractéristiques spectrales de fenétres adjacentes ehstiuisant un test statistique
pour décider d’'une différence significative ou non entres([Priestley, 1969; Va-
ton, 1998; Fuentes, 2005; Brcich, 2006).

Théorie de I'apprentissage pour I'analyse temps-fréqeeBepuis les travaux fon-
dateurs (Aronszajn, 50), la reconnaissance de formes basé&ethéorie des espaces
de Hilbert & noyau reproduisant (RKHS) n’'a cessé de gagn@ogpnlarité. Ceci a
conduit a de nouveaux algorithmes, aux performances axetuela complexité cal-
culatoire réduite, pour des questions de régression néaitie, de classification, d’es-
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timation de densité, etc., dans des espaces de grande dimealié (cf., par exemple,
(Boser, 1992; Scholkopf, 1998; Mika, 1999)), avec en oute pderformances en
généralisation garanties par la théorie de I'apprentessaatistique (Vapnik, 1995).
Récemment, le cadre formel des machines a noyaux a été édtahalyse temps-
fréquence, montrant que certains noyaux reproduisantsfispees permettent d'opé-
rer dans le domaine temps-fréquence (Honeine, 2007).

Stationnarité généralisé&i la possibilité de généraliser le concept usuel de stagéion
rité basé sur les translations (en temps ou en espace) endaatt a d’autres groupes
de transformations a été formellement considéré il y a lemgs (Hannan, 1965),
cette possibilité a cependant été peu remarquée, hormigugsecas particuliers.

L'exemple le plus connu concerne les changements d’échtliguoique datant du
début des années soixante (Lamperti, 1962), il n'a refafasa que bien plus ré-

cemment (Burnecki, 1997; Nuzman, 2000; Flandrin, 2003;réyd006) aprés plu-

sieurs re-découvertes partielles successives (Gray,; Ma&fci, 1997). La station-

narité par les changements d’échelle s’identifie essésrieint a ce qu’on appelle
maintenant I'auto-similarité (Embrechts, 2002), et laioiisnouvelle offerte par la

transformation de Lamperti pour de tels processus a pesmigveloppement d’'un

certain nombre de variations relatives a des formes aisil{bu brisées) de cette
stationnarité/auto-similarité et des outils associésr{i,el999; Borgnat, 2002; Am-

blard, 2003; Lim, 2003; Clerc, 2003; Borgnat, 2005).

3. Cadre général
3.1. Stationnarité relative

L'idée de base poursuivie dans le projet est que la statiit@meest pas un concept
absolu, mais qu’elle n’a de sens que relativement a unelédafiebservation. Ainsi,
suivant que la mesure en est faite sur un horizon temporelnoautre, un méme
signal peut étre considéré comme stationnaire ou pas,reipe étant de s'intéresser
ala permanence éventuelle de propriétés descriptives afiatérieur d'un intervalle
servant de cadre de référence.

3.2. Cadre temps-fréquence

L'approche proposée met naturellement en jeu deux éctadiésmps : unglo-
balefixée par I'horizon de référence et ulvezalea méme de mettre en évidence des
variations de caractéristiques a I'intérieur de la premiBe facon a concilier dans un
cadre unique les deux acceptions mentionnées plus hautdstddonnarité », liées a
un point de vue tant stochastique (comportement statestigdescripteurs comme la
moyenne, la variance, etc.) que déterministe (périodigité concept de stationnarité
relative peut étre défini en termes temps-fréquence. En, éff@nt donnée une ob-
servation, une représentation temps-fréquence offre dire eaique pour caractériser
I'évolution de propriétés spectrales aussi bien détegtési(comme une modulation
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de fréquence) qu’aléatoires (au sens d’'un spectre dépeddaemps), la distribu-
tion calculée pouvant se voir indifféremment comme uneatériation certaine ou
comme I'estimée d’une quantité aléatoire. Dans I'un outfaudles cas, on convien-
dra d’appeler stationnaire, relativement a un horizon skotation?’, un signal dont
le comportement spectral local est semblable a sa carsatién globale obtenue par
marginalisation.

D’un point de vue pratique, pour un signal donné), la représentation temps-
fréquence choisie est wpectrogramme multi-fenétres

K
Sesclt, f) = 2 804t ) [1]
k=1

mettant en jeu une famille de spectrogrammes ordinaires

2

SI(t, f) = \ / a(s) (s — ) e727F* di [2]

pour lesquels les fenétres a court-termét) sont des fonctions d’Hermite.

Le spectrogramme multi-fenétres présente [1] 'avanta@eedun bon estimateur
(au sens d’'une variance réduite sans lissage temporei@ttt tendant a gommer les
non-stationnarités) du spectre théorique de Wigner-{kyram, 2000; Xiao, 2007).
En pratique, la moyenne [1] porte sur un nombre réduit detfesgypiquement entre
5 et 10 (on pourra se reporter a (Bayram, 2000; Xiao, 2007) pour gauslétails).
Il est en outre possible de varier la taille de ces fenétrefépendamment de leur
forme. Ceci offre un degré de liberté supplémentaire en ptamt de régler I'horizon
de 'analyse locale relativement a I'échelle de temps dlbobiaée par la durée totale
d’observation.

La caractérisation de la stationnarité relative revieotsah comparer les spectres
locaux S, k (tn, f) (obtenus pour une séquence Weinstantst,, répartis sur I'in-
tervalle d’observatiod” avec un espacement proportionné a la taille des fenétres a
court-terme) au spectre global défini par la marginalisatio

N
n=1

3.3. Substituts

Quelle que soit la mesure de dissimilarité retenue entrggestres locaux et le
spectre global, son calcul sur une observation unique needi@mais un résultat stric-
tement nul dans le cas stationnaire, et la question est 0@ sicider dans quelle me-
sure une valeur non nulle est significative ou liée aux fluaina intrinseques de I'es-
timation. Afin de poser cette question dans le cadre d’urstasistique, ceci revient a
pouvoir disposer d’une référence caractérisant I'hypsehiulle de stationnarité.
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Bien qu’on ne dispose par hypothése que d’une observatioa,montré qu’une
réponse a cette question était possible en recourant aHaitgee dite des « substi-
tuts » Gurrogate dataen anglais (Theiler, 1992; Schreiber, 2000)), qui s'instains
le panel outils pilotés par les données. Cette techniqueseepur une remarque trés
simple, a savoir que, pour un spectre marginal donné, l'tgstationnarité évoquée
correspond a la situation ou la description spectrale rttathée a aucune structu-
ration cohérente en temps. Hors, si le poids des différastiemposantes spectrales
d’un signal est mesuré par le module de son spectre de Fatiestdans la phase de
celui-ci que sont codées les relations entre composantespbconduire a des com-
portements temporels structurés. Ainsi, un signal statoe se différenciant d’'un
signal non stationnaire de méme spectre par une phaseape@atoire, il suffit de
rendre aléatoire la phase du spectre d’'une observatiocanopie pour la « station-
nariser ». De fagon plus pratique, saitk] := A[k]e*?l¥] |a transformée de Fourier
discrete du signal obseruén], supposé de longuert. Un substituts[n] est engen-
dré en remplacant la phagg:| par une séquenaglk| de variables indépendantes et
identiguement distribuées selon une loi uniforme[sur, [, soit

1 iplk] ji2mn
s[n] = T ZA[k]e“’b[k]e 2mnk/T [4]
k

La stationnarité des substitut§:|, introduite intuitivement ci-dessus et illustrée en
Figure 1, a été justifiée de fagon rigoureuse dans (BorgQaf);Richard, 2010).

Sur la base de ce résultat, il estimmédiat de créer autantxtitsits (stationnari-
sés) que I'on opére de « randomisations » sur la phase, ceduépla caractérisation
d’'une distribution d’ensemble de I'hypothése nulle deistatarité pour n'importe
quel descripteur choisi en vue de comparer les propriétégdds et globales. Il de-
vient alors possible, au vu de cette distribution, d’ateaam degré de signification a
la valeur effective, unique, prise par le méme descripteur pobservation.

4. Tests

Le principe de I'approche étant acquis, il reste a précestadon dont est conduite
la comparaison « localersusglobal ». Essentiellement deux pistes ont été explorées,
basée I'une sur une notion de « distance » et l'autre sur des idsues de la théorie
de I'apprentissage statistique.

4.1. Distances
La littérature offre une trés grande variété de mesures dgindiarité entre

spectres (Basseville, 1989). On a pu montrer qu’'un chosoraiable pouvait étre
fait en considérant les « distances » les plus simples aygatfdit leurs preuves
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Figure 1. Stationnarisation par substituts — La colonne de gauchegmte un signal

« non stationnaire » (en haut), son spectrogramme (au miéela distribution margi-
nale en temps de ce dernier (en bas). La deuxiéme colonnerieéde la méme facon
les informations relatives a un substitut et la troisieméopae celles correspondant

a une moyenne calculée sty substituts du méme signal. La quatrieme colonne pré-
sente enfin la distribution marginale en fréquence qui, garstruction, est identique
pour les trois spectrogrammes. Ces différentes distriimgimettent en évidence une
« stationnarisation » au sens ou, pour un méme spectre melrdercomportement
temporel local a perdu la forte structuration du signal drigl.

dans des contextes similaires. Plus précisément, la mesteraie entre deux spectres
G(f) et H(f) définis sur un intervalle fréquenti@l est de la forme

H(GaH) = HKL(évg)'(1+HLSD(G7H))a [5]
combinant ainsi la divergence de Kullback-Leibler synsétei

(6t — () 10 S0 gy 6]

HKL(G,H) = / H(f)

Q
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appliquée aux spectres normaligésf) et H (f) issus deG(f) et H(f), et la dévia-
tion log-spectrale
G(f)

L'intuition derriére ce choix est qu'une large famille demstationnarités peut
étre décrite par une modélisation de type AM-FM. La diveogette Kullback-Leibler
étant essentiellement une mesure de dissimilarité emmeefspectrales normalisées,
elle est par nature bien adaptée a la mise en évidence deisésIEM mais, du fait de
la normalisation des spectres, elle est insensible a untéaegpurement AM. Celui-ci
est par contre pris en charge par la déviation log-specjtatfiant 'usage combiné
des deux mesures (Xiao, 2007b; Xiao, 2008).

kLsp(G, H) ::/

Q

Le test proprement dit passe alors par I'application deartsure de dissimilarité
entre les spectres locaux et le spectre global associé;ac@ise par I'évaluation de
guantités

{eW) =k (Sy.k(tn, ), (Sy.xc (tny ))n)sn=1,...N} 8]

pour les signauy(¢) correspondant tant a I'observation a tesigr = =(¢)) qu'a la
collection de ses substitutg(¢) = s;(t);j =1,...,J).

La stationnarité étant supposée correspondre a une égaligfles spectres locaux
et le spectre global, on mesure ensuite un écart éventuéieacceia les fluctuations
en temps des mesures de dissimilarité [8]. Rapportant cetsiditions a leur valeur
moyenne définie par

LN
(W), = ~ Z W, [9]
n=1

le choix le plus simple consiste a faire usage de la distanadmatique, conduisant a
I'évaluation de la statistique de décision

N

O) = 5 3 (e — (e)n) [10]

n=1
pour le signal testé(t) et lesJ substitutss;(¢), j =1,...,J.

Dans la mesure ou, comme on I'a dit précédemment, il esefdeilgénérer autant
de substituts stationnaires que I'on veut, il est alorsiptesd’accéder a la distribution
empirique du descripteur de fluctuations [10] conditiotereknt & I’hypothéese nulle
de stationnarité, et ainsi de caractériser celle-ci. Gafdj pour une erreur de premiére
espéce prescrite, on peut identifier un setdl partir de®(s;), et rejeter ou accepter
I'hypothese de stationnarité selon que la conditin:) > ~ est satisfaite ou non.

Une étude plus précise de cette approche a conduit a unrceotaibre de résultats
que I'on peut résumer de la fagon suivante :

1) Modélisation.Sous I'hypothése nulle, la distribution de la statistiqes duc-
tuations [10] est modélisable par une loi Gamma. Ceci pectisgrendre par la struc-
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ture quadratique de la mesure choisie et le caractére fertemélangeant des pré-
traitements conduisant aux grandeurs sur lesquellesmettare opére. L'intérét de ce
résultat est que la charge de calcul attachée au calcul détstgdpeut étre significa-
tivement réduite en ramenant un probléme d’évaluation egqua de densité par his-
togramme a une modélisation a deux parametres pouvanioitdeite, par exemple,
au sens du maximum de vraisemblance. On a pu noter en ce s&npegformances
comparables, la seconde approche nécessite plusieues ateligrandeurs de moins
que la premiére quant au nombre de substituts a utiliseo(Ri@07d; Xiao, 2008).

2) ReproductionDans la mesure ou le test proposé est essentiellement wfetest
rejet de I'hypothése nulle de stationnarité, il conviens@essurer d’'une reproduction
convenable de cette derniére dans le cas ou 'observatiogffestivement station-
naire. Les études conduites en ce sens ont montré que le'tatewn de premiére es-
péce observé était légerement plus important que la vatescpte, conduisant ainsi a
un test pessimiste (Xiao, 2008; Borgnat, 2010). Une ansdlmm a ce comportement
a depuis été proposée en introduisant une famille plus gsiveide substituts, ditke
transition (Borgnat, 2011), & la stationnarité modulable continOneenlieu et place
de la stationnarité au sens fort de [4]. On a pu caractérissrla contrdle a apporter
au signal de phase des substituts pour améliorer les peafm®s de reproduction de
I'hypothése nulle sans sacrifier celles de détection.

3) Caractérisation.Bien que le test soit binaire, la valeur de la statisti(e)
apporte des informations complémentaires quant a I'ingmoe éventuelle de la non-
stationnarité détectée. Un sous-produit de la détectibareparticulier la définition
possible d’unindice de non-stationnarité en rapportad{x) a sa valeur moyenne
obtenue pour les substituts :

INS := [11]

De plus, si le test est par définition relatif a I'échelle dsebvation définie par la
duréeT du signal analysé, il est aussi fonctionnellement déperdiata tailleT;, des
fenétres a court-terme permettant de contraster les sgdotraux et le spectre global.
La conséquence en est que I'on dispose d’'un degré de lihgrf@énentaire, le test
pouvant étre conduit pour plusieurs tailles de fenétresi Gffre alors la possibilité
de définir unééchelletypique de non-stationnarité (ENS) selon :

ENS:= 1 arg max {INS(7},)} . [12]
T Ty,

4.2. Apprentissage

Une deuxieme voie d'approche consiste a considérer la lamés substituts
construits a partir du signal observé commesasemble d’apprentissage la situa-
tion stationnarisée correspondante. Un des intéréts deinege vue est qu'il évite
le choix d’'une mesure de dissimilarité telle que [5] et d'steistique de décision as-
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sociée [10]. La méthode retenue repose sur la mise en ceuiadaenes a Vecteurs
Supports a une classe (Xiao, 2007c).

Plus précisément, en considérant un ensemble d’apprag¢iss, ..., s;} pou-
vant correspondre, soit aux substituts eux-méme, soit @ekgipteurs qui s’en dé-
duisent, on cherche a déterminer I'’hypersphére de cepntjai rend compte au mieux

.....

Ceci peut se traduire par le probleme d’optimisation

. J
miNg, ¢ r2 + V—lJ =1 gj [13]
avec ||S]'7QH2ST2+§]'7 ngO, j=1,...,J

ou le parameétre €0, 1] défini un compromis entre la minimisation du rayode
I'hypersphére, et le contrdle de variables de relaxagjor [||s;—al|*—r?], destinées
a rendre I'approche plus robuste a la présence éventuetlerdeées aberrantes. La
résolution de ce probléme, par la méthode des multiplicaige Lagrange, permet de
déterminer numériquement le centiget le rayonry de I'hypersphére recherchée. Il
en résulte la statique de décision

Oy) = lly — aol* — 3 [14]

gue I'on compare a un seujlstrictement positif, a définir en fonction de la sensibilité
du test recherchée. 8i(x) > ~, le signal testé(¢) — ou ses descripteurs — figure a
I'extérieur de I'hypersphére définie grace aux substitigsedéclaré non stationnaire.

L'étude de cette stratégie, qui contraste avec la précégmmtson caractére non
paramétrique, a mené a un certain nombre d’enseignemeat®qupeut résumer de
la facon suivante :

1) ReprésentationLe caractéere non paramétrique du test offre d'innombrables
possibilités quant au choix de la représentation des sutsset du signal a tes-
ter, puisqu’il n'est pas nécessaire ici de modéliser et mdar des densités. Selon
le contexte, nous avons été amenés a extraire des attrédatg|ue les variances
temporelles de la puissance (P) et de la fréquence (F) tast&es, comme dans
(Xiao, 2007c; Amoud, 2009b; Borgnat, 2010). Voir Figure Zalégent, issue de
(Amoud, 2009b). Nous avons également pu considérer leeaégs temporelles di-
rectement, et/ou appliquer une transformation non lieéairx données en introdui-
sant un noyau reproduisant dans [13]-[14], comme dans (Ai2009).

2) CaractérisationLe choix du seuity conditionne évidemment les performances
du test de stationnarité. Il a été démontré que, avec un@pilab supérieure & — 9,
on peut borner la probabilité de fausse alarme que le tedifiqum substitut de non
stationnaire, par la quantité suivante (Borgnat, 2010)

3
oA Y]

ou R est le rayon de la boule centrée a 'origine contenant lestple la distribution
des substituts. Une valeur approchée de cette borne, dpanée premier terme de

1 < 6.R> In(2/6)
o ;@ t [15]
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I'expression ci-dessus puisque les deux suivants tenaéesf\d mesure quéd croit,

est indiquée sur la Figure 2 pour différentes valeurs du se@elle-ci fournit une in-
formation intéressante sur un signal testé qui serait jogéstationnaire puisqu’il est
possible de la décliner en un indice de non stationnaritdkshite a [11]. Pour cela,

on note qué (x) = v est la valeur seuil pour laguelteest considéré comme non sta-
tionnaire, et qu&; = [O(s;)]+. En prenant I'inverse de la borne approchée évoquée
pour que l'indice de non stationnarité varie inversementg@aport a la probabilité de
fausse alarme et, en considérant la racine carrée du régaliafaire apparaitre un
rapport de distances, ou écart-types estimés comme dapnsifildboutit a

o)
INS:= [— —“\% L6
¢%Zf_1[e<sj>]+ [16]

Si elle n'a pas été étudiée dans le cadre du projet, une éadllelhon-stationnarité
pourrait étre définie a partir de [16] comme dans [12].

4.3. Un exemple

On s'intéresse dans cet exemple & une classe de signawelppe temporelle
gaussienne et a modulation de fréquence linéaire, définis pa

x(t) = 6_”7t2(1 + « er”f"t) ej”mz,

combinant donc modulations d’amplitude et de fréquencerd proportions relatives,
ainsi que le degré de non-stationnarité, sont définies geariee de modulatiofi et la
largeur de I'enveloppe gaussienite= 1/, /7. En particulier, poup = 0, on note que
x(t) se réduit & une modulation d’amplitude. Si I'on se concesurda composante

SEl(t) _ e—ﬂ"yt262jﬂ'fotejﬂ'ﬁt27 [17]

étant entendu que les propriétésude) s’en déduisent directement, on montre qu’on
contrdle le type de non-stationnarité de ce signal en madifialAmoud, 2009b).

En effet, le spectre de, (t) est une fonction gaussienne, entiérement définie par sa
largeur de bandéf et on montre quéf? = (32 + v?)/~, soit encore

of? = B25t% 4 1/6t2. [18]

Il est alors possible de générer un ensemble de signauwmptss pafdt, 3), incar-
nant des degrés et formes de non-stationnarités distimetis, tous dotés du méme
spectre global défini padf. En fixant en particulier la largeur de bandg cette
classe de signaux a la particularité d’avoir la méme desgiéEtrale d’énergie tout
en décrivant une transition continue de la modulation d’l&oge a la modulation de
fréquence. Il en résulte qu'il leur correspond a tous une enfamille de substituts,
I'écart & ceux-ci permettant de caractériser la nature dheifastationnarité dont un
signal testé ferait I'objet.
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Figure 2. Représentation d&)0 substituts d’un signat(¢) dans le plar( P, F'), ceints
par la frontiere de décision obtenue par résolution du pésbé[13], soity = 0,
représentée ici par une ellipse en trait noir (rouge dansédasion en couleur). Les
ellipses grises (vertes dans la version en couleur) ilkrsties frontiéres de décision
successives pour différentes valeurs de seul 0 associées aux probabilités15,
0.10 et0.05 de mauvaise attribution d’un signal stationnaire, seloséms qui en est
donné par les substituts, a la classe des signaux non stetioes. En d’autres termes,
elles correspondent a des iso-valeurs de I'indice de statiwité[16]. La trajectoire
représente les lieux des signauft) testés. Il s’agit d'une classe de signaux décrite
dans (Amoud, 2009b), mélant des lois de modulation d’aog#itet de fréquence
paramétrées differemment, mais théoriquement caraégpsr les mémes substituts.
Quel que soit ce paramétrage adopté payt), chacun de ces signaux est déclaré
non stationnaire par le test.

La Figure 2 illustre dans la cadre du test par apprentissag@ositions dans le
plan(P, F) de100 substituts et la frontiére de décision associée, ainsiajuejectoire
parcourue par les signauxt) a largeur de bande constaife= 0.05, paramétrée par
ot et 3, avecfy = 0.2 eta = 1/2. Pour tous ces signaux, le test rejette I'nypothése
de stationnarité. De plus, tout en attachant a chacun urédsgnon-stationnarité
comparable (mesuré par la distance a la zone de statiobhdéfihie par les substituts),

il met en évidence un continuum de comportements allantedariancel élevée
pour le cas a modulation d’amplitude dominante, a une vee&hélevée lorsque la
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modulation de fréquence devient prépondérante. Cettenaligm ouvre la voie a une
possibilité de caractérisation fine de types de non-staséioté, par exemple a des fins
de classification.

5. Approches connexes
5.1. Substituts dans le domaine temps-fréquence : transitojrignaux bivariés

Un développement du projet a été de s'intéresser aux dosnésstuts non plus
construites en temps, mais directement dans le plan terégadnce en appliquant
une procédure de « randomisation » a une estimation du sgeoips-fréquence plu-
tét qu'a la transformée de Fourier du signal. Le principe@ide la procédure est le
méme que jusqu’ici, a savoir mettre une phase aléatoirestartsure dans le domaine
de Fourier, mais I'application de ce principe a une repréagiem temps-fréquence
conduit cette fois a remplacer la phase de la fonction d’goit# du signal par une
phase aléatoire, puis a reconstruire un substitut tengugsnce en faisant attention
a satisfaire lors de I'inversion la positivité de ce subst{afin de le comparer a des
spectrogrammes positifs). Le détail de I'algorithme it€@ermettant de le faire est
décrit dans (Borgnat, 2008; Borgnat, 2009).

Le premier usage de cette technique est de construire ufetegtection de transi-
toires en employant les substituts temps-fréquence poactaiser I'hypothése nulle
de bruit sans transitoire (Flandrin, 2008b; Borgnat, 2008)deuxieme usage est de
s'intéresser a des signaux bivariés pour lesquels il fatietesi la corrélation croisée
entre les signaux est stationnaire ou non. Les substitulisvariés, tels qu’originel-
lement proposés dans (Prichard, 1994), ne peuvent semg cka cadre puisqu'ils
préservent, entre les substituts, I'inter-corrélation dignaux. Nous avons proposé
dans (Borgnat, 2009) d’employer des substituts constraiteme les substituts temps-
fréquence mais en partant du domaine temps-retard, etradros ce fait un test de
stationnarité des inter-corrélations.

5.2. Du temps-fréquence au temps-échelle

Analyser un signal ou une image en fonction de son échell@restdémarche
du méme ordre que I'analyse dans un cadre temps-fréquelassi@liement en ef-
fet, 'analyse temps-échelle peut étre vue comme une arteds I'analyse temps-
fréquence s'appuyant sur la transformée en ondeletteseaudk celle de Fourier
pour estimer le spectre dépendant du temps. L'autre poimtideconnectant temps-
fréquence et temps-échelle a été développé dans I'expoks mleblématique gé-
nérale : regarder a travers les échelles permet de casmstémvariance d’échelle
comme une forme généralisée de stationnarité. Il est donceial’étendre la mé-
thode de test de stationnarité a un test de la stationnariticleelle en comparant,
mutatis mutandiscomment le “global” de la décomposition en échelle resserab
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“local”. Une proposition dans ce sens a été faite dans (Fian2i008), illustrant ainsi
ce qu’est une image stationnaire, via une lecture a tragerédhelles.

5.3. Stationnarités généralisées a d’autres groupes de transfations

Un travail parallele aux travaux présentés jusqu’ici cstesia sortir du cadre
habituel de la stationnarité, en revenant a son interpoétanitiale en tant qu’in-
variance sous un groupe de transformations du signal, lesusht les translations
dans le temps, et en généralisant le cadre. La stationmargéns usuel s'écrit, pour
un signal indexé paR, z(t) 4 x(t + 7),¥7 € R, I'égalité ayant lieu au sens
de I'égalité de toutes les distributions de dimension fidilmsi que déja discuté,
une autre forme de stationnarité, appelée auto-simil&iéparametré? <]0, 1]),
existe. Elle concerne des signaux indexés par le demi-alectéest défini e par

x(t) < A~ Hx(At),¥\ € R**. Dans ces deux cas, 'ensemble d’indexation est un
groupe, et diverses pistes ont été explorées pour utilsseoncept a des fins de géné-
ralisations de ces stationnarités habituelles.

1) Groupe a un parametréJne premiere approche repose sur le lien existant entre
stationnarité temporelle et auto-similarité (BorgnatD20Flandrin, 2003) . La pre-
miére repose sur le groug®, +) et la deuxiéme sur le groug®**, x). Ces deux
groupes sont équivalents par le morphisme de groupe dormkepponentiation.
Ce lien est mis en évidence par la transformée de LampgertiLamperti, 1962)
qui met en correspondance de maniére univoque un signarstairey et un si-
gnal auto-similairer selonz(t) = (Lyy)(t) := t¥y(logt) ou, réciproquement,
y(t) = (L 'z)(t) == e Htz(e!). Ainsi, le mouvement brownien sur 'axe posi-
tif est I'image du processus d’'Ornstein-Ulhenbeck pay. Cette approche a per-
mis d’examiner des versions faibles de stationnarité daspdce transformé par
L. Par exemple, la cyclostationnarité se transforme endtiance d’échelle dis-
créte (Sornette, 1998), invariance pour laquelle I'amdsirité n'est vérifiée que
pour une gamme discrete de dilatationsEnsuite, la généralisation de I'équiva-
lence entrgR, +) et (R**, x) permet de définir une transformée de Lamperti pour
un groupe(G, @) isomorphe R, +) en obtenant explicitement la transformée qui
envoie un signal stationnaire sur un signal indexéaat stationnaire dans le sens
x(t) 4 f(9)z(g ® t),Yg € G (Amblard, 2003; Borgnat, 2005). A titre d'illustra-
tion, et motivés par la notion d’invariance d’échelle ddlédinie, nous avons ainsi
mis en évidence des group@s, @) ou G peut étre un intervalle ou une demi-droite
quelconque de I'axe réel.

Ces généralisations échouent cependant a modéliser e das signaux a ac-
croissements stationnaires, qui est importante pourésésser a des données réelles.
Par exemple, les signaux de vitesse dans des expérienceddience développée
sont & accroissements stationnaires et cette propriétéikste pour construire des
théories de la turbulence (voir par exemple (Borgnat, 2008) champ de vitesse
est alors étudié a travers ses accroissements et leustigtags (appelées fonctions



Titre abrégé de I'article (& définir patitle[titre abrégél{titre}) 17

de structure). A partir d’'un signal tempore(t), le calcul d’une fonction de structure
passe par la création d’'un chamg(t, 7) := z(t+7) —z(t), our ala dimension d'un
temps mais l'interprétation d’'une échelle puisqu’il domeeés a une comparaison de
taille du signal pris & deux instants différents. Notons kgsimation des fonctions
de structure peut passer par la transformée en ondeletigsegmet le calcul d’ ac-
croissements régularisés par un noyau lisse. Pour la &mbej un résultat célébre est
le comportement en loi de puissance de la densité spec#salaatroissements de vi-
tesse (fonction de structure d’ordre 2). Physiquementpogortement est observé de
facon remarquable, mais sur une gamme d’échelles de taike éntre une taille ma-
croscopique appelée échelle intégrale(taille typique d’injection de I'énergie dans
le fluide) et une taille microscopique appelée échelle de Taylor, a laquelle I'énergie
est dissipée sous forme de chaleur. Cet exemple a condiitéresser a I'invariance
d’échelle sur un intervalle fini d’échelles (Dubrulle, 2QQ0fotivant I'étude des modé-
lisations possibles de cette taille finie pour des signawceoéssements stationnaires.

2) Groupe & deux parametres : accroissements stationnaides nouvelle ap-
proche de généralisation de la stationnarité a alors étélisdes processus aléatoires
auto-similaires a accroissements stationnaires de taiée & travers un cadre d’équi-
valence de groupes, cette fois a deux parameétres (Raminez010). Le groupe
fondamental pour le probleme étudié ici est le groupe affitie” x R, ) ou la loi
de composition est définie pés,t1) * (02,t2) = (0102,01t2 + t1). Une repré-
sentation mathématique du groupe affine est la transforméedelettes. Il est alors
possible de montrer qu’un processus aléatoire est autitasir(de paramétrél) et a
accroissements stationnaires si et seulemeisii /2,(x,-) We(a, t) 4 W (a,t), 0U
W4 (a, t) définit la transformée en ondelettes/&y ( ) u(n,t) := A Hy[(\, 7) *
(n,t)] = A~Hu (A, \t + 7) est 'opérateur de déplacement dans le groupe affine.

Le groupe affine peut étre généralisé en utilisant des geoispenorphes ®** et
R (RamirezCobo, 2010), et en utilisant les résultats surdarile des représentations
covariantes de signaux a 'aide de groupes a deux paranefieagatsch, 2002). On
considérg'T, @) un groupe isomorphe @, +) par I'ilsomorphismepr : T — R,
et le groupg A, ®) isomorphe R**, x) par I'isomorphismeprg, : A — R**. On
montre qugA x T, o), ou la loi de composition est définie par

(01,71) 0 (02,72) = (02 © 1,07 (o1 (T2) 00 (01)) B T1) - [19]

est un groupe. De plus il est isomorphe au groupe affine psoniiorphisme
waxt(o,7) = (¢e(0),er(r)). On peut alors construire I'opérateur de déplacement
dans le groupe affine généralisé selon

D3 v uln,t) = oV TI2u[(A, 1) 0 (n,t)]
= NI 2u(Aon erllert)peN] ®T) [20]

puis définir des processus aléatoires auto-similaires goidsements stationnaires
généralisés de la méme maniére que dans le cas usuel masvaitlant sur une
transformée en ondelettes généralisée et sur des acconeistse généralisés (voir
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Figure 3. Mouvement brownien fractionnaire généralisé indexéPas (—3,5) avec
une loi d’addition analogue a la loi d’addition des vitessas relativité restreinte.
H = 0.2 pour les deux premiéres lignes Bt = 0.7 pour les deux derniéres. lere
ligne : & gauche, fBm sur I'axe positif, & droite, zoom sur dae de coupure. 2éme
ligne : & gauche, incréments du fBm usuel; a droite, incrésmgeénéralisés du fBm
généralisés.
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(RamirezCobo, 2010) pour les détails). A titre d'illusioat sont montrées en Fi-
gure 3 des traces de mouvements browniens fractionnaBey) énéralisés définis
surT = (-3, 5) avec une loi d’addition analogue a la loi d’addition dessstes en re-
lativité restreinte. En traits pointillés sont superpadés traces des fBm usuels ayant
les mémes parametres de Hurst. Deux valeurs du parametrerdeddnt utilisés :

H = 0.2etH = 0.7. Les accroissements du processus usuels et les accroigseme
généralisés du processus généralisé sont égalementafgies

Les traces du fBm généralisé peuvent aussi étre obtenuesparorphose (liée
aux morphismes de groupe) des traces du fBm usuel correapbridexplosion
asymptotique de la variance du fBm se retrouve donc ici cond® au bord de I'in-
tervalle d’'indexation. Cette propriété pourrait faire @s emnodéles des candidats a des
modéles de ruptures, par exemple en physique statistique.

5.4. Tendances et fluctuations

Une derniére problématique reliée a la détection de ndiosterité a été abordée,
qui serait plutdt a rapprocher des test de type « racine arfitéviatkowski, 1992), et
qui vise a savoir décomposer un signal en une tendance @éma&nt basse fréquence
et non stationnaire) et ses fluctuations, généralementhelute fréquence mais pas
nécessairement stationnaires. Un point commun avec bapprdéveloppée précé-
demment pour la stationnarité est le caractére relatif etabsolu de la question, une
méme composante d’un signal pouvant par exemple s'intenrémme une tendance
a une certaine échelle d’observation et comme une fluctuatione autre. Dans un
développement du projet (qui n’avait pas été programméragiiee), nous avons for-
mulé cette question sous la forme d’un test empirique ppatdes données toujours,
s’appuyant cette fois sur la décomposition modale empériguu EMD, pourEmpi-
rical Mode Decomposition(Huang, 1998), algorithme de décomposition qui extrait
des modes de type AM-FM d’un signal en partant des plus ragidar aller vers les
plus lents. Nous avons montré dans (Moghtaderi, 2011a) erhatiliser deux pro-
priétés des modes extraits de 'TEMD pour séparer une teed#mses fluctuations. La
premiére propriété caractéristique des fluctuations & laemde fréquentielle est que
le rapport du nombre de passages a zéro d’un mode de 'EMDizansest usuelle-
ment autour de 2, reflétant en cela la nature spontanée dengésiion dyadique en
fréquence observée dans 'EMD (Flandrin, 2004). La deugipnopriété attendue est
que les modes ont une énergie décroissante pour une lagge cla processus. Com-
binant ces deux caractéristiques, nous avons proposeé tustagstique pour extraire
une composante de tendance, obtenue comme la superpdgitionodes de 'lEMD
a partir de celui qui ne satisfait plus ces deux caractgtiss.

Nous avons validé statistiquement cette approche danshtddegri, 2011a) et
montré comment elle s’applique sur différents exemplespmpris des données
réelles. Dans (Moghtaderi, 2011b), une comparaison e ¢gitre cette approche
pilotée par les données (et par les propriétés de I'EMD);adgdrithme classique
d’Hodrick-Prescott pour estimer une tendance (ajustehetda tendance au sens des
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moindres carrés régularisés par une valeur faible d'uneneate la dérivée de la
tendance) (Hodrick, 1997), ainsi que par 'algorithme plisent pénalisant I'ajuste-
ment de la tendance par une norfmede la dérivée (Kim, 2009). Les résultats sont
concluants en ce que la méthode développée a partir de I'E&Dgt d’extraire avec
une bonne fidélité les tendances, sans avoir a ajuster umpaede compromis tel
qgu’on le trouve dans les approches d’Hodrick-Prescott oide et al., qui fixe a
priori I'importance de I'attache aux données par rappoati@gularité de la tendance.

6. Conclusion

Le projet StaRAC s’est attaché a reconsidérer le conceptatiermarité en lui
donnant un sens relatif et opérationnel qui en permet unstaistique, ainsi qu’a
I'élargir en le rattachant a un principe général d’'invac@apar rapport a un groupe de
transformations ne se restreignant pas aux seules trianslaCes points de vue ont
été déclinés en un certain nombre de variations prouvaaidaliilité des approches
proposées.

Sur la base des résultats acquis, on peut imaginer plugiévstoppements a ce
projet. Il serait ainsi intéressant d’aboutir & une congamg entre les deux volets re-
latifs respectivement aux tests et aux généralisationagaptant aux modéles de sta-
tionnarités généralisées la méthodologie développéeldaasire standard des trans-
lations. D’'une fagcon complémentaire, il serait utile de gg®mr plus avant I'extension
des approches actuelles a des situations multidimendleaneelles-ci pouvant en
outre offrir un cadre plus riche quant aux invariances meegeu (directionnalité,
isotropie, etc.).

Enfin, si le projet a permis d'établir un cadre méthodologigénéral suscep-
tible de renouveler les points de vue classiques sur laost#rité, il convient
de mettre celui-ci a I'épreuve de davantage de situatioaest permettant d’en
mieux cerner les possibilités et limitations, en partieuén faisant usage des codes
Matlab ayant été développés, disponibles librement a d'sslrhttp://perso.ens-
lyon.fr/pierre.borgnat/codes.html.
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