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TD 6 : INEGALITE DE CACCIOPPOLI, REGULARITE INTERIEURE ET SURFACES MINIMALES

EXERCICE 1. Soient Q C R? un ouvert et A € L>(Q, My(R)) satisfaisant la condition d’ellipticité
suivante

Ja > 0,¥(x,8) € A xR, A(@)¢- € > al¢f’.
On considére également b € L>®(Q,R%) et ¢ € L>°(Q, R), ainsi que l'opérateur L défini par

L =—div(A(z)V:) + b(z) - V + c(z).

Soient f € L?(Q) et u € HY(Q) vérifiant Lu = f. Montrer que pour tout ouvert ' € (2, on a
I'inégalité de type Caccioppoli suivante

IVl 20y < e(Ilfll2@) + lullr2@)),

ou la constante ¢ > 0 ne dépend que des fonctions A, b et c.
Indication : on pourra utiliser comme fonction test n*u ot n € C§°(Y) et vaut 1 sur V.

EXERCICE 2. Soient  C R? un ouvert et A € C%1(Q, My(R)) une fonction & valeurs matricielles
vérifiant la condition d’ellipticité suivante

Ja > 0,¥(2,8) € Qx RY, A(z)€ - € > ol
Pour tout h € R™ et pour toute fonction u, on note
mu=u(z+h) et Apu=|h|" (u(z+h)—u(x)).

On considére également des ouverts ' € Q" € Q.

1. Rappeler pourquoi, pour u € H' () et h assez petit
[7hu — ull 2@y < [RIIVullL2(0)-
Soient f € L?(Q) et u € H'(2) une solution faible de — div(A(z)Vu) = f.
2. Montrer que pour tout h assez petit et ¢ € H*() a support dans Q”, on a
[ @@ -vo- [ (@i~ [ @a9u-ve
Q Q Q
3. En s’inspirant de la démonstration de I'inégalité de Caccioppoli, montrer que

IVARull 2y < e(lfll2 @) + llullz2 ()

ou la constante ¢ > 0 ne dépend que de la fonction A.
Indication : on pourra utiliser le résultat de [’exercice 1.



4. En déduire l'estimation suivante
IV2ull 2 < e(Ifllz2e) + llullz2q))-
On considére maintenant le probléme de Dirichlet
{ —div(A(z)Vu) = f dans R,
u =0 sur JR.

ot R est le rectangle [0, 1] x [—1,1]"7L.
5. Montrer que
HVZUHLQ(R’) < C(HfHLZ(R) + HU||L2(R))-
ott R =1[0,1/2] x [~1/2,1/2]" L.

EXERCICE 3. Soient  C R? un ouvert borné régulier connexe et g : 9Q — R une fonction donnée
réguliére. On introduit 'espace affine suivant
Hgl(Q) ={ue HY(Q) : ugn = g}-
Considérons une fonction u € H;(Q) On note S(u) la surface
S(u) = {(z,u(x)) : z € Q},
et A(u) laire de S(u), définie par

A(u) = / V 1+ |Vul?dz.
Q
On dit que S(u) est une surface minimale si

A(u) = inf A(v).
()= _inf AC)

1. Montrer que si S(u) est une surface minimale, alors

H(u) =div <Vu> =0,
V14 |Vul?
Vu- Vo
———dx =0 1
Q14+ |Vul|? @
2. " Montrer que si u € WH*(Q) est solution de I'équation (I]), alors on a en fait u € HZ, () et
div(A(z)VOgu) = 0 pour tout 1 < k < d, on A = (9;0;F (Vu))i<i j<a avec F({) = /1 +|[¢|2.
Pour cela, on pourra montrer que la fonction u satisfait

au sens ol

Vv € HY (),

d
/Q Z cﬁj(x)ﬁxj(Aheku)awiv dz =0,

ij=1

pour tout h assez petit et pour toute fonction test v € H&(Q), ou Apu désigne la déri-
vée discrete de u définie dans I'exercice précédent et ou la matrice (cﬁj (x))i; est elliptique
uniformément par rapport au paramétre h. On pourra ensuite conclure en s’inspirant de la
démonstration de I'inégalité de Caccioppoli.

Remarque : on peut démontrer grace au théoréme de Schauder que siu € W1°(Q) vérifie H(u) = 0,

alors u € C*(Q).



