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TD 8 : EQUATIONS PARABOLIQUES

EXERCICE 1 (Inégalité de Poincaré-Wirtinger et équation de la chaleur en dimension 1).

1. Soit u € C*(R) une fonction T-périodique. Montrer que si u est de moyenne nulle, alors

(/OT |u(t)|2dt> " ;T</0Tu’(t)]2dt> "

2. Soit u = wu(t,z) une fonction de classe C2? sur Ry x R, 27-périodique en z et solution de
I’équation de la chaleur

Opu — Oy (y(z)0pu) = 0,

ol v est une fonction de classe C*°, 2w-périodique et minorée par une constante strictement
positive. Montrer que si u(0,-) est de moyenne nulle, alors il existe une constante ¢ > 0 telle
que pour tout temps ¢t > 0,

/ u(t, z)? dzx §e_‘3t/ u(0,z)% dz.

EXERCICE 2 (Théorie spectrale).
Considérons Q ¢ R? un ouvert borné.

1. Démontrer I'existence d’un opérateur borné¢ T' € L(L?(2), H}(Q)) vérifiant
Vf e L}(Q),Yv € Hy(Q), (f,0)r20) = (Tf,0) g1 ()-

2. Soit ¢ : H} () — L?(2) I'injection canonique. Vérifier que I'opérateur T o : HE (Q) — H(Q)
est positif, autoadjoint, injectif et compact.

3. En déduire que le spectre du laplacien de Dirichlet —A sur €2 est une suite strictement crois-
sante (Ap)n>0 de nombres réels strictement positifs qui diverge & l'infini. En déduire également
I'existence d’une base hilbertienne (ey,)n>0 de H}(2) telle que —Ae, = A\,e,, pour tout n > 0.

4. Calculer explicitement ces valeurs propres et ces fonctions propres lorsque d = 1 et 2 = (0,1).

EXERCICE 3 (Domaine borné).

Soient @ C R? un ouvert borné, T > 0 un temps final, uy € L?(2) une donnée initiale et f €
L%((0,T) x Q) un terme source. On veut démontrer 'existence d'une unique solution faible u €
L2((0,T), HY(Q)) N C°([0,T], L?(£2)) a P'équation de la chaleur sur 2 avec condition de Dirichlet

Oou—Au = f dans (0,7) x Q,
u =0 dans (0,7) x 01, (1)
u(0,-) = upg dans Q.

1. Définir le probléme variationnel associé & I’équation .



2. Donner le développement formel d’une solution faible dans la base hilbertienne (ep)n>0 de
I’exercice précédent.

3. Démontrer que ce développement converge dans l'espace L?((0,T), H}(£)), mais aussi dans
Iespace CO([0,T7], L?(£2)).

4. Conclure et montrer de plus que la solution faible vérifie I'estimée d’energie suivante pour tout
temps t € [0, T],

lut, 720y /HVU )Hm(g)d8<C(IUOHL2 /Hf E2¢ )dé’)

EXERCICE 4 (Principe du maximum faible).
Soit 2 C R? un ouvert borné, T > 0 et Q7 = (0,T] x 2. On considére 'opérateur différentiel suivant

d n
— Z a" (t,2) 0y, 0, + Zbi(t,:c)&vi +c(t,x), (t,x)€Qr,

i,j=1 i=1
les coefficients a7, b’ et ¢ étant bornés sur Qr, avec en plus a*/ = a?*. On suppose que 'opérateur
0; + L est uniformément parabolique, i.e. satisfait

d
30 > 0,¥(t,x) € Qr,VE € RY, Y~ a(t,2)&85 > 0|¢)%.

ij=1
Démontrer que lorsque ¢ = 0, on a pour toute fonction u € CH2(Q7) N C%(Qr),

Ou+Lu<0sur Qr = maxu = maxu,
QT I'r

ou 'on a posé I'r = ({0} x Q) U ([0,T] x 09).

Indication : On pourra s’inspirer du cas des équations elliptiques.

EXERCICE 5 (Equation non linéaire).

On garde les notations de la question précédente et on admet lorsque ¢ > 0, on a pour toute fonction

ue CH?(Qr)NC(Qr),

Ou+ Lu<0sur Qr — maxu <maxu
Qr I'r

+

Soient f € CY(R) et u,v € C12(Q7) N C°(Q7) deux fonctions satisfaisant I’équation suivante

{ v — Av — f(v) Ou — Au — f(u) in Qr,

U on I'p.

<
v <

Démontrer que v < u sur Qp.

Application : On considére u € C12(Qr) une solution de 1’équation
ou— Au = u(l —u)(u—a) in Qr,
u=20 on (0,77 x 08,
u(0,-) = wup in Q,

oll 0 < a < 1 est une constante positive et ol ug est une donnée initiale réguliére satisfaisant
0 < ug <1 dans 2. Démontrer que 0 < u < 1 sur Qp. Que dire de plussi 0 < ug < a?



