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21.IntroductionLes applications informatiques modernes ont des besoins en puissancede traitement qu'un monoprocesseur courant n'est pas toujours capable desatisfaire. Ceci est vrai aussi bien dans le domaine du calcul �a hautesperformances que pour la gestion des bases de donn�ees ou la simulation par�ev�enements. On peut naturellement tenter de r�ealiser des monoprocesseurs dehaute puissance. Dans cette direction, on se heurte rapidement aux limitesdes technologies disponibles. Le progr�es \naturel", en particulier en mati�ere degravure sur silicium, fait crô�tre la puissance des microprocesseurs au rythmed'un facteur deux tous les 18 mois. Par contre, la r�ealisation de superordinateursou de mainframes sans faire appel aux microprocesseurs standards est uneentreprise di�cile et de plus en plus coûteuse.La solution, naturellement, est la r�ealisation de superordinateurs �a partirde composants standards. Mais même ainsi, les choses ne sont pas si simples.Supposons qu'�a un certain instant on ait besoin du double de la puissance duprocesseur courant. On d�ecide naturellement de fabriquer un biprocesseur. Maissi cette fabrication doit prendre 18 mois, il vaut mieux ne rien faire et attendrela sortie de la g�en�eration suivante. Pour que la conception d'un ordinateurparall�ele soit rentable, il faut que son parall�elisme soit �elev�e, ou sa structuresu�samment simple pour que sa r�ealisation soit rapide �a l'�echelle de l'�evolutiontechnologique.De ce point de vue, les ordinateurs �a m�emoire distribu�ee ont un avantagecertain. Rien de plus simple que leur r�ealisation : il su�t d'interconnecter des�equipements standards { par exemple des stations de travail { �a l'aide d'unr�eseau qui peut être �egalement standard, tel un Ethernet ou un r�eseau ATM. Lesyst�eme d'exploitation d'un tel �equipement peut être �egalement standard, bienque des biblioth�eques sp�ecialis�ees comme PVM [BEG 91] aient �et�e sp�ecialementd�evelopp�ees. La programmation de ce type d'architecture se fait par �echangede messages. Un �echange de message doit être pr�evu d�es qu'un processeur abesoin d'une information qui r�eside dans la m�emoire d'un autre processeur.Un tel �echange est toujours tr�es coûteux { on peut le chi�rer �a l'�equivalentde quelques milliers d'instructions de traitement. Il est donc essentiel que ces�echanges soient le plus rare possible si l'on veut que le programme conserve unrendement acceptable.Pour caract�eriser les diverses m�ethodes de construction de programmes parall�eles,il est d'usage d'utiliser le concept de grain. Nous pensons pour notre part qu'il y aplusieurs sortes de grains, et que c'est leur comparaison qui permet une �evaluationgrossi�ere des performances du programme parall�ele.Le nombre d'instructions qui peuvent être ex�ecut�ees pendant la dur�ee d'un�echange typique est le grain de parall�elisme de l'architecture et sera not�e G dans ce quisuit. On peut se rendre compte tr�es simplement de l'importance de ce param�etre enimaginant un programme compos�e de phases de calcul de N instructions suivies d'un�echange de message impliquant tous les processeurs. Si on r�epartit les N instructions



Distribution automatique des donn�ees et des calculs 3�egalement entre les P processeurs, l'ordre de grandeur du rendement sera :� = 11 + PG=N :On voit qu'il ne faut pas utiliser plus de N=G processeurs si l'on veut conserver unrendement correct. La quantit�e N=P est �egalement appel�ee le grain du programmeparall�ele. On voit que pour avoir un bon rendement, il faut que le grain du programmeparall�ele soit nettement plus grand que celui de l'architecture.Pour utiliser e�cacement un ordinateur �a m�emoire distribu�ee, il faut queles programmes qu'il ex�ecute aient le plus gros grain possible et qu'il ait, aucontraire, le grain le plus petit possible. La premi�ere condition est du ressortdu programmeur, la seconde du ressort de l'architecte.On a donc vu apparâ�tre des architectures �a m�emoire distribu�eesp�ecialement con�cues pour que l'�echange de messages soit aussi rapide quepossible. Un des points importants est la r�eduction de la latence { la dur�eequi s'�ecoule entre le lancement de l'�emission et la r�eception du premier octetdu message { et des r�eseaux ont �et�e sp�ecialement con�cus pour am�eliorer cepoint, avec des r�esultats spectaculaires. Mais comme pendant ce temps lesprocesseurs n'ont pas cess�e de progresser il n'y a pas eu de r�eduction notabledu grain. Ce qui reste en tout cas invariant, c'est la structure de ces machines : labrique de base est constitu�ee d'un processeur et de sa m�emoire. Les processeurssont interconnect�es par un r�eseau qui peut avoir des topologies diverses :grille �a une, deux ou plus de dimensions, hypercube, r�eseaux r�ecursifs, etc.Le point important est qu'il y a plusieurs ordres de grandeur entre le tempsn�ecessaire pour qu'un processeur acc�ede �a sa m�emoire locale et la dur�ee d'un�echange de messages. Les performances d'un programme vont donc d�ependrede fa�con critique de la fr�equence des communications entre processeurs. Onpeut envisager a priori deux m�ethodes pour en diminuer le nombre :| On peut partir d'une r�epartition arbitraire et l'am�eliorer au cours dufonctionnement du programme, en faisant migrer soit les programmes, soit lesdonn�ees. Certains syst�emes d'exploitation distribu�es fournissent des outils pourfaciliter la migration de tâches. Les syst�emes �a m�emoire partag�ee virtuelle, aucontraire, d�eplacent les donn�ees vers les tâches qui les utilisent.| L'autre solution est de rechercher la distribution optimale des donn�eeset des calculs. Cette responsabilit�e peut être con��ee au programmeur, ou aucompilateur.La premi�ere solution a l'avantage de la simplicit�e : aucune analysecompliqu�ee n'est n�ecessaire. D'autre part, il n'est pas sûr qu'une distributionunique convienne pour tout un gros programme. Par contre, si l'on appliquela deuxi�eme solution �a des noyaux pas trop gros, on peut esp�erer obtenir desr�esultats meilleurs, puisque l'on dispose, au moins en th�eorie, d'informationscompl�etes sur le comportement du programme source. Cependant, cesinformations sont complexes et le probl�eme �a r�esoudre est un probl�eme d�elicatd'optimisation. L'objectif essentiel de cet article est d'explorer la possibilit�e decon�er la d�etermination d'une distribution optimale au compilateur.



41.1.Un exemple �el�ementairePour �xer les id�ees, nous allons �etudier un exemple tr�es simple. Soitl'instructionprogram Ax = y + zPour ((distribuer)) cette instruction, il y a quatre d�ecisions �a prendre : quelsprocesseurs h�ebergeront x, y et z, et quel processeur ex�ecutera l'addition. Onpeut par exemple a�ecter une m�emoire { et par cons�equent un processeur { pourchaque variable, et utiliser un quatri�eme processeur pour e�ectuer le calcul.Cette solution induit �evidemment trois communications. A l'autre extrême, onpeut regrouper toutes les donn�ees et le calcul sur un seul processeur, et plusaucune communicationn'est n�ecessaire. Il est probable que la deuxi�eme solutionsera la plus e�cace ; elle n'a pas de parall�elisme, mais apr�es tout le programmeoriginal n'en avait pas non plus.Consid�erons maintenant un exemple voisin :program Bdo i = 1,nx(i) = y(i) + z(i) {S}end doOn peut tout d'abord consid�erer qu'il faut placer comme ci-dessus lestableaux x, y et z, et l'instruction S. On obtient un r�esultat aussi m�ediocreque le pr�ec�edent, avec beaucoup de communications ou peu de parall�elisme. Sion cherche plutôt �a placer les cellules des trois tableaux en cause, ainsi queles it�erations de l'instruction S, on voit facilement que si x(i), y(i), z(i) etl'it�eration i de S sont plac�es sur le même processeur, aucun �echange de messagene sera n�ecessaire ; par contre, il n'y a aucune contrainte sur le placementrelatif des objets associ�es �a des valeurs distinctes de i. Si P est le nombrede processeurs disponibles, on peut par exemple d�ecouper l'intervalle [1; n] enP segments (presque) �egaux, et attribuer �a chaque processeur les fragmentshomologues des tableaux x, y et z, ainsi que les it�erations correspondantes dela boucle.Nous voyons apparâ�tre ici un troisi�eme grain, le grain de l'analyse,qui caract�erise ce que le compilateur consid�ere comme la plus petite partieanalysable du programme source. Ici l'analyse a �et�e men�ee �a grain �n : lacellule de tableau et l'it�eration de boucle. Comme le compilateur proc�ede paragr�egation, le grain du programme r�esultant est au moins aussi gros que celuide l'analyse. Ici, on obtient un grain de n=P , ce que l'on peut consid�erercomme un grain ((moyen)) pourvu que n soit su�samment grand. Une tendancenaturelle est de mener l'analyse �a grain aussi gros que celui de l'architecturecible. L'exp�erience montre que ce choix fait en g�en�eral perdre du parall�elisme,et qu'il vaut mieux, paradoxalement, mener l'analyse sur des objets aussi petitsque possible pour les regrouper ensuite.



Distribution automatique des donn�ees et des calculs 51.2.Etat de l'artLe probl�eme de la distribution est au centre de la probl�ematique deslangages �a parall�elisme de donn�ees [BOU 93], dont le d�eveloppement, �a sontour, a �et�e impuls�e par celui des ordinateurs �a m�emoire distribu�ee. Dans ceslangages { le plus connu est HPF [HPF 94] { c'est l'utilisateur qui sp�eci�ela distribution des donn�ees, le compilateur en d�eduisant celle des calculs parapplication de la r�egle des �ecritures locales (owner computes). La justi�cationde cette proc�edure est que l'utilisateur est cens�e connâ�tre la circulation desinformations dans son programme, celle-ci devant reproduire le comportementdu syst�eme mod�elis�e. En cons�equence, le compilateur doit être prêt �a traduiren'importe quelle sp�eci�cation, aussi ine�cace soit-elle. En e�et, si l'utilisateurarrive en g�en�eral assez bien �a trouver une bonne distribution quand il en existeune, il est souvent moins habile lorsqu'il s'agit de trouver le bon compromisentre des contraintes contradictoires. D'o�u l'id�ee de con�er la d�etermination dela distribution au compilateur.Un premier groupe de travaux, ([JIN 90] est un exemple typique) se placedans le cadre du paradigme de la satisfaction de contraintes. Une analyse duprogramme source permet de sp�eci�er les relations qui doivent exister entrele placement des divers tableaux du programme pour obtenir une ex�ecutione�cace. On obtient ainsi un graphe de contraintes (a�nity graph), qui estusuellement inconsistant. On utilise alors des heuristiques pour satisfaire autantde contraintes que possibles. En g�en�eral, les types de placement que recherchentces algorithmes sont moins g�en�eraux que ceux qui seront explor�es dans cetarticle.Le paradigme du placement a�ne qui est pr�esent�e dans cet article a �et�eformul�e par Ramanujam et Sadayappan [RAM 91] qui n'ont cependant paspr�esent�e de m�ethode g�en�erale de r�esolution. L'article [FEA 94] a introduit latechnique de l'�elimination de Gauss incr�ementale, qui sera pr�esent�ee section3.2.1. Les auteurs de [BAU 94] ont mis en �evidence la relation entre les solutionsdu probl�eme du placement et le noyau de la matrice de communication.Il faut signaler en�n une s�erie d'articles [DAR 94a, DAR 93, DIO 94b] o�uY. Robert et. al. r�esolvent le probl�eme du placement par des techniques issuesdu calcul matriciel. On y trouvera en particulier plusieurs r�esultats de NP-compl�etude, qui justi�ent le recours �a des m�ethodes heuristiques. Ces articlesse placent en gros dans le même cadre conceptuel que le nôtre. On recherche desfonctions de placement a�nes multidimensionnelles distinctes pour les calculset les donn�ees. Les articles [DAR 94a, DAR 93] ne traitent que le cas desacc�es uniformes (la fonction d'indexation est une translation) dans un nid deboucles parfait. L'article plus r�ecent [DIO 94b] traite des nids arbitraires etdes fonctions d'indexation a�nes. Les auteurs construisent le graphe d'acc�esdu programme. Celui-ci donne, en gros, le sens dans lequel les �equations decommunication doivent être r�esolues pour être sûr de l'existence d'une solution.L'analyse de ce graphe (la recherche d'un branchement de poids maximal)indique dans quel ordre les fonctions de placement doivent être calcul�ees, ce



6qui se fait par une succession d'inversions de matrices. Comme dans le pr�esenttravail, on parvient �a rendre locales une grande partie des communications. Lesarcs du graphe d'acc�es qui ne se retrouvent pas dans le branchement maximaldonnent des communications r�esiduelles, qu'il est parfois possible de supprimerpar une analyse plus approfondie.2.Formalisation du probl�emeNotre objectif est donc de trouver un placement e�cace d'un programme�a partir de la simple analyse du texte de ce programme. Dans ce travail, nousnous limiterons �a l'analyse d'une proc�edure unique. Le probl�eme du placementd'un ensemble de proc�edures pose des probl�emes conceptuels di�ciles, que larecherche du placement se fasse automatiquement ou ((manuellement)). Danscette section, l'objectif est de poser le probl�eme et de montrer quelle est sanature. Le d�eveloppement d'une technique de r�esolution fera l'objet de lasection suivante.2.1.Notations et conventionsEn l'�etat actuel des techniques de distribution, il n'est pas envisageable detrouver un placement pour un programme arbitraire. En e�et, même dans leslangages les plus simples, comme Fortran, il est possible de sp�eci�er un sch�emad'acc�es aux donn�ees de fa�con enti�erement dynamique, par exemple �a l'aide d'untableau d'indices :program Cdo i = 1,na(b(i)) = ....end doDans cet exemple, il est impossible d'identi�er �a la compilation lacorrespondance entre une it�eration de la boucle et la cellule du tableau a qu'ellemodi�e, puisque ceci n�ecessite la connaissance du contenu du tableau b. On estdonc naturellement conduit �a imposer des restrictions aux programmes que l'onpeut esp�erer compiler.Il est tout d'abord indispensable de pouvoir identi�er et d�enommer lesop�erations du programme. Une op�eration est l'ex�ecution d'une instruction.Comme dans la plupart des programmes, chaque instruction est r�ep�et�ee ungrand nombre de fois, on doit pouvoir identi�er chacune de ces r�ep�etitions.Ceci n'est facile que pour les programmes ne comportant que des boucles DOet des tests bien structur�es comme seules instructions de contrôle. Dans cecas, une it�eration d'une instruction est identi��ee par la liste des valeurs descompteurs des boucles englobantes. On convient d'�ecrire cette liste, ordonn�eede l'ext�erieur vers l'int�erieur, sous la forme d'un vecteur, le vecteur d'it�erationde l'instruction. On peut alors prendre comme rep�ere d'une op�eration uncouple hS; ~xi o�u S est le nom de l'instruction et ~x le vecteur d'it�eration,



Distribution automatique des donn�ees et des calculs 7vecteur �a coordonn�ees enti�eres. Pour chaque instruction, sa dimension est�x�ee : c'est le nombre de boucles englobantes. Les valeurs qu'il peut prendrene sont pas arbitraires : chaque composante est contrainte par les bornes de laboucle correspondante. L'ensemble ainsi d�elimit�e est le domaine d'it�eration del'instruction �etudi�ee. On notera DS le domaine d'it�eration de S, et D l'ensembledes op�erations, c'est-�a-dire la somme disjointe de tous les domaines d'it�eration.Si l'instruction S est englob�ee par un ou plusieurs tests, son domained'it�eration peut n'être qu'un sous-ensemble de celui qui r�esulte de l'analyse desboucles englobantes. Dans ce cas, la d�etermination pr�ecise du domaine peutêtre impossible si les pr�edicats test�es sont complexes ou d�ependent des donn�eesdu calcul. On doit se restreindre �a une analyse approximative [COL 95]. Il n'ya par contre pas de di�cult�e si le test porte sur le signe d'une forme a�ne descompteurs des boucles englobantes : c'est le cas auquel nous nous limiterons ici.Soit l'exemple :program Ddo i = 1,ndo j = 1,i-1a(j,i) = a(i,j) {S}end doend doLe domaine d'it�eration de l'instruction S est l'ensemble des points �a coordonn�eesenti�eres contenues dans le triangle :1 � i � n; 1 � j � i � 1:L'objectif du compilateur est, en simpli�ant, de placer chaque op�erationsur le processeur qui h�eberge la majorit�e des cellules de m�emoire utilis�ees. Illui est donc indispensable de pouvoir d�eduire du texte du programme la listedes cellules de m�emoire acc�ed�ees. Ceci n'est simple que si les structures dedonn�ees se r�eduisent �a des tableaux et �a des scalaires. Il faut supposer de plusque dans les programmes �a compiler, tous les indices de tableaux sont desfonctions explicitement connues des compteurs des boucles englobantes. Poursimpli�er les notations, on consid�erera que les indices d'un tableau formentun vecteur. On postule donc l'existence, pour chaque variable index�ee, d'unefonction �a valeur vectorielle, dont l'argument est le vecteur d'it�eration, et quidonne les indices de la r�ef�erence au tableau. Les scalaires seront trait�es commedes tableaux �a z�ero indice.Dans le cas de la r�ef�erence �a a �a droite de l'instruction S dans l'exemple D, cettefonction peut s'�ecrire : f(~x) = � x2x1 � = � 0 11 0 �~x;o�u ~x est le vecteur d'it�eration courant. La derni�ere formulation montre que f peutêtre associ�ee �a la matrice � 0 11 0 � mais il ne s'agit pas l�a d'une propri�et�e g�en�erale.



8 Il est maintenant possible de formaliser le probl�eme du placement desdonn�ees et des calculs. On y parvient en associant �a chaque op�eration hS; ~xiune fonction � telle que �(S; ~x) soit le nom du processeur qui ex�ecute hS; ~xi.Sans perte de g�en�eralit�e, on peut supposer que les processeurs sont num�erot�es,et donc que la valeur de � est enti�ere 1.De même, on notera �(A;~i) le nom du processeur qui h�eberge la celluled'indice ~i du tableau A. � est la fonction de placement du programme.Si q est le num�ero d'un processeur particulier, l'ensembleDq = fu j u 2 D;�(u) = qg [i]est l'ensemble des op�erations que q doit ex�ecuter. On pourrait de même d�e�nir lesous-tableau de chaque tableau qui est h�eberg�e par q. On a �evidemment int�erêt �achoisir les fonctions de placement de fa�con �a ce que ces ensembles soient de structurepas trop complexe. Un autre point est que les ensembles Dq doivent être de taillescomparables si l'on veut que la charge des processeurs soit �equilibr�ee.On peut supposer, plus g�en�eralement, que les � sont non plus des fonctions maisdes relations. Cet arti�ce permet de repr�esenter aussi bien la duplication des donn�eesque la redondance des calculs. Cet aspect du probl�eme du placement est encore malcompris et devra faire l'objet d'�etudes ult�erieures. On pourra cependant consulter[BAU 94] qui traite un cas particulier, la duplication des donn�ees constantes.2.2.Condition de coupureDans ce cadre, les conditions que doivent remplir les fonctions de placementpour qu'aucune communication ne soit n�ecessaire s'�ecrivent simplement. SoitS une instruction, ~x son vecteur d'it�eration, A[f(~x)] une r�ef�erence au tableauA �gurant dans S. L'op�eration hS; ~xi est ex�ecut�ee par le processeur �(S; ~x).La cellule A[f(~x)] est h�eberg�ee par le processeur �(A; f(~x)). Pour �eviter unecommunication, il su�t que ces deux processeurs soient identiques :�(S; ~x) = �(A; f(~x)): [ii]Les �equations ainsi obtenues sont appel�ees conditions de coupure, car ellesexpriment �a quelle condition la communication entre la cellule A[f(~x)] etl'op�eration hS; ~xi peut être ((coup�ee)). Le probl�eme du placement peut êtrevu comme celui de la d�etermination d'un jeu de fonctions � satisfaisant�a l'ensemble des conditions de coupure, pour toutes les instructions duprogramme et pour toutes les r�ef�erences qui y �gurent. S'il se r�ev�ele impossiblede trouver des fonctions � ayant les bonnes propri�et�es, on peut caract�eriserles communications r�esiduelles dues �a la r�ef�erence A[f(~x)] dans l'instruction Scomme l'ensemble :RSA = f~x j ~x 2 DS ;�(S; ~x) 6= �(A; f(~x))g [iii]1: On verra plus loin qu'il est parfois utile de nommer les processeurs �a l'aide devecteurs d'entiers.



Distribution automatique des donn�ees et des calculs 9et le probl�eme est de minimiser la somme des tailles de ces ensembles 2.Il faut observer que cette recherche de minimumdoit se faire sous contrainte,sans quoi il a une solution triviale, qui consiste �a placer toutes les donn�ees etles calculs sur le même processeur. Si l'objectif est de compiler un programmedistribu�e, on doit �eviter �a tout prix ce ph�enom�ene de collapsus. La contraintecorrespondante est en fait l'�equilibre des charges, c'est-�a-dire l'�egalit�e des taillesdes ensembles Dq d�e�nis ci-dessus [i].2.3.R�esolution formelleSous la forme ci-dessus, le probl�eme peut être r�esolu simplement.Consid�erons le graphe non orient�e biparti suivant. Les sommets en sont lesop�erations et les cellules de tableau du programme. Il y a un arc entre uneop�eration et une cellule si et seulement si l'op�eration acc�ede �a la cellule,que ce soit en lecture ou en �ecriture. Le graphe ainsi d�e�ni est le graphe decommunication du programme.Trouver un placement, c'est associer un num�erode processeur �a chaque sommet du graphe, et l'�equation [ii] exprime que deuxsommets voisins doivent porter le même num�ero. Par transitivit�e, on en d�eduitque deux sommets reli�es par un chemin du graphe doivent porter le mêmenum�ero, et en�n que tous les sommets d'une même composante connexe doiventavoir le même num�ero.On trouve donc la solution principale du probl�eme du placement enconstruisant les composantes connexes du graphe de communication et ena�ectant un processeur �a chaque composante. Soit $ la solution principale.Tout autre solution s'en d�eduit par composition avec une fonction arbitraire :� = � �$: [iv]Quand un placement est sp�eci��e, comme ci-dessus, par la composition de deuxfonctions, on a pris l'habitude de dire que la fonction $ d�e�nit un placement sur unsyst�eme de processeurs virtuels, et que la deuxi�eme fonction sp�eci�e la distributiondes processeurs virtuels sur les processeurs r�eels. Ce vocabulaire a �et�e introduit parles architectes de la CM-2 et repris, sous une forme l�eg�erement di��erente, dans lelangage HPF.On voit que le nombre maximal de processeurs utilisables sanscommunication par un programme est une caract�eristique intrins�eque duprogramme. En e�et, l'application de la fonction � { la fonction de repliement {permet de r�eduire ce nombre (en a�ectant plusieurs composantes connexes aumême processeur) mais pas de l'augmenter. Or en g�en�eral ce nombre est tropfaible : la plupart des programmes ont un graphe de communication connexe.Nous allons en voir les raisons et indiquer quelques rem�edes �a cette situation.2: Il s'agit l�a d'une formalisation tr�es sch�ematique. Il faut tenir compte deph�enom�enes comme la r�eutilisation d'une même valeur par plusieurs op�erations.



102.4.Quelques exemples �el�ementairesConsid�erons tout d'abord le code suivant, dont l'e�et est de transposer lamatrice t :program Edo i = 1,ndo j = 1,i-1r = t(i,j) {S1}t(i,j) = t(j,i) {S2}t(j,i) = r {S3}end doend doLa composante connexe de r contient �evidemment toutes les op�erations de S1et toutes celles de S3. On d�eduit ensuite de S1 que cette composante connexecontient �egalement les t(i,j), pour j < i, et, d'apr�es S3, les t(i,j) pourj > i. Il s'ensuit en�n que toutes les op�erations de S2 sont dans la composanteconnexe de r. Au total, on voit que le graphe de communication est connexe, etque la seule fa�con d'ex�ecuter ce programme sans communication est de n'utiliserqu'un seul processeur. Il est clair que cet �etat de choses est dû �a l'utilisationdu scalaire r. Le rem�ede est bien connu : il faut expanser r, par exemple en untableau �a deux dimensions :program EEdo i = 1,ndo j = 1,i-1r(i,j) = t(i,j) {S1}t(i,j) = t(j,i) {S2}t(j,i) = r(i,j) {S3}end doend doCette transformation peut être enti�erement automatis�ee �a partir de l'analyse du
ot des donn�ees du programme original [FEA 88, FEA 91, MAY 93, PUG 93].Dans le graphe de communication du programme EE, �a partir du sommetcorrespondant �a la cellule r(i,j) avec j < i, on peut atteindre les cellulest(i,j) et t(j,i), ainsi que les op�erations hS1; i; ji; hS2; i; ji et hS3; i; ji. Parcontre, une it�eration de compteur hi; ji n'acc�ede qu'�a des �el�ements de tableaud'indice hi; ji ou hj; ii. Il ne pourrait y avoir communication entre deuxit�erations di��erentes que dans le cas i = j, ce qui est exclu par les bornesdes boucles 3.3: On remarquera que ce raisonnement suppose que deux acc�es �a un même tableauavec des indices di��erents conduisent �a des cellules di��erentes, c'est-�a-dire que lesindices restent dans les bornes des tableaux. Il s'agit l�a d'une hypoth�ese courante enparall�elisation automatique, qui appartient �a la classe des raisonnements garbage in,garbage out.



Distribution automatique des donn�ees et des calculs 11Au total, la solution principale du probl�eme du placement pour leprogramme EE peut s'�ecrire :$(S1; i; j) = $(S2; i; j) = $(S3; i; j) = $(t; i; j) = $(r; i; j) == if i � j then � ij � else � ji �On remarquera que les noms des composantes connexes sont ici des vecteurs.Cette solution n'engendre aucune communication et s'ex�ecute en temps O(1)sur O(n2) processeurs, nombre que l'on peut r�eduire en employant une fonctionde repliement convenable.Soit maintenant le code du produit de matrices, dans une version totalementexpans�ee, ou encore, en assignation unique :program Fdo i = 1,ndo j = 1,nc(i,j,0) = 0 {S1}do k = 1,nc(i,j,k) = c(i,j,k-1) + a(i,k)*b(k,j) {S2}end doend doend doLes conditions de coupure sont :�(S1; i; j) = �(c; i; j; 0) [v]�(S2; i; j; k) = �(c; i; j; k) [vi]= �(c; i; j; k� 1) [vii]= �(a; i; k) [viii]= �(b; k; j) [ix]Il est facile de voir que [viii] et [ix], entrâ�nent que �(S2; i; j; k) ne d�epend nide i ni de j en s'appuyant sur des raisonnements du genre ((si �(x) =  (y)o�u x et y sont des variables ind�ependantes distinctes, alors � et  sont desfonctions constantes)). Pour la même raison, la conjonction de [vi] et [vii]entrâ�ne que �(c; i; j; k) ne d�epend pas de k. En combinant tous ces r�esultats,on voit que les fonctions � sont constantes, que le graphe de communicationest connexe et donc qu'il n'existe pas d'impl�ementation du programme F sanscommunication. De plus, comme on est parti d'une version en assignationunique, il est impossible de rem�edier �a cette situation par des expansions.On peut par contre penser que les communications sont dues au partage deconstantes, en l'esp�ece les matrices a et b. Si on ignore les deux derni�eresconditions de coupure ([viii] et [ix]), on trouve la solution principale :$(S1; i; j) = $(S2; i; j; k) = � ij � ;



12mais cette solution implique la di�usion pr�ealable de tout ou partie de a et b.Ce couplage par partage de constantes est tr�es fr�equent et peut souvent êtrer�esolu par duplication.Pour terminer cette revue d'exemples, soit le code de l'�eliminationde Gauss :program Gdo i = 1,ndo j = i+1,ndo k = i+1,na(j,k) = a(j,k) - a(j,i)*a(i,k)/a(i,i) {S}end doend doend doLes conditions de coupure sont :�(S; i; j; k) = �(a; j; k) = �(a; j; i) = �(a; i; k) = �(a; i; i); [x]ce qui implique �evidemment que la fonction � est constante : le programme Ga un graphe de communication connexe. Ici, il ne s'agit ni d'un probl�eme descalaire insu�samment expans�e, ni d'un partage de constante, mais d'un traitintrins�eque �a l'algorithme. Pour trouver un placement non trivial pour G { etpour les tr�es nombreux programmes qui ont le même comportement { il fautignorer une partie des conditions de coupure, auxquelles correspondront descommunications r�esiduelles. La section suivante est consacr�ee au d�eveloppementd'un algorithme permettant de choisir les communications �a conserver et decalculer les fonctions de placement associ�ees.3.M�ethode de r�esolutionDans les exemples simples que nous venons de traiter, la r�esolution des�equations de coupure pouvait se faire sans hypoth�ese pr�ealable sur les fonctionsde placement. Dans le cas g�en�eral, les �equations �a traiter sont beaucoup pluscomplexes ; de plus, l'objectif de ce travail est de trouver un algorithme der�esolution et non pas une collection de techniques disparates. Il y a peu d'espoird'y parvenir sans faire des hypoth�eses sur les donn�ees du probl�eme, ici lesfonctions d'indexation qui permettent, telle f dans la formule [ii] de passerd'un rep�ere d'op�eration aux indices d'un tableau.On conviendra ici que toutes les fonctions d'indexation sont a�nes :f(~x) = F~x+~h: [xi]Si on note jSj le nombre de boucles englobant l'instruction S, et jAj le nombred'indices du tableau A, alors dans la formule ci-dessus, F est une matrice dedimension jAj � jSj et ~h est un vecteur de dimension jAj.Cette hypoth�ese est courante en parall�elisation automatique. Les programmesqui ne comportent que des boucles DO et dont les fonctions d'indexation sont a�nes



Distribution automatique des donn�ees et des calculs 13forment ce qu'il est convenu d'appeler les programmes �a contrôle statique [FEA 88].Il y a des raisons de penser, d'une part, que c'est la seule classe de programmespour laquelle il est possible de r�esoudre exactement le probl�eme de la compilationpour machines parall�eles. Lorsque l'on veut traiter des programmes plus g�en�eraux,on est forc�e, soit d'utiliser des m�ethodes d'approximation [COL 95], soit de renvoyerle probl�eme de la parall�elisation �a l'ex�ecution.D'autre part, l'�etude [ZHI 89] a montr�e qu'une proportion importante desprogrammes de calcul scienti�que { de l'ordre de 80% { est �a contrôle statique. Undomaine de recherche important est l'�etude des m�ethodes permettant d'augmentercette proportion par restructuration du programme source (�elimination des GOTO[AMM 92], �elimination des variables inductives [AHO 86], etc.).Mais l'hypoth�ese que l'on vient de faire n'est pas su�sante pour permettreune r�esolution facile des conditions de coupure. On doit y rajouter l'hypoth�eseque les fonctions inconnues � sont �egalement a�nes :�(S; ~x) = PS~x+ ~qS ; [xii]�(A; ~x) = PA~x+ ~qA: [xiii]Les nouvelles inconnues sont maintenant les matrices PS , PA, et les vecteurs~qS et ~qA.Il faut bien dire que cette hypoth�ese est plus di�cile �a justi�er. D'une part,un placement doit servir �a la construction d'un programme parall�ele. Or lestechniques connues de restructuration de boucles [ANC 91, COL 94, XUE 94,KEL 94] ne s'appliquent qu'�a des placements a�nes et peut-être a�nes parmorceaux.Mais d'autre part, il s'agit d'une heuristique : ce n'est que pour le cas desfonctions lin�eaires qu'il a �et�e possible de trouver des algorithmes de placementautomatiques. Il est d'ailleurs facile de construire des exemples simples ayantdes placements compliqu�es, comme:program Hdo i = 1,na(i) = a(2*i)end doPour ce programme, la condition de coupure se ram�ene �a :�(a; i) = �(a; 2i):Tous les indices de la forme (2p + 1):2k sont clairement dans la mêmecomposante connexe du graphe de communication. On peut donc prendrecomme solution principale de cette �equation la fonction qui associe �a i sonplus grand facteur impair ! Cette fonction n'est �evidemment pas lin�eaire, nimême lin�eaire par morceaux.Dans la formule [xii], la matrice PS est de dimension g � jSj. Le nombre gest la dimension du placement. Pour comprendre son rôle, on peut tout d'abordfaire r�ef�erence �a la structure de la machine cible. On se rappelle que celle-ci



14est un multiprocesseur o�u les di��erentes unit�es sont interconnect�ees �a l'aided'un r�eseau de communication. Il est fr�equent que ce r�eseau ait une formeg�eom�etrique r�eguli�ere : on peut utiliser des processeurs ayant tous le mêmenombre de liens vers le r�eseau, ce qui en simpli�e la r�ealisation. Parmi lesr�eseaux r�eguliers les plus utilis�es, on trouve les grilles : le r�eseau des processeursest isomorphe �a un sous-ensemble de INd, chaque processeur �etant reli�e �a ses2d plus proches voisins. d est la dimension de la grille ; on trouve pour d lesvaleurs 1 (r�eseau lin�eaire), 2 et 3. Sur une grille �a d dimensions, il est naturel derep�erer un processeur par d nombres qui repr�esentent ses coordonn�ees dans lagrille. Dans ce cas, il est naturel de prendre g = d, et de chercher un placementayant la dimension du r�eseau.Mais une autre consid�eration peut s'appliquer, même si le r�eseau n'est pasune grille ou quand la dimension de la grille est ajustable { ce qui est le cas desr�eseaux hypercubes. Supposons que le programme source comporte des nidsde boucles de taille de l'ordre de n. Alors une forme a�ne sur les compteursdes boucles va �egalement prendre de l'ordre de n valeurs. Si l'on utilise unplacement de dimension g, on g�en�erera de l'ordre de ng processeurs virtuels.Ce nombre doit être compar�e d'une part au nombre de processeurs r�eels de lamachine cible, et d'autre part au taux maximumde parall�elisme du programmesource.Soit �a inverser une matrice d'ordre n = 1000 sur une machine �a m�emoire distribu�eeayant, comme il est fr�equent dans les architectures actuelles, 100 processeursrelativement puissants. Un placement �a une dimension engendre 1000 processeursvirtuels qu'il est facile de r�epartir sur les 100 processeurs r�eels. On obtiendra, suivantle jargon en usage, un vp-ratio de 10.Si la machine, maintenant, est une CM-2 de 64000 processeurs, on devra passer�a un placement �a deux dimensions pour maintenir un vp-ratio convenable. Si en�nla taille de la matrice n'est plus que n = 100, on pourrait être tent�e de passer �a unplacement �a trois dimensions. Mais comme le taux de parall�elisme moyen de l'inversionde matrice est de l'ordre de n2 = 10000, on voit qu'il sera de toutes les fa�consimpossible d'utiliser 64000 processeurs ; un placement �a trois dimensions est inutile.La conclusion de cette discussion est que le choix de la dimensiondu placement est un probl�eme complexe, qui fait intervenir �a la fois lescaract�eristiques du programme source et celles de la machine cible. Il estprobablement impossible d'y proc�eder sans recourir �a l'exp�erience. Dans cequi suit, on supposera que la valeur de g a �et�e impos�ee, et que l'algorithme deplacement doit s'y adapter.3.1.Construction de la matrice de communication pour un placement�a une dimensionPour ne pas trop compliquer les notations, on va tout d'abord traiter lecas d'un placement �a une dimension (g = 1), ce qui conviendrait �a un r�eseaulin�eaire. Les matrices PS et PA de [xii,xiii] deviennent des vecteurs ~pS et ~pA. Demême, les vecteurs ~qS et ~qA deviennent des scalaires. La condition de coupure



Distribution automatique des donn�ees et des calculs 15[ii] devient : ~pS :~x+ qS = ~pA:(F~x+~h) + qA:Cette �equation repr�esente autant de contraintes qu'il y a de points dans ledomaine d'it�eration de S. Mais en fait, toutes ces contraintes ne sont pasind�ependantes. Il est facile de se rendre compte que si elles sont satisfaites end points ~x1; : : : ; ~xd, elles seront satisfaites en tout point du sous-espace a�neengendr�e par ces points. En g�en�eral, le sous-espace engendr�e par le domained'it�eration de S est l'espace �a jSj dimensions tout entier. Il contient entre autresl'origine et les vecteurs de base. En �ecrivant la condition ci-dessus en ces pointsdistingu�es, on trouve : ~pS = ~pAF; [xiv]qS = ~pA:~h+ qA [xv]Il arrive parfois que le domaine d'it�eration d'une instruction ne soit pas de ladimension apparemment indiqu�ee par le nombre de boucles englobantes. L'instructionS du programme ci-dessous en est un exemple :do i = 1,ndo j = 1,nif(i.eq.j) thena(i,j) = 1. {S}elsea(i,j) = 0.end ifend doend doOn peut toujours r�egler la di�cult�e en identi�ant le plus petit sous-espace contenant ledomaine d'it�eration, puis en reprenant le raisonnement ci-dessus dans ce sous-espaceau moyen d'un simple changement de base.Les conditions �a satisfaire pour qu'un placement a�ne n'engendre aucunecommunication s'obtiennent en rassemblant toutes les �equations [xiv,xv] pourtoutes les r�ef�erences �a la m�emoire du programme. Dans ces �equations, lesinconnues sont les (composantes des) vecteurs ~pS , ~pA et les scalaires qS etqA. Les autres termes, la matrice F et le vecteur ~h, au contraire, se d�eduisentdu texte du programme, par simple lecture dans les cas favorables, ou par uneanalyse plus complexe, par exemple s'il faut identi�er des variables inductives.Le point important est que du point de vue des inconnues ci-dessus, chaquer�ef�erence engendre un syst�eme d'�equations lin�eaire et homog�ene.Les deux �equations obtenues jouent d'ailleurs un rôle di��erent. La quantit�e :d(S; A; ~x) = �(S; ~x)��(A; f(~x))est la distance qui s�epare le processeur qui ex�ecute hS; ~xi de celui qui poss�edeA[f(~x)]. Cette distance peut avoir un sens physique, dans le cas d'un r�eseau



16en grille, ou non ; mais elle donne toujours une indication du d�elai n�ecessaire �al'�echange d'information. Dans le cas d'un placement a�ne, elle s'�ecrit :d(S; A; ~x) = (~pS � ~pAF ):~x+ qS � ~pA:~h� qA:Cette formule montre que si l'�equation [xiv] est satisfaite, la distance decommunication ne d�epend pas de ~x. Or, sur presque tous les r�eseaux, ce type decommunication �a distance constante, encore appel�e d�ecalage, s'e�ectue de fa�conbeaucoup plus e�cace qu'une communication o�u l'�emetteur et le r�ecepteur sontarbitraires { un facteur sup�erieur �a 30 sur la CM-5 [PLA 95]. Si les �equations[xiv] sont satisfaites, alors on peut tenter de satisfaire [xv]. Si on y parvient,toutes les communications auront �et�e �elimin�ees. Cependant, il ne s'agit plus l�ad'un objectif prioritaire : on peut parfaitement tol�erer quelques communicationsr�esiduelles �a distance constante. De toutes les fa�cons, les m�ethodes qui vont êtrepr�esent�ees pour r�esoudre [xiv] peuvent s'�etendre sans di�cult�e �a la r�esolutionde [xv].Pour caract�eriser le probl�eme �a r�esoudre, la premi�ere chose �a faire est derassembler toutes les inconnues en un seul vecteur obtenu en concat�enant les~pS et les ~pA. Le vecteur de placement ~p, ainsi obtenu, a N =PS jSj+PA jAjcomposantes. L'ordre dans lequel les instructions et les tableaux sont �enum�er�esest arbitraire. Nous �ecrirons, par exemple, S < T pour indiquer que l'instructionS vient avant l'instruction T dans cet ordre.Avec ces conventions, l'�equation [xiv] peut s'�ecrire :~pCSA = 0;o�u CSA est une matrice bloc : CSA = 0BBBB@ Z1IZ2�FZ3 1CCCCA :I est la matrice unit�e de taille jSj� jSj et F est la matrice d'indexation de [xi].Les matrices Zi sont des matrices nulles de dimension convenable. Par exemple,la dimension de Z1 est N1 � jSj, avecN1 = XR<S jRj:La matrice CSA est la matrice de communication �el�ementaire qui correspond �ala r�ef�erence au tableau A dans l'instruction S. Il ne reste plus qu'�a rassemblertoutes les �equations ainsi obtenues sous la forme :~pC = 0: [xvi]



Distribution automatique des donn�ees et des calculs 17La matrice C s'obtient en assemblant les matrices CSA 4 et s'appelle la matricede communication du programme. Sous cette forme, la solution du probl�emeest �evidente. Le vecteur de placement ~p peut être choisi arbitrairement dans lenoyau ker(C). En g�en�eral, on observe le ph�enom�ene de collapsus parce que dansbeaucoup de cas, la matrice de communication est de rang plein ; son noyau ser�eduit au vecteur 0, qui correspond �a un placement sur un seul processeur.Le collapsus ne se produit pas dans le cas de l'exemple D ci-dessus. Il faut placerl'instruction S et le tableau a, tous deux �a deux dimensions. Le vecteur ~p est donc dedimension 4. Il y a deux matrices d'indexation :F1 = � 0 11 0 � ; F2 = � 1 00 1 � :En substituant ces matrices dans l'�equation [xiv] et en assemblant on trouve la matricede communication suivante :C = 0B@ 1 0 1 00 1 0 10 �1 �1 0�1 0 0 �1 1CA :Le lecteur v�eri�era que le noyau de C est engendr�e par le vecteur (1; 1; 1; 1).3.2.Algorithme gloutonQue faire lorsque la matrice de communication a un noyau nul ? Lasolution propos�ee est d'accepter des communications r�esiduelles, ce qui revient�a ignorer certaines matrices de communication �el�ementaires. On obtient ainsiune matrice de communication partielle C 0, et il est assez clair que si l'onignore su�samment de r�ef�erences, C0 aura un noyau non trivial. A la limite, sion ignore toutes les r�ef�erences, C 0 est vide et son noyau occupe tout l'espace,ce qui veut dire que le placement peut être choisi arbitrairement.On pourrait penser que la d�emarche correcte est de calculer le volumedes communications selon la formule [iii] et de le minimiser. Mais il s'agitl�a d'un ra�nement illusoire. En e�et, l'ensemble des it�erations donnant lieu �acommunication peut se mettre sous la forme:RSA = DS � f~x j ~x 2 DS ; d(S; A; ~x) = 0g:Si la distance est identiquement nulle, alors RSA est vide. Sinon, soit, commeplus haut, n l'ordre de grandeur de la taille des boucles. DS est un ensemblede taille O(njSj). Par contre, comme l'�equation d = 0 d�e�nit un hyperplan, lataille du deuxi�eme terme est O(njSj�1), ce qui est n�egligeable si n est grand.Il r�esulte de ces �evaluations que l'on peut raisonner par tout ou rien : ou bienla matrice de communication �el�ementaire CSA �gure dans la matrice C0, et les4: Cette formulation suppose que dans chaque instruction il n'y a qu'une r�ef�erencepar tableau. La g�en�eralisation n'est qu'une question de notations.



18communications correspondantes sont �elimin�ees 5. Ou bien CSA n'est pas priseen compte, ce qui engendre un volume de communication qu'il faudra estimer,mais qui d�epend peu du placement choisi. Nous donnerons plus loin, section3.2.2, quelques indications sur la fa�con d'e�ectuer cette estimation.En r�esum�e, le probl�eme est de s�electionner celles des matrices decommunication �el�ementaires qui �gureront dans C 0 de fa�con �a ce que le noyaude C0 ne soit pas trivial et que le volume des communications r�esiduelles soitminimal. Ceci sugg�ere imm�ediatement l'utilisation d'un algorithme glouton. Onsuppose dans ce qui suit que les r�ef�erences du programme ont �et�e num�erot�eesde 1 �a L, que la matrice �el�ementaire correspondant �a la r�ef�erence k est Ck, etque l'�enum�eration a �et�e faite par volume de communication d�ecroissant .Algorithme E1. Initialement C0 est la matrice vide.2. Pour k = 1; L :(a.) Former C00 = � C0 Ck �(b.) Si ker(C 00) 6= f0g, C 0 = C 00.3. Choisir comme vecteur de placement un vecteur quelconque de ker(C 0).Le test de l'�etape 2b, qui permet de savoir si ker(C 0) contient un vecteur non nul,sera appel�e le test de trivialit�e dans ce qui suit.Comme tout algorithme glouton, il n'y a pas de garantie que l'ontrouve l'optimum. L'algorithme peut être tr�es facilement transform�e enalgorithme branch and bound moyennant les modi�cations suivantes. Onsuppose qu'�a chaque r�ef�erence est associ�e un poids wk qui mesure le volumedes communications engendr�ees. Le probl�eme est de minimiser la somme despoids des communications qui ne �gurent pas dans lamatrice de communicationpartielle. L'algorithme consiste en la construction d'un arbre de choix successifs.Un noeud de l'arbre est caract�eris�e par les deux ensembles C des r�ef�erencesaccept�ees etD des r�ef�erences rejet�ees. On confond ici les ensembles de r�ef�erenceset les matrices de communication associ�ees. Pour un noeud de hauteur k, toutesles r�ef�erences de 1 �a k ont �et�e r�eparties :C [D = [1; k]; C \D = ;:La valeur du noeud est Pi2D wi. On suppose que l'on dispose d'une meilleuresolution courante, de valeur W .Algorithme B1. Si pour le noeud courant, ker(C) est trivial, ce noeud est un �echec.2. Si la hauteur du noeud courant est L, ce noeud est un succ�es, mettre �ajour W .3. Si la valeur du noeud courant est sup�erieure �a W , il est inutile de led�evelopper.5: ou, �a tout le moins, transform�ees en d�ecalages.



Distribution automatique des donn�ees et des calculs 194. Sinon, soit k la hauteur du noeud courant. On obtient le �ls gauche enadjoignant Ck+1 �a C, et le �ls droit en l'adjoignant �a D.Des exp�erimentations limit�ees avec cet algorithme ont montr�e que lesr�esultats ne sont pas sensiblement meilleurs qu'avec l'algorithme glouton, quicorrespond d'ailleurs �a la phase initiale de l'algorithme B si l'on convient ded�evelopper l'arbre en profondeur d'abord et en privil�egiant le �ls gauche.Pour compl�eter la sp�eci�cation de ces algorithmes, il faut expliquer commentd�eterminer e�cacement le noyau de C, comment classer les r�ef�erences parvolume de communication d�ecroissant, et en�n comment calculer les constantesde d�ecalage une fois que le vecteur de placement a �et�e d�etermin�e.3.2.1.Calcul des noyauxLe point important dans la d�etermination des noyaux des matrices decommunication partielles est d'exploiter le fait que celles-ci sont construitesincr�ementalement et d'�eviter de refaire plusieurs fois le même travail. Lameilleure fa�con d'y parvenir est de reformuler le probl�eme comme la r�esolutiond'un syst�eme d'�equations lin�eaires et homog�enes [FEA 94]. On suppose pourcela que l'on a introduit des symboles pour repr�esenter les composantes de ~p, onutilisera ici les inconnues p1; : : : ; pN . La solution courante peut se repr�esentercomme une substitution � qui remplace certaines des pi par des expressionslin�eaires des inconnues r�esiduelles. Dans ce qui suit, le symbole C repr�esente lesyst�eme d'�equations : (p1; : : : ; pN )C = 0associ�e �a la matrice C. A une certaine �etape de l'algorithme on suppose que �est la solution du syst�eme d'�equations associ�e �a la matrice de communicationcourante. Une base du noyau de celle-ci s'obtient tout simplement en appliquant� au vecteur (p1; : : : ; pN ) et en s�eparant les coe�cients de chacune desinconnues r�esiduelles.Soit �a adjoindre �a C le syst�eme Ck associ�e �a la matrice de communication�el�ementaire Ck. On commence par appliquer � �a Ck et on �elimine les lignestriviales (0 = 0) et les lignes redondantes. Les autres lignes forment un syst�emed'�equations lin�eaires et homog�enes en les inconnues r�esiduelles, que l'on r�esoutpar la m�ethode de Gauss. On obtient une nouvelle substitution � et on forme�0 = � � � . Le noyau de la nouvelle matrice C 0 est trivial si et seulement si �0donne la valeur 0 �a toutes les variables.On reprend l'exemple D. Ici les deux r�ef�erences correspondent �a un même volumede communication et peuvent être trait�ees dans un ordre arbitraire. Le syst�emecorrespondant �a la r�ef�erence 1 est :p1 � p4 = 0p2 � p3 = 0et la solution est la substitution �1 = [p1  p4; p2  p3]. Comme il y a deux inconnuesr�esiduelles p3 et p4, le noyau correspondant est de dimension 2.



20 Le syst�eme suivant est : p1 � p3 = 0p2 � p4 = 0Si on applique �1 �a ce syst�eme, on obtient deux fois p4 � p3 = 0 �a quoi correspond� = [p3  p4], puis �2 = [p1  p4; p2  p4; p3  p4]. Le vecteur de placementcorrespondant est p4(1; 1; 1; 1), ce qui correspond bien au noyau trouv�e plus haut.3.2.2.Classement des r�ef�erencesPour appliquer l'algorithme glouton, nous avons besoin de classer lesr�ef�erences par volume de communication d�ecroissant. Ici, il faut quelquesinformations sur la structure de la machine cible. Le cas le plus simple estcelui d'une machine NUMA (Non UniformMemory Access) : chaque processeurpeut lire et �ecrire dans la m�emoire des autres processeurs, mais le temps d'acc�esd'une m�emoire �eloign�ee est tr�es sup�erieur �a celui d'une m�emoire locale. Dansle code objet, il n'y a pas de distinction entre acc�es local et acc�es �eloign�e. Levolume de communication associ�e �a une r�ef�erence est donc �egal au nombred'it�erations de cette r�ef�erence, c'est-�a-dire au volume 6 de DS .Cependant, presque toutes les machines NUMA sont �equip�ees de cachescoh�erents. Si une cellule de m�emoire est acc�ed�ee, une copie en est conserv�eedans le cache, et les acc�es suivants sont locaux. Si cependant un autre processeurmodi�e la cellule consid�er�ee, le m�ecanisme de coh�erence entre en jeu et provoquel'invalidation de la copie, et donc une nouvelle lecture distante au prochainacc�es. Le fonctionnement d'une machine �a passage de message n'est pas tr�esdi��erent. Apr�es qu'une cellule ait �et�e lue par un processeur, celui-ci peut laconserver dans sa m�emoire locale aussi longtemps qu'elle n'est pas modi��eepar un autre processeur. A ce moment l�a, un nouvel �echange de message estn�ecessaire. On peut r�esumer cette discussion en disant que ce qu'il faut compter,ce sont non pas les cellules, mais les valeurs acc�ed�ees.Soit �a �evaluer les volumes de communications associ�es aux r�ef�erences duprogramme G. Une �etude attentive du programme montre, par exemple, que la valeurcontenue dans a(i,i) ne varie pas pendant l'ex�ecution des boucles sur j et k {ceci r�esulte de la valeur des bornes inf�erieures de ces boucles. Par contre, la valeurde a(i,i) change �a chaque tour de la boucle sur i ; il lui correspond donc O(n)communications.Par contre, il est facile de voir que chaque lecture de a(j,k) correspond �a unevaleur nouvelle, ce qui engendre un tra�c en O(n3). On remarquera au passage que,comme on n'a aucune information sur les valeurs contenues dans la matrice a, onest oblig�e de supposer que les valeurs �ecrites par S sont toutes distinctes. Le tra�cengendr�e par la r�ef�erence �a gauche de l'a�ectation est toujours pris �egal au volumede DS. Le lecteur se convaincra facilement que le tra�c des deux autres r�ef�erences esten O(n2).6: Par volume d'un sous-ensemble de INd, nous entendons ici le nombre de points�a coordonn�ees enti�eres contenus dans ce sous-ensemble



Distribution automatique des donn�ees et des calculs 21Le point important est que l'analyse ci-dessus ne se fait pas �a simple lecturedu programme source. On se tromperait grossi�erement, par exemple, en disantque puisque la r�ef�erence a(j,k) d�epend de deux indices de valeur maximale n,elle engendre un tra�c en O(n2). Ce qu'il faut ici, c'est une analyse du 
ot desdonn�ees dans l'esprit de [FEA 91], dans lequel on trouvera d'ailleurs une �etudecompl�ete du programme G. Cette analyse fournit, pour chaque valeur lue, lerep�ere de l'op�eration qui l'a produite, sous la forme d'une fonction du rep�erede l'op�eration de lecture. Moyennant les hypoth�eses que nous avons faites plushaut sur les indices des tableaux et les bornes des boucles, cette fonction esten g�en�eral a�ne ou a�ne par morceaux.Dans tous les cas, on est ramen�e au probl�eme de compter les points d'unsous-ensemble de INd. Ceci est possible [TAW 91] puisque les bornes des bouclessont des formes a�nes, et qu'en cons�equence les ensembles en question sontd�elimit�es par des poly�edres. Mais l'algorithme est complexe. Le r�esultat sepr�esente sous forme de polynômes sur les bornes des boucles, et peut êtredi�cile �a interpr�eter. En�n, il n'est pas sûr qu'une telle pr�ecision soit n�ecessaire.L'exp�erience a montr�e qu'il �etait su�sant de d�eterminer l'ordre de grandeurdu volume de communication, qui est en relation directe avec la dimension dupoly�edre qui borne les informations �a transmettre. Dans le cas o�u ce poly�edreest DS , cette dimension est jSj sauf, comme on l'a vu plus haut, dans certainscas pathologiques. Si le volume �a transmettre est d�elimit�e par un ensemble dela forme f(DS ), o�u f est la fonction source fournie par l'analyse du 
ot desdonn�ees, la d�etermination de sa dimension est plus complexe, parce qu'il fautd�eterminer si la fonction f est injective ou non. Mais comme, par hypoth�ese, fest a�ne, cette d�etermination n'est pas di�cile.Au total, on obtient de bons r�esultats en se contentant de d�eterminer ladimension de chaque r�ef�erence et en les classant par ordre d�ecroissant de cettedimension.3.2.3.Calcul des constantes de d�ecalageLes mêmes consid�erations que ci-dessus s'appliquent �a la r�esolution de [xv].Il s'agit d'un syst�eme lin�eaire qui n'est pas en g�en�eral homog�ene. Ce syst�emepeut parfaitement être surd�etermin�e et ne pas avoir de solution, comme lemontre l'exemple :program Kdo i = 2,na(i) = a(i-1)end doIci encore, la solution est de classer les r�ef�erences par volume de communicationd�ecroissant, et de proc�eder �a une r�esolution incr�ementale avec backtracking siun syst�eme partiel se r�ev�ele sans solution. Ce calcul peut d'ailleurs être int�egr�e�a l'algorithme E. Il ne s'agit que de bien ordonner les �equations.



223.3.R�egle des �ecritures locales et forme en assignation uniqueLa r�egle des �ecritures locales (owner computes rule) veut qu'un calculsoit toujours e�ectu�e sur le processeur qui en h�eberge le r�esultat. On peuttraduire cette r�egle dans notre formalisme en s'imposant de toujours satisfairela condition de coupure associ�ee �a la r�ef�erence de gauche de chaque a�ectation.On a vu plus haut l'une des raisons qui justi�ent cette r�egle. Le volume decommunication associ�e �a la r�ef�erence gauche est au moins aussi important que celuides autres r�ef�erences. L'autre raison est que cette r�egle simpli�e la programmation en�evitant la r�ealisation d'un protocole d'�ecriture distante.La r�egle des �ecritures locales peut toujours être suivie, �a ceci pr�es qu'ellepeut entrer en con
it avec les conditions que l'on s'est impos�e sur la dimensiondu placement. Par exemple, il est impossible de trouver un placement nontrivial pour :do i = 1,ns = ...end dosi l'on exige de suivre la r�egle des �ecritures locales. Ce probl�eme ne se posejamais si le programme a �et�e expans�e jusqu'�a atteindre la forme �a assignationunique, ce qui est un sous-produit imm�ediat de l'analyse du 
ot des donn�ees.Dans ce cas, chaque a�ectation est de la forme:do ~x 2 DSAS [~x] = � � �end doet chaque instruction modi�e un tableau di��erent. La condition de coupureassoci�ee �a la r�ef�erence �a gauche s'�ecrit :�(S; ~x) = �(AS ; ~x):Suivre la r�egle des �ecritures locales, c'est utiliser ces �equations pour �eliminer,au choix, soit les �(S; :) soit les �(AS ; :).Il n'emp�eche que la r�egle des �ecritures locales est une contraintesuppl�ementaire impos�ee au placement, et que comme toute contraintesuppl�ementaire elle peut d�egrader la qualit�e du r�esultat. On trouvera dans[DAR 93] un exemple de ce ph�enom�ene.3.4.Placement �a plusieurs dimensionsOn a vu plus haut que dans certains cas l'emploi d'une fonction deplacement scalaire peut être p�enalisant en ce que le parall�elisme d�egag�e peutêtre insu�sant pour saturer les processeurs disponibles. On est naturellementconduit, par analogie avec la structure des r�eseaux en grille, �a l'utilisationde fonctions de placement �a g dimensions. Toutes les consid�erations de la



Distribution automatique des donn�ees et des calculs 23section pr�ec�edente se transposent sans modi�cation �a ce nouveau contexte.Dans les prototypes [xii,xiii], on remplace les vecteurs de placement ~pS ; ~pA pardes matrices PS ; PA. On peut former une matrice de placement globale P dedimension N � g, qui doit satisfaire �a l'�equation analogue �a [xvi] :PC = 0:La matrice de communication C est la même que dans le cas unidimensionnel.Il est clair que les vecteurs lignes de P satisfont �a l'�equation [xvi], doncappartiennent au noyau de C. La solution du probl�eme est donc toute trouv�ee :pour obtenir un placement �a g dimensions, on s�electionne, si possible, g vecteursdans ker(C).Mais ceci ne su�t pas. Si en cons�equence d'un tel choix, les vecteurs lignesd'une des matrices PS ne sont pas lin�eairement ind�ependants, seul un sous-ensemble de la grille des processeurs va être utilis�e par S, ce qui correspond �aune perte de performance. On est donc conduit �a renforcer le test de trivialit�ede l'algorithme glouton. Pour qu'une matrice C 0 convienne �a l'�etape 2b del'algorithme E, il faut que son noyau contienne au moins g vecteurs dont lesprojections dans les sous-espaces correspondant �a chaque instruction soientlin�eairement ind�ependantes. Ceci est �evidemment impossible si la dimensionde ce sous-espace est inf�erieure �a g. On voit d�ej�a qu'il est inutile de prendreg sup�erieur au niveau maximum d'embô�tement des boucles du programme.Mais même si cette condition est respect�ee, il peut arriver qu'une instructionparticuli�ere ait un niveau d'embô�tement inf�erieur �a g. Il faudra alors se r�esigner�a perdre de la puissance de traitement pour cette instruction.Dans le cas o�u les calculs de noyaux se font par la m�ethode de Gaussincr�ementale que nous avons pr�esent�e section 3.2.1, le test ci-dessus se fait tr�essimplement. Il su�t, pour chaque instruction, de v�eri�er que les composantesde son vecteur de placement d�ependent au moins de g variables ind�ependantes.Il est important d'observer que le test de trivialit�e est d'autant pluscontraignant que g est plus �elev�e. Il s'ensuit que le placement obtenu aurad'autant plus de communications r�esiduelles que sa dimension sera plus �elev�ee.En compensation, le d�ebit du r�eseau crô�t en g�en�eral avec sa dimension. Laquestion de savoir si cet e�et compense l'augmentation des communicationsr�esiduelles doit être r�esolue exp�erimentalement dans chaque cas.3.5.ExempleSoit �a trouver un placement a�ne pour l'exemple G. Il y a une instructionincluse dans 3 boucles et un tableau �a 2 indices, soit 5 inconnues p1 �a p5. Ily a d'autre part 5 r�ef�erences, mais deux d'entre elles sont identiques, ce quidonne donc 4 conditions de coupure, qui, apr�es substitution de la forme a�ne



24et identi�cation des coe�cients, donnent { c'est un cas particulier de [xvi] :p1 = 0; p2 = p4; p3 = p5p1 = p5; p2 = p4; p3 = 0p1 = p4; p2 = 0; p3 = p5p1 = p4 + p5; p2 = 0; p3 = 0Les volumes de communication associ�es aux r�ef�erences de ce programme ont �et�ed�etermin�ees �a la section 3.2.2. On trouve que la premi�ere r�ef�erence (l'�ecriture)et la seconde correspondent �a un tra�c en O(n3), les deux suivantes �a un tra�cen O(n2) et la derni�ere en O(n). On voit donc que la r�egle des �ecritures localesva être respect�ee tout naturellement. La r�esolution par la m�ethode de Gaussdes premi�eres �equations conduit �a la solution :�1 = [p1  0; p2 p4; p3 p5]:Il y a encore deux inconnues r�esiduelles ; nous pouvons donc trouver unplacement �a deux dimensions. Si on reporte la solution ci-dessus dans les�equations de la ligne suivante, on trouve :0 = p5; 0 = 0; p5 = 0:d'o�u la nouvelle solution :�2 = [p1  0; p2 p4; p3  0; p5 0]:Il n'y a plus maintenant qu'une seule variable libre, la dimension maximaledu placement est donc 1. Le lecteur se convaincra facilement que si l'on tented'exploiter les autres lignes, on ne trouve plus que le placement trivial. Il estfacile de voir �egalement qu'avec les placements propos�es, on trouve une solutionaux �equations [xv] avec des constantes de d�ecalage toutes nulles.La conclusion de cette analyse est qu'il existe tout d'abord un placement �adeux dimensions : �(S; i; j; k) = � jk � ;qui demande deux communications d'ordre n2 et une communication d'ordren, et un placement �a une dimension : �(S; i; j; k) = j, qui ne demande qu'unecommunication d'ordre n2 et une communication d'ordre n. On trouveraitd'ailleurs le placement ((sym�etrique)) : �(S; i; j; k) = k en traitant les �equationsde la troisi�eme ligne avant celles de la seconde.3.6.DistributionLe nombre de valeurs distinctes prises par le placement donne le nombrede processeurs virtuels n�ecessaires �a l'ex�ecution du programme objet. Il n'aaucune raison de correspondre au nombre de processeurs physiques de lamachine cible. L'adaptation se fait par utilisation d'une fonction de repliement



Distribution automatique des donn�ees et des calculs 25[iv] qui n'est pour le moment soumise �a aucune contrainte. Le choix de cettefonction correspond �a la d�etermination d'une distribution dans les langages �aparall�elisme de donn�ees. On utilise en g�en�eral des distributions simples, commela distribution par blocs : �(x) = x�B;la distribution cyclique : �(x) = x mod P;ou la distribution cyclique par blocs :�(x) = (x�B) mod P:Un crit�ere de choix est l'observation des communications r�esiduelles. Si celles-cisont des d�ecalages, l'emploi d'une distribution par bloc permet une r�eductionsuppl�ementaire du tra�c. La distribution par bloc n'apporte par contre aucunavantage pour les communications g�en�erales ou les di�usions. Dans ce cas, ondoit pr�ef�erer la distribution cyclique, qui permet un meilleur �equilibrage de lacharge des processeurs. On peut en gros sugg�erer les r�egles suivantes :| Si les communications r�esiduelles sont en majorit�e des communicationsg�en�erales, utiliser une distribution cyclique.| Si les communications r�esiduelles sont des d�ecalages, choisir unedistribution cyclique par bloc. La taille du bloc doit être choisie grande devantla longueur des vecteurs de communication.3.7.G�en�eration de codeLe probl�eme de la g�en�eration du code parall�ele connaissant un placementest en dehors du sujet de cet article. Il fait d'ailleurs l'objet de recherchesextrêmement actives �a l'�echelle mondiale.Une des m�ethodes les plus simples [ZIM 88] consiste �a reproduire danschaque processeur le programme original, en prot�egeant chaque instruction parune garde : if �(S; ~x) = q then So�u q est le num�ero du processeur courant. Des gardes analogues permettent desavoir, pour chaque r�ef�erence, si elle est locale ou s'il faut appeler un moduled'�echange de messages dont l'�ecriture peut être simpli��ee en faisant appel �a desbiblioth�eques du genre de PVM [BEG 91]. Le programme ainsi obtenu est eng�en�eral ine�cace, mais il peut être optimis�e �a l'aide de techniques de parcoursde poly�edres maintenant bien mâ�tris�ees [ANC 91, COL 94, XUE 94, KEL 94].



264.ConclusionLa technique pr�esent�ee dans cet article peut être r�esum�ee de la fa�consuivante :| Faire subir au programme une phase de pr�e-traitement, non pr�esent�eeici, en particulier pour r�egulariser les acc�es aux tableaux, d�eterminer le grain deparall�elisme et la taille des boucles, analyser le 
ot des donn�ees, �eventuellementexpanser des scalaires ou des tableaux.| Choisir la dimension du placement souhait�e en prenant en comptel'architecture de la machine cible (nombre de processeurs, topologie du r�eseau)et les caract�eristiques du programme source (grain du parall�elisme, taille desboucles).| Appliquer l'algorithme E pour trouver un placement minimisant lescommunications r�esiduelles.| Choisir une fonction de distribution suivant les indications de la section3.6 et g�en�erer le code objet suivant les indications de la section 3.7.Plusieurs impl�ementations ont �et�e r�ealis�ees pour des architectures diverses ;on citera en particulier celles de [PLA 95], qui prennent la forme de traducteursde Fortran 77 vers le CM-Fortran ou le CRAFT du Cray T3D. Les temps decompilation sont acceptables et les performances du programme objet sontencourageantes. Naturellement, il reste de gros e�orts �a faire avant que cesmaquettes deviennent des produits exploitables.On peut r�einterpr�eter cette technique dans le cadre des recherchesmodernes sur la parall�elisation automatique [FEA 92c, FEA 95], dans lesquellesun programme parall�ele est repr�esent�e comme un ordre partiel sur sesop�erations. Les techniques d'ordonnancement [FEA 92a, FEA 92b] cherchentles anti-châ�nes de cet ordre et s'adaptent bien aux architectures synchrones.La technique du placement, au contraire, cherche les châ�nes (ensemblesd'op�erations totalement ordonn�ees) et s'adapte aux architectures distribu�ees.Les deux techniques sont des m�ethodes de compilation �a part enti�ere. Leursfonctionnements sont en gros oppos�es. La m�ethode de l'ordonnancement ajoutedes arcs �a l'ordre partiel donn�e, jusqu'�a ce qu'il soit su�samment r�egulier pourêtre repr�esent�e par une s�equence de synchronisations globales ou barri�eres ;c'est la forme SEQ of PAR de [BOU 93]. Inversement, la m�ethode du placementenl�eve des arcs jusqu'�a ce que l'ordre apparaisse comme la composition parall�eled'un ensemble de châ�nes, la forme PAR of SEQ. Les arcs omis doivent êtrer�etablis sous forme de communications r�esiduelles.Il n'y a pas de raison objective de pr�ef�erer l'une ou l'autre m�ethode. Certainsordres partiels prennent la forme SEQ of PAR en ajoutant tr�es peu d'arcs,d'autres deviennent PAR of SEQ au moyen de tr�es peu d'omissions. Par contre,chaque architecture a sa forme naturelle, et dans certains cas { les architecturessynchrones �a m�emoire r�epartie et les r�eseaux systoliques { il faut �a la fois unordonnancement et un placement pour engendrer le programme parall�ele. Cen'est pas ici le lieu de d�ebattre de cet aspect, pour lequel nous renvoyons �a[FEA 95].



Distribution automatique des donn�ees et des calculs 27Dans le cas o�u l'ordre partiel initial est d�ej�a sous la forme PAR of SEQ,l'algorithme devrait trouver imm�ediatement toutes les châ�nes ind�ependantes.Comme le montre l'exemple D, cet objectif n'est pas tout �a fait atteint. Une�etude directe permettrait de trouver un placement bidimensionnel analogue �acelui de l'exemple EE, donc avec O(n2) châ�nes. Le fait de se restreindre auxplacements a�nes ne permet de trouver qu'un seul vecteur de placement, quig�en�ere n châ�nes. Il serait donc int�eressant d'�etendre les m�ethodes pr�esent�eesici �a des placements plus g�en�eraux. Cependant, l'exemple H montre que lesprogr�es possibles dans cette direction seront forc�ement limit�es.Une autre contrainte r�esulte du fait que le placement et la distributionne sont que des interm�ediaires, l'objectif �nal �etant l'�ecriture du codeparall�ele. En l'�etat actuel de la technique, ceci n'est envisageable que pourdes placements a�nes ou a�nes par morceaux. Or, l'exemple H montre quedes fonctions d'indexation tr�es simples su�sent pour engendrer des placementscomplexes. Le traitement exact de fonctions d'indexation complexes est doncprobablement impossible. Une solution de compromis est �evidemment d'ignorerles indexations complexes. Il en r�esultera des communications r�esiduelles, donton ne peut qu'esp�erer qu'elles ne d�egraderont pas trop les performances duprogramme cible. Il est peut-être envisageable de rechercher un placement �apartir d'une analyse approximative du programme source [COL 95], mais toutreste �a faire dans cette direction.Certaines architectures distribu�ees ont �et�e optimis�ees pour traiter pluse�cacement certains types de communications. On a vu le cas des d�ecalages,mais il en est d'autres, comme les di�usions (communications de un versplusieurs processeurs) et leur inverse les r�eductions (de plusieurs vers unprocesseur). Une �etude [PLA 95] r�ecente a montr�e que la prise en compte mêmepartielle de ces optimisations augmentait consid�erablement les performancesdes programmes objets.En�n, il semble clair que quand la taille du programme augmente, le nombrede contraintes augmente alors que le nombre de param�etres �a ajuster reste�xe si le nombre de tableaux utilis�es reste �xe. En cons�equence, la qualit�edu placement obtenu diminue. Il parâ�t donc int�eressant de d�ecouper unprogramme en phases que l'on place de fa�con ind�ependantes, les phases �etantreli�ees par des op�erations de redistribution d'ailleurs pr�evues dans un langagecomme HPF. Si la m�ecanique de ce d�ecoupage parâ�t simple { il s'agit derenommer les tableaux { le choix des points de coupure est sans aucun douteun probl�eme di�cile qui m�erite de nouvelles �etudes.5.Bibliographie[AHO 86] Aho A., Sethi R. and Ullman J. Compilers: Principles, Techniques andTools. Addison-Wesley, 1986.[AMM 92] Ammarguellat Z.. (( A control-
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