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Introduction

La compréhension du phénomeéne de turbulence dans les fluides a donné lieu & de nombreux
travaux. Un ensemble d’études insiste sur la modélisation de ce que I'on observe car les équations
de la dynamique des fluides elles-mémes donnent lieu & des comportements trés complexes qui
nous échappent dans leur généralité et sont méme difficiles & seulement calculer numériquement.
Ces descriptions et modeles doivent bien siir vérifier les contraintes existantes sur les flots turbu-
lents : propriétés spectrales et statistiques, contraintes géométriques, équations de la dynamique
des fluides, invariances des équations comme celle par changement d’échelle.

Les intéréts de ce type de démarche sont multiples. On peut mettre en place des descrip-
tions approchées mais simples permettant des calculs analytiques ou bien ne nécessitant pas de
recourir & des simulations numériques lourdes. Il est aussi possible, comme nous avons essayé de
le faire, de relier au maximum les objets de base de la modélisation aux contraintes physiques
et observées expérimentalement.

La question initiale est de savoir quelle classe de modélisation adopter. Les approches par la
description des structures cohérentes du flot, principalement des vortex, en forment une premiere
[62, 28]; il faut savoir quels objets sont pertinents et si on peut décrire les fonctions spectrales
en combinant ces objets.

Les concepts de fractal, visant d’abord & satisfaire les invariances et les propriétés spectrales
ont eu pour leur part un certain succes; le formalisme multifractal en est un [24, 63]. On
sait que ce modele a ses limites, en particulier quant & ses connections avec une vision plus
géométrique et issue des équations de la dynamique de 1’écoulement. Il ne permet & 1’origine
qu’une interprétation statistique.

Des auteurs [29] ont alors proposé de s’intéresser & des signaux dont le comportement singulier
comporterait en soi une structure plus riche: des singularités oscillantes ou divergentes.

Nous avons essayé de faire le point sur les résultats multiples et épars dans la littérature
concernant ces différentes approches qui pourraient se rencontrer : les singularités oscillantes qui
mettent une structure dans des signaux fractals d’une part ; les modeles de vortex dont on tire
une description statistique de la turbulence; la possibilité d’un comportement singulier de la
vitesse. La confrontation des résultats peut donner naissance & de nouveaux modeles plus per-
tinents. Au final nous verrons qu’une image pertinente des vortex se dégage de ses études, celle
d’objets filamentaires possédant une structure transverse complexe qui semble plus intéressante
que le coeur, mais qu’il reste des points obscurs quant aux structures que 1’on doit supposer.

Dans un article de 1982 [38] Lundgren a proposé une solution des équations de la dynamique
qui a l'avantage d’étre assez générale et d’étre en accord avec les propriétés souhaitées des
structures cohérentes. Un parcours des propriétés connues de ce modeéle est un préliminaire
indispensable. La caractéristique marquante de ce modele est que ce sont les bras spiralés et non
le cceur qui donnent naissance au spectre attendu. Ensuite nous avons porté nos efforts sur la
possibilité de modéliser des mesures de vitesse a partir de ces vortex. Cela pose deux questions
majeures: quels sont les objets élémentaires et leurs parametres; quelles sont les propriétés
statistiques et les interactions du gaz d’objet ainsi constitué?

Enfin, comme un modele n’a de sens que §’il contribue & la compréhension de la turbulence,
le souci est constant d’essayer de développer des outils d’analyse pour confronter le modele aux
signaux expérimentaux. L’objectif est alors double: savoir décrire les parametres du signal dans
le cadre du modeéle; étre capable de décider si le modele est adéquat a la description de la
mesure... Sans avoir rempli totalement cet objectif, nous avons actuellement déja testé a chaque
opportunité les outils existants par ailleurs afin de déterminer le degré de ressemblance entre les
vortex observés et différentes simplifications proposées.



Chapitre 1

Description a base de structures
cohérentes de signaux de
turbulence?

1.1 Décrire la turbulence

Un défi majeur en turbulence reste de savoir aller au-dela de la théorie de Kolmogorov
41 (K41) [24, 2, 4] qui décrit les premieres propriétés statistiques d'un champ de vitesse: son
spectre d’énergie en particulier qui est trouvé en k~5/3. Pour obtenir ce premier résultat, on
suppose qu’aux petites échelles toutes les symétries vérifiées par 1’équation de Navier-Stokes'
sont rétablies: homogénéité, isotropie, stationnarité et invariance d’échelle. Si on admet que
a la limite des faibles viscosités la dissipation reste finie et qu’on accepte un seul exposant
d’invariance d’échelle, on arrive au résultat de K41 pour les fonctions de structure d’ordre p,
pour une certaine zone d’échelle [ ol la viscosité est négligeable, appellée zone inertielle:

Sp(l)= < duy ()P > = Cpe?/P17P/3, (1.1)

e est la dissipation moyenne, du (I) est I'accroissement longitudinal de vitesse sur une distance
[, Cp sont des constantes universelles et < --- > désigne la moyenne d’ensemble.

I1 est connu que ce résultat est mis en défaut par le phénomeéne d’intermittence [24], dés
qu’on s’intéresse aux moments d’ordre 4 ou plus. L’intermittence est ce qui décrit I'impression
de voir des régions d’activité intense dans un signal de turbulence, entrecoupées de zones plus
calmes. Le résultat expérimental qui traduit cette impression est la distribution non gaussienne
des densités de probabilités des incréments de vélocité, caractere d’autant plus marqué que 1’'on
s’intéresse aux petites échelles. La deuxiéme conséquence est que les exposants pour les fonctions
de structure d’ordre supérieur & trois sont inférieurs & ceux prédits par K41.

Il existe principalement deux approches pour rendre compte de ces propriétés d’intermittence

[2].

— On peut modifier les hypotheses statistiques de K41 afin de prendre en compte la bri-
sure de certaines symétries, usuellement celles d’invariance d’échelle et/ou d’invariance
par translation temporelle. Plusieurs modeles ont été construits de cette maniére dont le
modele log-normal de Kolmogorov et Obukhov, le modéle multifractal basé sur des idées
de Mandelbrot et développé par Frisch et Parisi, et le modeéle de cascade de Castaing [24].

— Une autre voie s’intéresse a la structure réelle des flots turbulents et aux zones d’ou
semblent émerger des structures cohérentes: ce sont principalement les endroits de forte

1. dénommée (NS) par la suite



vorticité, qui semblent se regrouper sous la forme grossiére de filaments. Une modélisation
de ces zones qui brisent les symétries de (NS) & petite échelle et une étude de leurs pro-
priétés statistiques pourraient donner des résultats, tenant compte de I'intermittence, sur
les propriétés statistiques du flot [52].

Ces deux démarches ne sont pas incompatibles et doivent pouvoir s’enrichir I'une 'autre. Le
modele multifractal reformulé par She et Lévéque [61] tend justement & prendre en compte des
structures dissipitatives cohérentes prenant la forme de filaments (objets de dimension 1) dans
le but de déterminer la loi des exposants de similitude des fonctions de structure. Il nous semble
qu’en se basant plus précisément sur des solutions existantes de (NS), on doit pouvoir contribuer
a la modélisation et & I’étude des propriétés des signaux de turbulence mesurés.

1.2 Recherche de comportements significatifs

1.2.1 Par I’étude de la dynamique des fluides

Une contribution majeure & ’analyse de la turbulence serait 1’obtention d’une solution
générale aux équations de la mécanique des fluides pour le champ de vitesse i, celle de Navier-
Stokes et celle d’incompressibilité [52].

‘3—":+ﬁ-€ﬁ - _Vp+uVia,
—
v-i = 0. (1.2)

En D’absence d’un tel résultat & I'heure actuelle, ou méme simplement de la connaissance
des propriétés d’'une telle solution, nous nous adressons aux expériences et aux simulations
numériques pour savoir quelles structures significatives semblent exister de maniére générale
dans des écoulements turbulents. Ce sont les structures cohérentes que nous avons mentionnées.
Implicitement on suppose qu’elles ont peut-étre un comportement, une dynamique ou une or-
ganisation qui seraient universels et expliqueraient certaines propriétés observées des signaux
mesurés en turbulence.

Les vortex. Dans de nombreuses simulations numériques directes (voir par exemple [60, 12,
13, 71, 32] et une revue dans [33, 24]) on a observé l'existence de zones de fortes vorticités qui
occupent une partie de I'espace. De plus elles semblent se regrouper sur des structures en forme
de tube ou de filament. Ces structures ne semblent pas des artefacts car elles ont une durée
de vie assez importante & 1’échelle du temps caractéristique de la dynamique. Elles obéissent a
une dynamique de déformation lente jusqu’a leur disparition qui se produit en un temps court
[13]. Ces objets sont étirés par le flot environnant. Paradoxalement, alors que 1’étirement moyen
mesuré semble posséder deux valeurs propres positives et une négative dans un rapport usuel
de 3:1:—4 [27, 66], ce qui donnerait naissance simplement & des feuillets de vorticité, ce sont
des tubes qui sont plutot observés. En fait cet étirement n’est pas exactement celui ressenti
par I'objet: une partie est créée par ’objet lui-méme qui est souvent localement 2D donc ne
subit pas 'effet de son propre champ de déformation puisque ce dernier est alors orthogonal a la
vorticité2. Déja Kuo et Corrsin [36] avaient montré que des structures en forme de tube étaient
des candidats plus pertinents que des feuillets de vorticité. Moffatt et al. [43] ont montré de
plus que des filaments de vorticité pouvaient survivre en fait dans des zones d’étirement biaxial
un temps long par rapport au temps d’évolution sous le champs de déformation du fait de leur

= =
2. Nous verrons au chapitre 2 que le terme & - S, ou S est le tenseur de déformation, est responsable de la
non-linéarité et de 'augmentation de la vorticité &.



propre rotation ; une fois créés dans une zone d’étirement axial, ils peuvent migrer vers les zones
biaxiales qui peuvent étre majoritaires.

Des expériences ont été menées pour étudier ’existence et I’'importance de ces filaments de
vorticité dans des écoulements turbulents réels [57, 19]. Une propriété importante est I’alignement
fréquent de la vorticité avec les directions propres de déformation [7, 62]. Douady et al. [20] ont
visualisé de telles zones en ajoutant des bulles au fluide qui se concentrent dans les zones de
faible pression, qui sont justement celles de forte vorticité. Ils ont mis en évidence une dynamique
complexe de ces filaments qui sont étirés et comprimés et enfin se tordent avant d’étre détruits,
sauf pour les plus intenses qui finissent en large zone de vorticité se dissipant peu a peu. Nous
appelerons vortex ces structures qui sont des zones a forte vorticité organisée, confinée dans
lespace (idéalement entourée d’une zone & vorticité nulle).

Au final, 'image des vortex communément admise [64, 24] est celle de filaments d’épaisseur
se situant entre 1’échelle de Kolmogorov? 7 et I’échelle de Taylor* \. Leur longueur est plus
grande, atteignant I’échelle de distance intégrale. Enfin ils sont faiblement courbés ce qui peut
laisser supposer une structure locale quasi bidimensionnelle. Nous reviendrons sur ce point. Ac-
tuellement personne n’a mis en évidence de fagon certaine d’autres objets organisés qui auraient
une dynamique particuliere. Les seules structures cohérentes que nous étudions sont donc ces
filaments de vorticité qui semblent décrire en premiére approche les vortex décelables dans des
écoulements lors d‘expériences.

Influence des vortex. Leur importance est loin d’étre établie ou élucidée [66]. En étudiant ces
structures, Belin et al. [7] ont vu qu’elles contribuent peu & la dissipation bien qu’elles soient liées
a intermittence [72]. Moffatt et al. [43] ont eux-aussi montré que les zones de fortes dissipation
n’étaient que faiblement corrélées aux zones de forte vorticité. Abry et al. [1, 2] ont méme
prouvé qu’enlever du signal les événements de basse pression associés a priori aux filaments de
vorticité, ne supprimait pas le comportement intermittent des fonctions de structure; ce résultat
a été confirmé par Arnéodo et al. [53], qui ont retrouvé par MMTO 5 les propriétés multifractales
d’un signal de turbulence apres suppression par une méthode analogue des filaments de vorticité.
Une étude plus récente montre que les vortex détectés contribuent principalement & la vitesse
a laquelle la cascade d’énergie, telle que la décrit le modele de Castaing, se développe [16]. La
seule réserve que l'on peut apporter a ces résultats est que les études portaient sur des vortex
symétriques, ayant globalement la structure de vortex de Burgers [15] et étant assez rares (temps
moyen entre deux filaments: At ~ 15T}, ®), qui décrivent les vortex importants mais peut-étre
pas soit des vortex non axisymétriques, soit une structure plus fine et transitoire des zones de
vorticité que rien n’interdit de pouvoir modéliser I'intermittence et faire partie de ce que I'on
classe souvent dans le “fond” de la mesure de vitesse (voir les micro-worms suggérés dans [72]).
L’effet de I’existence des stuctures cohérentes de vorticité sur les propriétés statistiques de la
vitesse reste donc mal comprises. L’approche par des modeles s’appuyant sur ces objets est donc
profitable, que cela soit pour la qualifier ou la disqualifier en tant que démarche intéressante.

Les premiers modeles construits & partir de vortex. Il existe plusieurs tentatives [65,
64, 18] assez anciennes de décrire les propriétés statistiques de la turbulence en supposant qu’un
ensemble de structures de vorticité cohérentes domine le comportement. Dans ces approches
on suppose que 'on peut modéliser le comportement aux petites échelles de la turbulence par
une collection de solutions locales de (NS) qui sont censées décrire les objets de vorticité qui se

3. Définie plus loin.

4. Echelle de distance associée aux fluctuations de vitesse.

5. Méthode des Maxima de la Transformée en Ondelettes.

6. Trot est I’échelle de temps intégrale, égale a la périodde de rotation des disques mettant en mouvement le
fluide ; la géométrie de I'expérience est celle de von Karman avec des disques contra-rotatifs [1, 2].



trouvent dans le flot. On considére alors un ensemble de ces objets orientés de maniére aléatoire
et isotrope dans I’espace et on moyenne correctement le spectre de chaque structure pour calculer
le spectre de ’ensemble. Aux petites échelles I'isotropie est brisée du simple fait de 1'existence
du vortex ; en moyenne on suppose une distribution isotrope. Une hypothese assez forte de ces
modeles est 'absence d’interaction explicite entre ces objets. Le travail de Tennekens [64] insiste
sur 'image simple que ’on a donnée des filaments ; ils seraient étirés par des zones plus larges de
voricité non nulle mais moins concentrée (les eddies) de taille A. Il calcule ensuite les moments
d’ordre 3 et 4.

La premiere approche de Townsend [65] montre qu’un ensemble de vortex en tubes axi-
symétriques de type de Burgers’ conduit & un spectre d’énergie :

BEo(k) ~ /20271 exp(—cte n°k?), (1.3)
ot k est le module du vecteur d’onde et 7 est I’échelle de longueur de Kolmogorov n = (v3/¢)'/4.
Si on suit plutét le modele de Corrsin [18] contruit & partir d’un ensemble de feuillets de vorticité,
on arrive & un spectre [49]:

E(k) o< k2 exp(—2n%K?). (1.4)

Ces résultats donnent 1’idée qu’'une structure intermédiaire entre un feuillet de vorticité et un
vortex axisymétrique de type Burgers pourrait avoir le comportement spectral attendu par K41 :
E(k) x k=5/3_ et étre donc pertinente. De plus il semble alors intéressant de ne pas se limiter &
des structures de géométrie simple (ligne ou plan) et d’étendre les recherches & des objets qui,
étirés comme un filament, auraient une structure transverse plus riche dans le plan orthogonal
a la direction de ce filament.

1.2.2 Nécessité d’un comportement singulier de la vitesse

L’étude statistique du champ de vitesse d’un flot turbulent, en se limitant méme aux résultats
de K41, a une premiére conséquence non négligeable sur les propriétés topologiques de ce flot
[29]. Le spectre unidimensionnel d’énergie doit en effet vérifier la célebre loi des —5/3:

E(k) = /% k753 fet(nk) ; (1.5)

fct désigne une fonction qui tend vers une constante dans la zone inertielle pour kn < 1, et
rend compte de l'influence de la dissipation & petite échelle. L’obtention d’un spectre en loi
de puissance non entiére n’est pas courant. C’est un comportement que 1’on retrouve pour des
signaux complexes comme des fonctions fractales [22]. A I'aide du théoréme suivant [58] sur les
transformées de Fourier, on montre qu’il existe une limite & la régularité du champ de vitesse.
Si f(z) est une fonction continuement dérivable jusqu’a l'ordre p — 1, et que f et ses dérivées
jusqu’a cet ordre sont sommables, alors ses coefficients de Fourier ay vérifient :

ap = O(k™P)  quand k — o0

et son spectre8 :
E(k) =0k %) quand k — oo.

La contrainte imposée alors par K41, comme E(k) o< k5/3 est que I'ordre de régularité maxi-
mum du champ de vitesse u est p = 5/6 qui est non entier. Cette derniére propriété interdit
que l'on ait simplement un ensemble dénombrable de discontinuités du signal ou d’une de ses
dérivées. On retrouve ce type de loi de puissance avec p non entier pour des fonctions en loi

7. Nous reviendrons en détail dans la partie suivante sur les équations pour la vorticité et les solutions exactes
existantes.
8.si f est dans £2



de puissance ou des fonctions fractales par exemples mais il y a plusieurs maniéres d’avoir un
comportement singulier et de contourner ainsi le théoréme. Toute la difficulté d’interprétation
vient de ce qu’il n’existe pas de réciproque simple au théoréeme.

Nous passons rapidement en revue ces comportements [41, 29]:

1. Des singularités de type Holder® ont un spectre de Fourier en loi de puissance dont 1’ex-
posant peut ne pas étre entier. Si h est ’exposant de Holder le spectre d’énergie attendu
pour un signal unidimensionnel est :

E(k) ~ k2720,

Dans cette catégorie on range les singularités explosives (exposant h < 0). On suppose ici
que chaque singularité doit donner lieu au comportement spectral de maniere isolée.

2. Accumulation de discontinuités ou de singularités holderiennes sur des ensembles non
dénombrables et généralement denses. Elles peuvent vivre sur des ensembles fractals,
comme dans le cas du modele multifractal. Dans ce cas il n’est presque pas possible de
séparer les singularités et on fait appel & une étude statistique pour mesurer le comporte-
ment spectral exact [4, 24].

3. Un arrangement régulier de telles singularités simples; la loi en puissance émerge de la
structure spatiale de répétition et non des singularités elles-mémes.

4. On peut enfin avoir des singularités avec une structure interne [30] qui présentent des
discontinuités qui s’accumulent vers certains points donnés, ou une infinité d’oscillations
qui permettent & la singularité de contribuer & toutes les échelles de longueur de maniére
non triviale. Des fonctions comme sin(z~*) pour ¢ > 0 ou %! avec o complexe sont des
candidats possibles.

Ils sont illustrés figure 1.1.
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Fi1G. 1.1 — Différents types de singularités, de gauche d droite: en “cusp” (h = 0.4), singularité isolée
(cas 1) ; brownien fractionnaire (cas 2); fonction de Mellin (cas 4).

L’idée que I’étude de structures cohérentes issues de (NS) permettrait de nous renseigner sur
les singularités a privilégier, nous conduit & rapprocher les vortex qui ont une structure interne

9. u(x — o) ~ |z — z0|", avec h exposant de singularité réel.



plus complexe qu'un vortex de Burgers ou qu’un feuillet (puisque ces deux cas ne conduisent
pas & de bonnes modélisations) des singularités du dernier type ayant aussi une structure in-
terne compliquée. Nous étudierons principalement celles-ci, que nous dénommons singularités
oscillantes.

Qu’en est-il des singularités explosives?

Avant de passer aux fonctions singuliéres avec une structure interne que nous avons pri-
vilégiées, nous résumons quelques connaissances a 1’heure actuelle sur la possibilité de singu-
larités du premier type, des solutions de (NS). Quant au deuxiéme type on ne sait pas relier
simplement ces descriptions statistiques (en terme de fractal) & des propriétés effectives qu’aurait
Pécoulement du fluide. On peut consulter 'article de revue [63] & ce sujet dont les conclusions
sur les limites de ’approche purement fractale sont toujours d’actualité. En particulier il est
difficile de tirer des conséquences du fait que les interfaces dans un fluide turbulent semblent
fractales, de dimension de capacité proche de 2.4.

Un comportement spectral du champ de vitesse en loi de puissance induit si on veut le décrire
par un ensemble de singularités holderiennes isolées:

Ek)~E® —= u~aP (1.6)

Ainsi selon K41, p = 5/6 et la vitesse doit diverger & ’approche de ces singularités.

On doit ainsi étudier la possibilité de naissance de divergences en un temps fini des équations
inviscides d’Kuler. Remarquons que la viscocité détruit toute divergence & petite échelle et
interdit d’avoir physiquement un champ infini qui ne correspond a rien. Il n’existe pas de résultats
complets sur la question. Voir pour une revue larticle de Majda [40].

A deux dimensions il a été prouvé que, partant d’une solution initialement réguliére et
d’énergie finie, il existe une solution réguliére & tout instant, écartant donc la possibilité de
divergences [40]. Cependant Farge et Holschneider [23] ont avancé comme argument que dans les
simulations numériques la discrétisation nécessaire induit une condition initiale non réguliere.
Ils montrent alors que l’existence d’un ensemble de quasi-singularités telles que la vorticité
autour du ceceur évolue en w ~ r®, conduit naturellement au spectre attendu en turbulence

bidimensionnelle pour @ = —1/2, ce qui est en accord avec les simulations numériques de Benzi
[8]. En somme ils proposent un modéle basé sur des singularités isolées, divergentes en pointe
(cusp).

Des travaux mathématiques ont cherché une réponse pour le cas tridimensionnel sans succes
général actuellement. Bhattacharjee, Wang et Ng [10, 11] ont proposé une condition initiale
(C.1.) qui évolue vers une singularité en temps fini. Il semble que ce résultat soit confirmé par
des simulations numériques. Cependant deux objections font que le résultat n’est pas entierement
accepté. La premiere est que la C.I. est dans un espace infini donc est d’énergie infinie méme
si localement celle-ci reste bornée; entre autre, les conditions aux bords ne sont pas prises
en compte. Ensuite la configuration (un point de vitesse nulle entouré par par deux points
symétriques de vorticité nulle) est particuliére et peut ne pas étre réaliste. Ils font cependant
une connection intéressante avec le modeéle de vortex spiralé de Lundgren en proposant que la
viscosité puisse stopper 'apparition de la divergence en temps fini mais que alors la configuration
spiralée adoptée par le champ de vitesse évolue selon ce qu’a étudié Lundgren (voir chapitre
suivant).

Constantin et al. [17] ont choisi d’étudier les contraintes imposées au champ de vitesse pour
qu’il n’y ait pas de divergence en temps fini. Ils semblent trouver que 1’alignement nécessaire
a un comportement explosif ne se produit pas. Ils ont basé leur étude sur la dynamique de
I’alignement du champ de vorticité avec le champ d’étirement puisque I’analyse classique montre



que c’est celui-ci qui est responsable d’une éventuelle explosion du champ de vorticité. Le scénario
élémentaire en serait I’existence d’un tube de vorticité ayant une légére courbure ce qui lui permet
d’engendrer un champ de déformation qui étire sa propre vorticité, I’amplifiant ainsi.

Les résultats des simulations numériques sont eux assez divers. On peut consulter une revue
importante dans Grauer [27]. Il semble qu’une singularité en temps fini aient été observés selon
certains articles.

Une étude plus complete de ces résultats délicats a suivre sera nécessaire dans un avenir
proche. Elle le sera d’autant plus a long terme qu’un comportement divergent et un comporte-
ment oscillant s’influencent 1’'un ’autre quand on veut mesurer les propriétés statistiques finales
(voir Darticle de Arnéodo et al. [5]).
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Fi1G. 1.2 — Mesure de Dg par la méthode de Vassilicos pour une singularité du type (1.7), avec s = —0.5,
t = 1. Le signal est en haut & gauche (superposé au signal logique associé), en-dessous se trouve une
portion de la transformée en ondelettes. En haut o droite on a en fonction de l’échelle la segmentation
du signal. Notons que les lignes se concentrent vers le point de singularité, reproduisant dans la TO la
stucture. En bas se trouve N(g) en digramme log-log; on y a superposé la régression linéaire, de pente
0.5 (précision £0.05).

1.3 Singularités oscillantes et structures cohérentes

Un autre type de singularités, qui posséde une structure interne complexe, a été en partie
étudié par Vassilicos et Hunt ([67, 29] et les articles suivants de ces auteurs), Gilbert et Moffat
en particulier. Nous avons aussi principalement étudié des singularités oscillantes en débutant
par les résultats déja obtenus par ces chercheurs.

Ou 'on parle de spirales. Une question préliminaire & la modélisation par des singularités
oscillantes est celle du lien avec les structures cohérentes. D’un coté on s’intéresse & des fonc-



tions ayant des propriétés statistiques ou topologiques précises qui permettent de reconstituer
ou d’analyser des signaux mesurés. De lautre on étudie des solutions de (NS) qui semblent
décrire des objets organisés. En supposant une structure principalement filamentaire comme
précédemment, il reste & déterminer l‘organisation de ces objets dans le plan transverse. On
suppose naturellement qu’une coupe 4 travers celle-ci doit permettre d’obtenir comme mesure
(sur une sonde de vitesse par exemple) un signal semblable aux fonctions étudiées. Quels objets
peuvent donner lieu a ces fonctions?

Des candidats adaptés en dynamique des fluides sont des objets spiralés que I'on sait exister
dans des écoulements. Des spirales de vorticité peuvent naitre par des instabilités de type Kelvin-
Helmholtz [6, 37]: toute perturbation d’un plan de discontinuité de vitesse (ie. un feuillet de
vorticité) s’accroit et donne lieu & un enroulement autour du point d’inflexion initial de la
déformation. On obtient alors une feuillet spiralé de vorticité. Moffatt [42] et Gilbert [25] ont
aussi beaucoup étudié les structures spiralées dans les écoulements de fluide. Nous montrerons
les liens possibles entre les fonctions oscillantes et ces vortex spiralés.

1.3.1 Approche de Vassilicos et Hunt

Partant de ce que les signaux de turbulence ont une allure fractale, sans avoir cependant
un comportement aussi aléatoire qu'une fonction fractale habituelle (comme un signal Brow-
nien fractionnaire), ils ont recherché si des structures dans le flot pouvaient donner lieu & des
comportements en singularité oscillante [29]. En particulier il faut pouvoir décrire les zones d’in-
termittence. Ils se sont explicitement intéressés & des singularités qui seraient auto-similaires,
pour refléter les propriétés de E(k) et I'invariance par changement d’échelle de (NS) pour une
viscosité négligeable, et ayant une dimension fractale non nulle afin de retrouver le comportement
fractal des signaux mesurés. Ainsi ils ont cherché des objets qui brisent I’homogénéité (puisque
cohérents) mais gardant 1’auto-similitude autour d’un point. En cela les objets qu’ils regardent
sont localement auto-similaires alors que les fractals ou les descriptions recherchés a partir du
formalisme multifractal sont globalement auto-similaires. Les premiers sont dits K —fractal et
les deuxiémes H —fractal [67].

Remarquons tout d’abord que la méthode d’analyse par les maxima, de la transformée en on-
delettes largement utilisée dans le cadre du formalisme multifractal ou simplement pour mesurer
les exposants de Holder de singularités [4], ne décrit pas correctement les singularités oscillantes.
On peut uniquement essayer de construire une méthode prenant en compte ’effet d’oscillations
de maniére statistique [5]. Il reste & trouver d’autres moyens pour caractériser une singularité
ou pour conserver les informations sur la structure spatiale au cours de I'analyse.

Signaux étudiés
La fonction modele de ’étude de Vassilicos et Hunt est [30]:
f(@) = |z — ol sin(|z — 2| ™), (1.7)

avec t > 0 et s quelconque. Cette fonction possede un point singulier d’accumulation d’oscil-
lations en z( (voir figure 1.2 ou 1.4). Elle ne vérifie pas les conditions du théroréme précédent
bien que l’on puisse calculer son spectre [30] :

2s5+t+4+2

E(k) x k= #1 si k — o0, (1.8)

qui est entre k™! et k72 quand —1 < 2s < t. Ce spectre reste en loi de puissance pour k pas
trop grand méme si on a une version tronquée pour |z| < p de ce signal.

La fonction posseéde une dimension fractale [22] non triviale. Le lien possible avec I'intermit-
tence est étudié dans [68, 67]. Comme le but est de pouvoir relier les résultats aux mesures nous
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travaillons de préférence avec la dimension de capacité de Kolmogorov Dg. Elle est définie a
partir du décompte du nombre N(e) de boites de taille € nécessaire pour recouvrir I’ensemble.
Le type de boites choisi doit avoir la dimension topologique de I’espace de travail. La dimension
est alors données par [22]:

In N
D= lim — (&)
e=0+ —lne

(1.9)

Rq: On préféere la dimension de capacité a la dimension de Hausdorff, bien que plus pertinente
mathématiquement pour plusieurs raisons. Cette dernieére n’est guére accessible aux mesures
numériques. De plus, elle n’est différente de la dimension topologique que pour un ensemble
réellement fractal ce qui n’est pas le cas si 'auto-similitude n’est que locale.

Vassilicos et al. [31, 44] ont montré aussi qu’il vaut mieux considérer la dimension D'k de
P’ensemble des intersections du signal avec une droite quelconque (par exemple 1’axe si le signal
est de moyenne nulle, donnant 1’ensemble des zéros du signal), comprise entre 0 et 1. Cette
définition est en fait construite initialement pour des signaux logiques ne prenant que des valeurs
0 ou 1 [67]. On remarque tout de suite que cette grandeur n’est pas sensible & ’amplitude. Pour
une singularite du type (1.7), elle donnera des résultats supposant que s = 0. Pour la fonction
f. D'k =t/(t+1).

L’intérét de D'k est qu’elle est en général reliée au spectre du signal par [30, 67, 68]:

E(k) oc kP2,

La relation exacte entre les propriétés spectrales et la dimension fractale n’est pas systématique ;
elle est discutée dans [44]. Un point notable est qu’il faut une plage de vecteurs d’onde accessibles
plus petite pour calculer D'’y que pour prouver un comportement auto-similaire du spectre.
Méme une version tronquée pour |z| < p de ce signal, avec seulement quelques trois oscillations
par exemple, peut suffir & mesurer D'k et en déduire E(k) pour k < p~/(1=P'%) 11 faudrait au
contraire une cinquantaine d’oscillations pour trouver de maniére directe le spectre [30].

Les spirales correspondantes

Si on suppose que cette fonction est donnée par la coupe transverse d’un vortex spiralé, quel
type de spirale convient 7 Deux caractéristiques doivent étre prises en compte: la position des
bras donc des maxima lors d’une coupe; ’évolution de I'amplitude quand on va vers le centre.

Sans s’occuper de 'amplitude, les maxima de (1.7) sont donnés par:

tan(z™%) = tz™/s.
Quand z — 0, les maxima sont donc situés en: z, !
signature d’une spirale de type algébrique:

~ nm 4+ 7/2, soit: z ~ n Y/t Clest la

r~0P. (1.10)

Les spirales naturellement associées aux fonctions choisies par Vassilicos et Hunt sont donc ces
spirales algébriques qui sont de plus les seules spirales & avoir une dimension de capacité Dg
non entiére [67].

L’amplitude n’est presque pas contrainte ; on a une évolution vers le coeur qui est en:
|z — zo|® avec s quelconque. On peut méme supposer d’avoir une divergence au centre en plus
du comportement oscillant. Nous avons vu que —1 < 2s < ¢ conduisait & un spectre entre k1
et k~2, compatible avec des signaux turbulents.
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Fi1G. 1.3 — Mesure de Dg pour un bruit brownien fractionnaire de dimension 1.5. On a tracé dans l’ordre
le signal, une portion du squelette de la transformée en ondelettes (donnant les parois), et la fonction

N(g). La droite en pointillés est de pente 1. Notons que dans ce cas des lignes apparaissent a toutes
échelles sans structure notable autre que le comportemenent statistique global.
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Fi1c. 1.4 — Signauz du type 1.7 corrompus par un bruit de phase; de gauche & droite: 0%, 10%, 50%.

Outils d’analyse

Des méthodes d’analyse de signaux basées sur la recherche de ce type de singularités ont été
développées par Vassilicos et al. [31, 44]. Elles ont pour but de mesurer de maniére précise la
dimension de capacité d’un signal de turbulence. Deux affinements sont nécessaires :

— Afin de différencier K —fractal et H—fractal, on mesure D' ou mieux D, dimension de
Kolmogorov des zéros de la dérivée seconde du signal ; ces points sont ceux ou le signal varie
le plus rapidement et forment des sortes de parois. Dg donne des résultats exploitables
pour des signaux qui ne sont pas uniquement “on-off”, alors que ce n’est pas souvent le
cas pour D'k [44]. D = 1 si le signal f comporte une infinité de singularités (figure 1.3)
et doit étre plus petit si il est formé de singularités isolés oscillantes; D = 0 si le signal
est un ensemble de singularités simples isolées.

— Un faible bruit rend la mesure directe de Dg presque impossible par un algorithme de
décompte des boites: on trouve alors en général D = 1 qui est la dimension du bruit
[31]... C’est encore plus vrai pour un signal dont la phase est brouillée. Voir la figure 1.5
qui indique le résultat de la mesure de Dg pour un signal avec 10% de bruit de phase. Cela
se comprend car ce brouillage de phase transforme un signal cohérent, avec une structure,
en un signal qui semble aléatoire (voir figure 1./) mais de méme spectre. Le lien entre les
approches purement fractales et les singularités oscillantes se trouve peut-étre la.
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On utilise alors une méthode de détection des parois [70] par la transformée en ondelettes
pour obtenir les zéros cherchés en fonction de I’échelle ; en prenant le chapeau mexicain
comme ondelette d’analyse, on reflete & chaque échelle f”. On reconstruit les zéros qui
apparaissent & chaque échelle avant d’appliquer I'algorithme de mesure de la dimension de
capacité avec cette fois un ensemble de points adapté & chaque échelle. On peut de plus
filtrer le signal & chaque échelle en quantifiant avec un nombre fixé de valeurs possibles:
cela permet de diminuer l'effet du bruit [44]; ce n’est cependant pas entiérement suffisant
pour analyser des signaux expérimentaux de maniere certaine.

On ne détaillera pas plus la méthode introduite par Vassilicos, renvoyant le lecteur aux
articles mentionnés [31, 44] pour les aspects algorithmiques. Nous présentons cependant quelques
exemples de mesure sur des signaux tests associés aux spirales logarithmiques et algébriques,
voir figures 1.2, 1.6, et sur les signaux issus de simulation!!. En fait la méthode n’est pour
Iinstant guére utile car si elle est valide pour une mesure des dimensions et donc du spectre des
K —fractal, elle ne ’est pas tellement dans le but de choisir entre différents modeéles possibles.

15 9

signal avec bruit de phase
log(N(eps))

-15 4
0 2000 4000 6000 8000 5 6 7 8 9

X —log(eps)

Fi1G. 1.5 — Estimation de Dg pour un signal du type (1.7) bruité. La droite en traits pointillés & droite
est de pente 1.

1.3.2 Fonctions de Mellin et spirales logarithmiques
Les fonctions de Mellin...

Partant de I'idée que les lois d’échelle sont fondamentales en turbulence, on s’intéresse aux
opérateurs de dilatation et de compression qui permettent de passer d’une échelle & une autre. Si
on recherche une invariance par ces opérateurs, on doit naturellement se pencher sur les fonctions
de Mellin qui sont leurs fonctions propres [9]. On s’intéresse donc aux fonctions:

f(z) = Re{|z — zo|* '} (1.11)

La dimension D'k de ces fonctions est nulle puisque le nombre de boites de taille € nécessaires
pour recouvrir I'ensemble de zéros de la dérivée seconde varie comme In(e) et non en loi de
puissance.

On peut calculer son spectre de Fourier en rajoutant un facteur e %(¢~%) pour assurer la
convergence :

E(k) ~E2Re(@) i ks q. (1.12)

10. Dérivée seconde la gaussienne.
11. Voir le chapitre 2.
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Le choix de Re(a) = 5/6 permet par exemple d’assurer le spectre de K41 en -5/3 pour une seule
singularité.

Remarquons qu’il n’est pas raisonnable d’espérer différencier une fonction type Mellin d’une
fonction du type (1.7) a4 1’aide de la mesure de Dp. La figure 1.6 o est tracée N (¢) en diagramme
linéaire ou logarithmique montre que I’on peut rapidement lui attribuer une dimension Dg de
Pordre de 0.12, alors que le comportement semble en fait bien logarithmique.

... et les spirales logarithmiques
Ces fonctions sont liées aux spirales logarithmiques en:
r~edl (1.13)

car ses maxima sont donnés par f'(z) = 0 donc par = exp(nn/a,), ol n est un entier naturel.

On peut essayer de détecter si une spirale a un enroulement logarithmique ou algébrique en
regardant la position des intersections entre les bras de la spirale et une droite passant par le
centre. En tracant ensuite la distance des intersections au centre, en fonction de n, numéro de
I'intersection, on peut en étudier le comportement :

— pour une spirale algébrique, la fonction sera linéaire en log-log;
— pour une spirale logarithmique, elle le sera en diagramme semi-log.

Nous emploierons ces méthodes dans I’analyse des vortex de Lundgren. Une autre possibilité est
de considérer I'évolution de la distance entre les bras dr en fonction de r, distance au centre :

0y = 21015
_ B-1)/8
0Tay = or B rB—1/8, (1.14)
24 T 3.2
31
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L/e ~log(eps)

F1G. 1.6 — N(g) pour une fonction de Mellin : en diagramme linéaire, superposé a la fonction théorique
enlne; en diagramme logarithmique superposé a une droite de pente 0.12.

1.3.3 Quelles spirales apparaissent en dynamique des fluides?

La premiere idée pour répondre & cette question qui aiderait & décider entre les deux possibi-
lités présentées est de se tourner vers les expériences et les spirales que ’on peut observer. Il faut
cependant restreindre nos ambitions: on ne sait pas visualiser directement la vorticité et on est
obligé de supposer que le comportement d’un scalaire passif comme un colorant nous renseigne
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sur les structure en spirale de la vorticité... Les deux seul résultats de notre connaissance sont
dus & Petitjeans et al. [46] et Everson et Sreenivasan [21] qui concluent tous deux & une forme
plutdt logarithmique en utilisant les méthodes indiquées ci-dessus.

I’étude plus facile des spirales dans les simulations numériques d’écoulement donne des
résultats bien moins nets... Everson et Sreenivasan [21] ont des résultats inclinants vers des spi-
rales logarithmiques alors que Moffatt [42] ainsi que Vassilicos et Angilella [3] trouvent des spi-
rales algébriques. Comme V'effet quant & la forme des spirales de la méthode de désingularisation
de Krasny qu’ils emploient n’est pas bien compris, on ne peut guere conclure.

Enfin si on préféere demander aux calculs issus de la dynamique de la vorticité, ’approche
habituelle consiste & rechercher des solutions & I’équation de Bikhoff-Rott [54] qui gouverne
I’évolution d’une feuille de vorticité, étant données sa forme initiale et son intensité. Selon les
hypotheses adoptées il existe des solutions en spirale algébrique, la spirale de Kaden en particulier
[54], ou logarithmique, selon le résultat de Kambe [34].

Nous ne pouvons pas espérer au final réussir 4 départager les deux approches. En fait, lors de
la mesure de I’enroulement d’une spirale qui ne comporte qu’un nombre limité de tours, il est as-
sez difficile en pratique de faire une suffisamment grande différence entre les deux comportements
indiqués pour écarter complétement 1'un ou l'autre.
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Chapitre 2

Vortex de Lundgren

Intérét de ces vortex

Dans un article de 1982 [38] Lundgren a construit une forme analytique pouvant décrire un
vortex ayant une structure transverse plus compliquée qu’un vortex de Burgers forcément axi-
symétrique. De plus elle est solution des équations de Navier-Stokes et pas seulement une forme
ad hoc, & la maniére des spirales de Gilbert [25], qui donnerait la structure voulue. Comme
cette solution donne généralement des structures spiralées, elle est un outil incomparable pour
poursuivre sur les idées exposées au premier chapitre: nous pouvons ainsi comparer une struc-
ture issue de la dynamique & des modeles issus d’idées statistiques ou sur les singularités d’un
écoulement turbulent. Nous verrons quels sont les résultats majeurs portant sur la solution de
Lundgren. Les articles principaux qui développent et completent ce modeéle sont de Lundgren
[39] et Pullin, Saffman, Buntine [48, 49, 50, 51, 55, 56]. Pour une revue trés intéressante, voir
[62]. Nous essayons ensuite de nous servir de cette solution pour construire des simulations de
signaux de vitesse. A terme I’objectif est de savoir ce que ’on peut simplifier et quelles sont les
caractéristiques importantes & conserver dans une approche de modélisation.

2.1 Solution de Lundgren

Lundgren a proposé [38] une forme de solutions asymptotiques des équations de Navier-Stokes
qui présentent les propriétés suivantes:

— la solution est une zone de vorticité étirée selon 'axe (Oz) et comprimée dans le plan
orthogonal ;

la forme générale obtenue est celle d’un feuillet de vorticité spiralé aux temps longs ;

la solution cherchée est invariante par translation le long de I'axe (Oz) et sa vorticité est
alignée avec cet axe: J = w(z,y,t)Z; ainsi I'objet est décrit comme un filament autour
duquel s’enroule une spirale 2D ;

le spectre d’enstrophie moyenné au cours du temps est celui attendu selon K41.

Nous redonnons ici une version non complétement détaillée de ce modele en insistant sur les
résultats principaux ou ceux qui ont été reformulés et utilisés dans le reste du travail.

2.1.1 Les présupposés du modele

-
Nous n’étudierons que des situations ot le fluide est incompressible: V - 4 = 0. En partant
de l'idée que les zones & forte vorticité sont importantes pour la dynamique de la turbulence,
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5
Lundgren a recherché une solution, pour la vorticité @= V A @, de I’équation issue de (NS):

0
ot

&1

VI VE= (@ Vi+ VB =3 S 0V, (2.1)

=
La premiére hypothese est de supposer que le champ de déformation, dit au tenseur S, est
découplé de & dans les zones étudiées (celles des structures cohérentes). On prend ainsi, comme
pour déterminer la solution en vortex de Burgers:

4 =044 ; (2.2)

avec Uy champ de vitesse irrotationnel tel que le tenseur de déformation associé est :

N aft) 0 0
S((t) = 0 B 0 , (2.3)
0 0 s(t)

et ¥ champ de vitesse 2D associé & la vorticité @ = w(r,0,t)z. La relation d’incompressibilité
impose que a + 8 + s = 0 et, en suivant le calcul de la solution de Burgers on suppose que
a = f3 = —s/2. On appelle s taux de déformation ou d’étirement.

Lundgren a introduit alors le changement de variable suivant :

L’équation prend alors la forme, en notant V, et Vj les deux composantes de la vitesse associée
a la vorticité wo aprés le changement de variable:

8&)2 4 V;« 6w2 Vg awz

2
M = . 2.
T o€ + £ 90 vV4wo (2.5)

Remarquons qu’on arrive implicitement & I’hypothese d’une évolution bidimensionnelle de la
structure. Cela est cohérent avec I'image que I'on se fait des filaments, des structures allongées
le long d’une courbe presque rectiligne (qui donne ici 'axe Oz). La structure transverse est
supposée étre toujours la méme. Cependant la solution compléte n’est pas celle d’une équation
2D, mais bien la vorticité dans un probléeme & 3D, avec donc de ’étirement et en théorie le
comportement spectral attendu en 3D'!

2.1.2 Solution en spirale de I’équation 2D

Afin de trouver une solution asymptotique aux temps longs pour la vorticité en 2D, dont
I’équation ne fait plus intervenir explicitement 1’étirement, on décompose la vorticité et la fonc-
tion de courant en série de Fourier:

wo(r,0,t) = an(r,t)emg,
= 3 fulr, p)em0-20C00), (2.6)

Uy(r,0,1) = Y galr,t)e (O 20000,
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Uy étant la fonction de courant 2D dont dérivent V, et Vjy (voir 2.1.3) et © la composante
axisymétrique de la vitesse angulaire.

Par un développement soigneux en puissances de ¢!, on montre que les approximations
suivantes sont justifiées pour trouver une solution aux temps longs, le terme de viscosité étant
de plus considéré de maniére perturbative:

Q(r,t) = QO@)+t'0WE) 4.,
= 2O() + 0@,
falrit) = fO0) + @+
= fulr)exp (—gun [0 #),

gn(ryt) = gOr) + gD )t + -,

(0)(7" £)
= 2= 1 O(tP). 2.7
n2 |/ (r)[? +OuT) @7)

La solution est maintenant obtenue sous condition de se donner les fonctions Q(r)! et f,(r).
11 est nécessaire pour cette solution que Q(r) soit monotone. On étudie en général des modeéles
tels que €(r) est monotone décroissante et de signe constant afin d’obtenir une spirale qui
s’enroule dans un seul sens vers le centre. Pour simplifier les modeéles ad hoc considérés, on

choisit généralement la méme fonction f,(r) pour tout n # 0. Pour résumer, la vorticité du
vortex en 3D est donnée par:

w(r,0,1) = S(t) |wo(€) + Y fa(@)emIm D emg VOFT (28)
n#0
Enfin, une derniére relation doit impérativement étre satisfaite:
d
Twe(r) = e (’I"QQ) , (2.9)

venant de ce que w,(r) est la moyenne de la vorticité & la distance r du centre, et est donc reliée,
par la formule de Stokes, & la composante axisymétrique de la vitesse orthonormale : 7Q(r).

Quelle allure a le vortex dont nous avons la forme analytique? On peut sommer, dans la
limite inviscide et en supposant que les f, sont tous indentiques, la série. La vorticité 3D est
alors:

w(r,6,) = 21 S(1) ( S() r) 5 (0 ~Q ( S() r) T) . (2.10)

C’est 1’équation d’une spirale & un bras qui s’enroule autour de 'origine. La viscosité a pour
effet d’élargir peu a peu les bras de cette spirale et de les dissiper en un temps caractéristique
de I'ordre de a?/ (P(Q)I/)l/ 3 ou Iy est 'ordre de grandeur de la circulation et a le rayon typique
de 'objet. Le coeur de la structure (wp) est amorti plus lentement en un temps diffusif de I’ordre
de a?/v et peut tendre vers une allure de vortex de Burgers, dans laquelle la dissipation par
viscosité est tout juste équilibrée par ’étirement constant. A titre d’exemple la figure 2.1 montre
trois moments de I’évolution typique d’une telle solution jusqu’a la fin en vortex de Burgers.
Afin d’analyser la contribution au spectre d’enstrophie de la spirale, on peut obtenir simple-
ment le vecteur d’onde local, & une distance r du centre & I'instant . On le définit & partir de

la phase de (2.8) k = g—f et on a:

kn(r,t) = —n\/% Q (\/% r) T(t) = 25—:, (2.11)

1. désignant dorénavant Q@ (r)
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50 100 150 50 100 150 50 100 150
t=05ms t=1ms t=3ms

F1G. 2.1 — Evolution d’un vortez selon le modéle de Lundgren. Les paramétres sont: a = 0.005, h = 0.5,
[o=0.1,v=15-10"%, s = 10. La forme analytique exacte est donnée plus loin.

relation qui sera cohérente avec celle issue du calcul du spectre par méthode de la phase sta-
tionnaire; dr désigne ici la distance entre deux bras de la spirale qui est bien la longueur ca-
ractéristique de variation & une distance r du centre. On a figuré en 2.2 une représentation
schématique de ’évolution du vortex et de ses longueurs caractéristiques. Globalement la struc-
ture migre vers des longueurs d’onde plus grandes au cours du temps.

o o>

| temps
zone du vortex

Fi1G. 2.2 — Nlustration de ’évolution générale du vortex spiralé. Il y a un double effet de contraction
générale et de rotation qui fait qu’une zone de longueur d’onde donnée migre vers le centre et est com-
primée donc évolue vers des longueurs plus petites.

2.1.3 Etude du champ de vitesse

Dans une perspective de confrontation des résultats que ’on peut obtenir de ce modéle aux
mesures expérimentales accessibles, il est intéressant d’étudier plus précisément le champ de
vitesse associé & un vortex de Lundgren. Nous avons obtenu le début du développement de
la fonction de courant U(r,6,t) = Uy(&,0,T) [51]. On peut sommer [69, 3] expression de la
fonction de courant & I'ordre 72 dans la limite inviscide:

\I](Ta 0, t) = —|— T2 Z 2 Q’ (O*Q(g)T)e—%ynQ‘Q/(‘g)PTS’
n#O |
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~ Ty(¢) +% {%2 +% (0—QT—27rE (9_2;”))2

- (9 - QT - 27E (0 ;fT)) } : (2.12)

Nous notons E la fonction partie entiére. Nous noterons par la suite Fr(z) = =z — E(z) pour
alléger I’écriture des formules.

20
40
60
80
100
120
20 40 60 80 100 120 50 100 150 200 250
vorticité transformée de Fourier de la vorticité
15000 0.5
£ 10000
[
5 2
© S 0
@ £
= 5000 S
=2
3
0
-0.5
0 50 100 150 200 250 50 100 150 200
coupe au centre du vortex coupe au centre du vortex

F1G. 2.3 — Vortex selon la forme proposée par Lundgren, avec a = 0.005, h = 0.5, s = 100, v = 1.5¢ — 5,
t = 1.5e — 3. De gauche a droite, haut en bas: image du champ de vorticité a mi-vie; tranformée de
Fourier 2D de w ; coupe transverse de w passant par le centre; coupe transverse de la vitesse radiale.

On peut calculer les termes dominants pour la vitesse:

v = _Ba_f _ 3\1;0 _12 fnl i (0=0(O)T) o= Jrn 2 OPT | (2
T
R [2 ( -1y 13
19w T (O)T) o= Lom? ¥ ()T 3
R Z nQ’ oI
N T*f(§) 0—QET\ 1

Les sommations sont faites dans la limite inviscide et sont valables pour § — Q(£)T ramené par
congruance entre —m et m. Remarquons que 'on retrouve ’augmentation de la vitesse due a
I’étirement puisque v, et vy sont bien proportionnels? 3 /S(t).

2. En utilisant ¢ = v/ Sr et Q' (€) = VS Q' (VS r).
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En fait ces expressions ne sont guére utilisables. Les termes non symétriques sont au plus en
O(t 1) et donc la vitesse est largement axisymétrique. Si on veut de plus faire un développement
cohérent aux ordres suivants, il faut obtenir la fonction de courant & 'ordre ¢t=3: g,(f) (&,7), la
vorticité & I'ordre ¢!, et la vitesse de rotation & 'ordre t—2: Q(2) (&,T), ce qui oblige & remettre
en cause 'approximation comme quoi la vitesse de rotation n’évolue pas sur le temps de vie du
vortex. Les formes demandées peuvent s’obtenir mais il n’a pas été possible de les exploiter plus
loin.

2.1.4 Retour sur le champ de déformation

La solution obtenue dépend d’un hypothese qui n’est pas modifiable: le tenseur de déformation
doit étre donné par (2.3). Le calcul de Buntine et Pullin [14] montre qu’on ne peut découpler
=
I’équation pour @ du champ de vitesse d’étirement que si S a cette forme.

Des résultats connus contredisent partiellement cette hypothese:

— les valeurs propres du tenseur de déformation vérifient <afs>< 0 [27, 66];

— les filaments de vorticité observés dans des simulations numériques semblent s’orienter de
préférence avec le vecteur propre correspondant a la valeur intermédiaire positive [62, 66].

=
Il n’existe pas de réponse pouvant justifier la pertinence de la forme de S choisie. On peut consta-
ter que ’estimation du tenseur de déformation propre au vortex [49, 55] modifie la déformation
totale en donnant :

N (W' —8)/2 —w'/2 0
Stot= wl/2 —(w'+s)/2 0 , (215)
0 0

ott’ indique que la partie axisymétrique a été enlevée. Cela peut répondre & la premiére objection :
les valeurs propres de §tot peuvent satisfaire I'inégalité précédente.

De maniére générale les structures que l'on étudie sont en partie dépourvue de la non-
linéarité des équations de (NS). Celle-ci vient en effet de I'interaction entre la vorticité et le

champ d’étirement & travers le terme & - S alors que pour des structures 2D la vorticité ne
donne pas lieu & un étirement selon (Oz) qui laffecterait en retour [66]. C’est ainsi qu’on est

obligé de rajouter § découplée de la vorticité. Le processus d’amplification de & n’est donc pas
correctement décrit, selon le scénario mentionné dans [17].

L’absence de résultats sur la dynamique du champ de déformation et I'impossibilité jusqu’a
présent de la découpler de celle de la vorticité nous interdit de pouvoir clarifier le probléme
d’interaction entre les dynamiques des deux champs. On peut rajouter un modeéle pour estimer

=
le tenseur § qui est contraint par le mouvement aux échelles plus grandes que celles décrites
par le vortex de Lundgren. Une approche de la simulation de cet écoulement d’advection et de

déformation des vortex qui déterminerait Up et ‘:S‘> peut se trouver dans Pullin et Saffman [49].
Il reste a en tirer des applications concrétes. En attendant les calculs faits ignorent toute contri-
bution au spectre (énergie ou pression) ou aux moments d’ordre supérieur de cet écoulement
moyen d’advection. On suppose en fait que ce dernier n’influe que sur les grandeurs & des nombres
d’onde plus petits que ceux donnés par le vortex qui forment la zone inertielle [51].

Quel taux d’étirement? On supposera désormais que ? peut étre pris selon (2.3). Le taux
de déformation peut varier au cours du temps. Lundgren a montré que le résultat final était peu
sensible & la variation au cours du temps de s [39]. Nous pourrons supposer qu’il reste constant
et alors:

S(t)—1

S(t) = e et T(t) = — (2.16)
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ce que nous prendrons dans toutes les applications par la suite.

2.1.5 La solution en vortex de Burgers

La recherche [38] d’une solution axisymétrique & (2.5), qui se réduit alors & I’équation de la
chaleur donne, apres application du changement de variable lié & 1’étirement :

7.2
wo(r,t) = C% exp (— 41/‘;((?)) . (2.17)

En supposant le taux de déformation s constant au cours du temps, la solution se comporte aux
temps longs comme la solution de Burgers:

2
wo(r,t) ~ Csexp <—%> . (2.18)

Le rayon caractéristique est a = y/v/s, et la circulation du vortex est donnée par I'y = 47 C.

50 100 150 200 250 50 100 150 200 250
vorticité transformée de fourier de la vorticité
x 10° x 10°
3 6
5
v 2
5 4
= ©
] A
S % 3
z \
2 2
30
1
-1 0
0 50 100 150 200 250 0 50 100
coupe au centre du vortex | k| (unité arbitraire)

Fi1G. 2.4 — Vortex de forme logarithmique, avec a = 0.005, ¢ = 0.02, To = 0.1, s = 10, v = 1.5- 1075,
t = 5-10"%. De gauche a droite, haut en bas: image du champ de vorticité ¢ mi-vie; tranformée de
Fourier 2D de w ; coupe transverse de w passant par le centre; spectre radial moyenné de la vorticité.

2.2 Propriétés spectrales de la solution

2.2.1 Expression du spectre d’énergie

Nous ne donnerons pas dans les détails les étapes du calcul assez fastidieux de Lundgren
permettant de calculer le spectre d’énergie. Différentes versions peuvent étre consultées dans
[38, 39, 48, 50]. La situation physique considérée est celle d’une assemblée de vortex spiralés
du type décrit, orientés de maniére isotrope dans ’espace comme dans le modele de Townsend
[65]. Ils sont distribués dans un volume de fluide de c6té de longueur L. On suppose que ces
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structures sont localement bidimensionnelles et que le champ de vorticité est alors donné par les
équation ci-dessus. Le spectre d’énergie 1D est alors:

1 - 12 N
E(k,t) = B (k,t)/2k = k—Q/‘w(k,t)‘ k2dk. (2.19)

On suppose de plus qu’on trouve des vortex de tous les ages, avec une répartition uniforme,
ce qui permet de remplacer la moyenne sur les différentes structures par une moyenne sur le
temps lors de I’évolution d’un des objets. On adopte ainsi une sorte d’hypothése ergodique sur
les objets.

3 () :Nc/(---)dt. (2.20)

vortex j

N, est le taux moyen de création de vortex par unité de temps, 71 est le temps initial ou ’'on
consideére le vortex formé (la spirale doit étre par exemple amorcée par une instabilité de type
Kelvin-Helmholtz [42]), 7o est le temps de coupure au-deld duquel on suppose que le vortex
disparait par dissipation ou plus vraisemblablement par un mécanisme de recombinaison [35]
avec d’autres vortex. Ce deuxiéme temps de coupure est indispensable; sans lui le spectre serait
dominé par le comportement du cceeur du vortex wy. Derniere hypothése, on suppose que les
filaments ont une certaine longueur axiale initiale selon (Oz) que 'on note [j.

La forme générale du spectre d’énergie est déduite, comme 1’a montré Lundgren [39], du
spectre d’enstrophie 2D :

27 o 2
Fokt) = k [ [walke,t)| doi.
T(2)

B(k) = % / S(T) 2 Ry[S(T)"\/?k, T] dT, (2.21)
T(r1)

ol C est une constante: C = 212Ny /L3.

x10° x10°
T T T T T T

J(il (unité arbitraire)
Jw (I (unités arbitraires)

. . . . . .
140 0 20 40 60 80 100 120 140
K| (unités arbitraires)

F1G. 2.5 — Visualisation de la cascade d’enstrophie. On a tracé w(k,t) a différents instants, espacés de 0.1
ms. Le premier dessin est pour une forme de vorter de Lundgren, lautre pour une forme logarithmique.
Dans chaque cas on a représenté quatre instants, le premier étant celui dont la courbe est globalement
au-dessus. On voit clairement les déplacement des pics vers les grands k.

Apres avoir injecté la décomposition en composantes de Fourier de w dans ce calcul on évalue
par la méthode de la phase stationnaire les intégrales. Townsend [65] ayant montré qu’une
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assemblée de vortex de Burgers conduit & un spectre d’énergie en k~!, nous recherchons la
contribution des bras de la spirale (n > 1) et laissons de c6té celle de ’harmonique nulle.

E(k) = Eo(k) + E, (k). (2.22)

Les maxima d’enstrophie issus des intégrales sont donnés par la relation k(r,t) (2.19) que nous
avions obtenue par des considérations élémentaires. Une légére reformulation du calcul de Lund-
gren est fournie en annexe. Le résultat est que:

1 ° T'nlfn(rnat)‘Q —2uk2t/3
Balh.t) = 5 3 iy e

n=1

2 2
d’ou: E4(k) —5/3 exp <—§%> (2.23)

Le spectre total vérifie donc (1.5) dans une zone inertielle telle que k < \/s/v et k suffisamment
grand pour que la contribution du ceeur soit négligeable. L’interprétation est assez simple: au fil
du temps les bras spiralés de la vorticité ont un vecteur d’onde dont le module augmente selon la
relation (2.11). Cela se traduit par une cascade d’enstrophie vers les petites échelles (voir figure
2.5).

Remarque: De (2.21) on obtient facilement le résultat de Townsend [65, 52] concernant le
spectre d’une assemblée de vortex de Burgers. Nous montrons en annexe que pour un vortex de
Burgers, le spectre d’enstrophie 2D s’écrit :

2 2vk?
Fy(k,t) = (27:)2kexp <— , ) , (2.24)
qui conduit & un spectre d’énergie :
CT27y . _ 2wk?
Ey(k) = (27:)3 E~lexp (— ) (2.25)

en mettant 71 & zéro et en négligeant 'effet de 1’étirement. Si on suppose en suivant Townsend
et Lundgren que le taux moyen d’étirement est donné par la dissipation: s = y/¢/v, le nombre
d’onde de coupure dans I'exponentielle apparait étre alors 1. On retrouve bien (1.3).

2.2.2 Les résultats montrés a la suite de ce modéle

Donnée telle quelle, la forme (2.8) ne permet pas d’aller plus loin sans passer par des méthodes
de calcul numérique ou des approximations.

Calcul des fonctions de structure a tout ordre. Segel [59] a essayé de déterminer les
fonctions de corrélation de la vitesse a deux points du modele de vortex présenté ici. En suivant
la méme démarche que Lundgren (relier la fonction de structure aux fonctions de corrélation
du champ de vorticité puis évaluer les intégrales par la méthode de la phase stationnaire), il
montre que ces fonctions vérifient la loi K41 (1.1). Cependant il doit conclure par des argument
dimensionnels et peut oublier dans son raisonnement des corrections a ce résultat. Saffman et
Pullin [56] ont essayé d’obtenir des résultats plus précis en évaluant numériquement les intégrales
a l'aide d’une méthode de Monte-Carlo. Ils obtiennent un accord convenable avec des données
expérimentales (meilleures que celles du modele de Townsend). Jusqu’a ’ordre 6 accord semble
tenir. Au-deld on ne sait pas si les désaccords viennent des erreurs numériques de plus en plus
grandes pour estimer les moments d’ordre important ou si ces derniers dépendent de la structure
exacte du vortex.
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Champ de pression Pullin [51] a calculé le spectre de pression associé & un vortex de Lund-
gren et I’a comparé a celui obtenu pour un ensemble de vortex de Burgers. Il a montré que le
terme pertinent venant de la structure spiralée a un spectre en k~7/3. Cette loi est encore une
fois en accord avec les arguments dimensionnels de K41.

Tentative de fermeture. Pullin et Saffman [48, 50] ont déterminé avec soin les paramétres
du modele et voulu fermer la relation donnant E(k) & l'aide de la relation de Kdrman-Howarth
reliant la skewness a ce spectre. Les résultats numériques obtenus alors sur les différents moments
des dérivées de la vitesse sont compatibles avec les simulations numériques et avec de nombreuses
mesures ; la valeur de la constante de Kolmogorov est aussi compatible avec les mesures déja
existantes. Ils n’ont tout de méme pas pu montrer directement que la solution vérifiait la relation
de Karman-Howarth ; cette conjecture est raisonnable puisque la solution de Lundgren est issue
de (NS) comme cette relation [56].

Une limitation des conclusions est que la latitude sur le choix des parametres reste grande...
A coté des parametres libres décrivant la structure d'un vortex (Q(r), fn(r)), il faut définir
les grandeurs statistiques concernant leur temps de vie (71 et 72), le nombre de vortex créé par
unité de longueur et unité de temps (N = N_ly), le taux moyen d’étirement s.

Le réle du cceur du vortex. Une autre conclusion assez intéressante est donnée dans leurs
articles [50]. IIs ont analysé en détail la contribution du cceur du vortex. Une premiere étude
simpliste permet de supposer qu’il est approximativement donné par la forme d’un vortex de
Burgers. Son spectre Ey(k,t) est alors en exp(—Cte k%7?) et est négligeable & grand nombre
d’onde: k > \/S(m2)/a. La nécessité d’une coupure 75 aux temps de vie long apparait ici claire-
ment.

Une étude plus poussée montre que la contribution de I’harmonique zéro dépend de la cir-
culation & l'infini du modeéle:

— si I'(00) # 0 et 79 — 00 : spectre en ok Le 27" qui prédomine;

— siT'(00) # 0 et 79 < 00: correction au spectre en k! dans la zone des k petits (avant zone
inertielle) ;

~ siT(00) = 0 et 75 < co: correction au spectre en ke CK 7’

début de la zone inertielle dans le spectre d’énergie.

, responsable d’une bosse au

Le calcul du spectre de vortex de Burgers que nous avions indiqué fait bien entendu partie des
deux premiers cas, & circulation totale non nulle.

L’intérét de cette étude est qu’il permet de mieux savoir comment tronquer le spectre du
vortex & un instant donné pour obtenir en moyennant le comportement des bras spiralés et donc
celui de la zone inertielle du spectre d’énergie.

Coupure dissipative exponentielle ou gaussienne? Le calcul du spectre a montré qu’on

VR : - 2 l/k2> . .
aboutissait & une coupure visqueuse de la zone inertielle en exp | ———— |. Les résultats expéri-
mentaux issus des mesures de vitesse comme des simulations numériques font incliner plutot vers
un terme de coupure esponentiel en exp (—kn). Pullin et Saffman [48] proposent que cela soit
un effet de I'inhomogénéité de I’étirement senti par les vortex. Si on suppose une distribution
aléatoire du s sous lequel évolue chaque vortex, ils montrent qu’on peut aboutir & cette coupure
exponentielle.
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L’approche de Gilbert. Gilbert a donné une modélisation des spirales de vorticité et de leur
comportement qui suppose de considérer la vorticité advectée comme un scalaire passif [25] ; cela
permet d’effectuer les calculs simplement. La vitesse de rotation choisie et donc les discontinuités
présentes dans le champ de vitesse (aux endroits ol passe le feuillet de vorticité spiralé) détermine
le spectre d’enstrophie. S’intéressant & des spirales algébriques avec Q(r) ~ r—#, il a montré que
sa méthode donnait le méme résultat que le calcul de Lundgren: E o« k~2~(6-1/(B+1) dans une
certaine zone inertielle.

11 montre ensuite que les deux points cruciaux du modele de Lundgren sont 1’existence d’un
étirement du vortex qui intensifie la vorticité et contracte la spirale, et la nécessité de moyenner
sur le temps d’évolution de la structure [26]. Un vortex spiralé a en effet un spectre instantané en
k~? ou 'exposant ¢ ainsi que la zone de validité de cette forme varie selon les détails du champ
de vorticité et la vitesse d’enroulement. Dés qu’on moyenne selon les hypothéeses de Lundgren,
I’étirement conduit directement au spectre en k~%/3, qui constitue un résultat robuste. On peut
s’en faire une image séduisante a la suite de Gilbert, en étudiant I’évolution cinématique d’un
paquet de vorticité entrainé par une rotation et un champ de déformation qui aboutit a ce
spectre par des arguments simples.

Modele de Lundgren
FO h 2 _R2 o T
Q(r) = ml_(l—l_“——hR)e ,aVQCR—E
FO 2 *R2
= — (1
wo(r) 7ra2(1—|—h)( +hR%) e
1) = 27ra2(1+h)R ¢
Modele de Pullin et Saffman
Lo 2\ —R? (1 +a/2, R?)
Q = ———— (1 -1+ —-—
(r) ez |1+ E)e T Tt a/2)
Ty R* 2) _R?
= —S |l R
“o() Ta? (F(l + /2) ¢
flr)y = LR”‘ e B avec les définitions:
- 7a?T (14 «/2) ’ 1V ’
o0 X
I'(v) = / “trl gt et ,T) = —/ =Ll gt
(v) ; e et y(v,x) o) Jo e

2.3 Etude numérique des différents modeles

2.3.1 Les modeles étudiés

Modeéles des articles de Lundgren, Pullin et Saffman. Nous avons repris les simulations
numériques basées sur les réalisations proposées par ces auteurs. Les formes analytiques sont
données dans le tableau ci-dessus. L’intérét du choix de Lundgren [39] est qu’il décrit un vortex
dont la limite est la solution de Burgers, sans autre comportement singulier que I’accumulation
de longueurs caractéristiques de la spirale.

Le modele de (PS) [48, 50] a I’avantage lui d’étre & circulation nulle & Pinfini. Il est construit
sur I'idée (Onsager) qu’un bloc de vorticité positive va attirer & lui des zones de vorticité positive
peu & peu. Cela implique une dissipation intrinseque du vortex sans recourir & des mécanisme
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Spirale algébrique

Q) = %R‘l/"

wo(r) = % (2 - é) R Y ot R= -

fr) = e

Spirale logarithmique

Q@) = —% LiQ +2ln(R)] Ree® ouR= 2
wo(r) = % [ + (ﬁ + 21n(R)> (2R2 —€— 2)] Re ®
i) = Do

de fragmentation (burstings) ou de recombinaison de filaments de vorticité et permet ainsi une
évaluation du temps de vie 7o de la structure. L’autre caractéristique du modéle est qu’il est
construit & partir d’une généralisation de la spirale de Kaden [54], que Ion retrouve en prenant
a = —1/2. Son défaut est de comporter une singularité qui tend vers 'infini au centre qui peut
induire elle-méme des propriétés particulieres.

50 100 150 200 250 50 100 150 200 250
vorticité spectre de la vorticité
x 10
8 3
6 2
1
4 [}
]
3 a0
2 >
-1
0 -2
-2 -3
[o] 50 100 150 200 250 (o] 50 100 150 200 250
coupe au centre du vortex coupe au centre du vortex

Fic. 2.6 — Vortex de forme algébrique, avec a = 0.005, « = 2, T'g = 0.1, s = 10, v = 1.5-1075,
t = 2-1073. De gauche a droite, haut en bas: image du champ de vorticité a mi-vie; tranformée de
Fourier 2D de w ; coupe transverse de w passant par le centre; coupe transverse de la vitesse radiale.

Modeéles en spirale algébrique et logarithmique. En lien avec les études sur les spirales
et les signaux qui leur sont associés du premier chapitre nous avons implémenté une solution
donnant un enroulement logarithmique (figure 2./) et une autre un enroulement algébrique
(figure 2.6).

Les formes analytiques sont aussi indiquées dans le tableau ci-contre. Nous les avons choisies
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a 'aide de deux relations:

— La vitesse de rotation doit vérifier 8 < (), relation imposée par le type de spirale. On
prend éventuellement une approximation de la solution qui permet d’avoir > 0et Q' <0
comme requis pour la solution de Lundgren.

— La moyenne radiale de la vorticité wy est alors imposée par (2.9).

— La fonction f(r) donnant ’amplitude des bras est libre (pour les termes n > 1). On peut
se baser sur le terme principal de la vitesse radiale dans (2.14) pour fixer le comportement
voulu de I'amplitude de la vitesse.

Nous avons essayé de nous rapprocher pour le modele logarithmique le plus possible des
fonctions de Mellin afin de pouvoir comparer le comportement d’une simulation basée sur ces
signaux d’un modele construit & partir des résultats de Lundgren.

2.3.2 Mesure et représentation du spectre

On a vérifié que le comportement spectral calculé & partir de la vorticité est numériquement
convenable. Une méthode pour représenter dans un plan temps-échelle la cascade d’enstrophie
et le déplacement vers les petites échelles des bras de la spirale qui contiennent 1’énergie de
la structure, est de faire une transformée en ondelettes du vortex. Vassilicos et Angilella [3]
ont approximé le résultat d’une transformée en ondelettes sur un vortex de Lundgren de forme
algébrique. Nous nous sommes contentés pour I'instant de visualiser cet aspect en représentation
de Fourier. La figure 2.10 montre I’allure de la TF du champ de vorticité, moyennée sur 6 afin
d’obtenir la distribution radiale, évoluant au cours du temps. On remarque la contribution
du ceeur, surtout dans la forme de Lundgren, qui est majeure aux petites échelles, varie peu
rapidement. On note aussi les bras dans le plan (k,t) qui migrent vers les petites longueurs
d’onde et sont courbés a cause de 1’étirement. Si on fixe celui-ci & zéro les bras sont rectilignes.
Enfin il est net que le détail de la structure temps-échelle dépend de la forme analytique choisie
pour le vortex.

On peut ensuite montrer, en utilisant le lien (2.21) prouvé par Lundgren entre ’enstrophie
et le spectre d’énergie, que ce dernier suit la loi de Kolmogorov. 1l suffit de moyenner sur 8, puis
sur le temps étiré T'. Le résultat est présenté figure 2.7, ot on a tracé k5/3 E(k). Dans tous les
cas on constate la présence d’une zone intertielle assez nette. La moyenne a été réalisée sur des
évolutions tronquées aux petits temps, et aux grands temps quand seule la présence du coeur du
vortex se fait sentir.

2.3.3 Quelles formes de spirale?

Dans I'esprit des travaux de Vassilicos, on a essayé de caractériser les réalisations du modele
de Lundgren en effectuant deux mesures:

— détermination du type de spirale,
— estimation de Dg.

La premiere est aisée en utilisant les propriétés mentionnées au 1.3.2. Nous vérifions en tracant
figure 2.8 la position des bras r, en fonction de I'indice de ce bras n en diagramme log-log ou
semi-log que le modele algébrique correspond avec un assez bon accord a une spirale algébrique
sauf quand on s’éloigne beaucoup du centre du vortex. Le modele logarithmique est lui encore
plus clairement d’enroulement logarithmique. La courbe de dr, = r41 — 7y, en fonction de ry, est
aussi donnée pour la spirale logarithmique et a le profil linéaire passant par zéro attendu. Nous
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F1G. 2.7 — Spectre d’énergie corrigés par k'3 pour les modéles de Lundgren, logarithmiques et algébriques.
Le tracé en pointillés inclut la contribution du ceur, l'autre non. Les trois figures sont en log-log.

donnons le résultat de la méme étude pour un vortex selon la forme de Lundgren (figure 2.8). On
ne peut conclure & aucun des deux modeles bien qu’on trouve toujours une zone assez étendue
ou 'on voudrait voir un type d’enroulement ou 'autre. Finalement cela illustre la difficulté a
estimer sur le faible nombre de tours dont on dispose (moins d’une dizaine) comment s’enroule
la spirale et il est difficile de prétendre que I'une ou ’autre forme doit étre fondamentale.

Ensuite nous avons essayé les outils développés par Vassilicos pour mesurer la dimension de
capacité des parois du signal Dg. Le modele algébrique qu’il privilégie doit avoir un Dg différent
de 1. En choisissant @ = 0.5 conformément a I’article [56], on a théoriquement Dy = 2/3. Nous
avons estimé & l'aide de l'algorithme faisant appel & la transformée en ondelettes, Dp aux
différents temps de 1’évolution du vortex. Le résultat est donné figure 2.9. La moyenne sur les
mesures est < D >=0.64 et 'écart-type est 0.15 ; le résultat est compatible avec la valeur 2/3.
Nous avons volontairement dans ces mesures choisi de fixer la direction de coupe retenue pour
obtenir un signal 1D. Ainsi la rotation de la structure et le fait qu’initialement elle n’est pas
axisymétrique influe sur le nombre de bras vus et leur espacement selon la direction de coupe
choisie. Cela est responsable d’une grande partie du bruit constaté et du fait que la mesure de
Dp semble osciller au cours du temps: ce n’est que I'objet qui tourne. Cet effet est cependant
pertinent dans le sens ou la mesure sur des signaux expérimentaux se fera sur des structures
orientées dans tous les sens et de tout age et on peut s’attendre & ce que la mesure de Dg soit
bruitée et peu utilisable.

Afin de montrer qu’on peut facilement penser & tort étre en présence d’un objet & dimension
Dpg non triviale, nous donnons les résultats de la mesure au cours du temps de Dg pour les
modeles logarithmiques et de Lundgren. On observe assez nettement, en plus du bruit induit
par la rotation, une évolution du Dr moyen a un instant donné. On peut comprendre que I'on
trouve une dimension non égale & 1 bien que théoriquement ces vortex ne s’enroulent pas de
maniere algébrique : on voit un comportement sur les quelques bras existants donc sur une zone
restreinte d’échelle, insuffisante en fait pour une mesure en cas d’enroulement logarithmique.
Aux grands temps la spirale se développe et des longueurs caractéristiques plus faibles sont
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Fic. 2.8 — Détermination du type d’enroulement. Les premiéres sont pour le modéle logarithmique ;
ensuite pour le modéle algébrique; les derniéres pour un vortexr de Lundgren. Voir le texte pour les
commentaires.

accessibles donc le Dg moyen pour la spirale logarithmique diminue puisque la pente de In(e)
diminue quand on peut pousser I’analyse & plus petite échelle. Pour le modele de Lundgren au
contraire, ’augmentation au cours du temps du nombre de bras tend a rapprocher Dg de 1. La
destinée finale de ce modele étant un vortex de Burgers, la mesure de D n’a plus vraiment de
sens aux temps longs car elle ne qualifie pas le comportement principal en Burgers.

Au final on ne dispose pas encore d’outil adéquat pour décrire ces structures. Un effort devra
étre fait en particulier sur les possibilités d’analyse qui permettraient de retrouver 1’équivalent
de ces objets modeles dans un signal expérimental.
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50 60
temps temps

Fi1c. 2.9 — Mesure de Dg au cours de l’évolution des vortex de forme algébrique, puis logarithmique et

proposée par Lundgren de gauche a droite.

| k| (unités arbitraires)

|| (unités arbitraires)

F1G. 2.10 — Représentation de l’évolution temporelle de w(k,t). L’axe des abscisses est le temps, celui
des ordonnées est le module du vecteur d’onde, de 0 d k,,..- En haut la forme de vortex est celle de
Lundgren, Uautre a une forme logarithmique. Notez les bras courbés qui se déplace dans le plan vers les

petites longueurs caractéristiques.
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Chapitre 3

Mesure de la vitesse d’un vortex de
Lundgren

3.1 Motivation

Afin de nous rapprocher des expériences, nous essayons de simuler une mesure de la vitesse
d’un écoulement modélisé aux petites échelles a la maniere de Townsend. Comme le modeéle
de vortex de Lundgren présente le double avantage de donner des résultats sur les propriétés
spectrales du champ de vitesse en accord avec les théories statistiques de la turbulence et avec
les mesures existantes et d’étre suffisamment général pour que ’on puisse choisir la forme exacte
des vortex étudiés, nous supposerons que la structure aux petites échelles peut étre décrite par
celui-ci. L’étude est principalement numérique car on a vu la difficulté & obtenir une forme
analytique pertinente pour la vitesse.

Peu d’efforts [72] ont porté jusqu’a présent sur ce que donnerait effectivement une mesure
sur une distribution de telles structures. Un article de Kuo et Corrsin [36] essayait de déterminer
si le comportement des mesures de vitesse en deux points était cohérent avec une forme en tube,
en feuillet ou en spheére! des structures détectées et concluait en faveur des objets tubulaires.
Saffman et Pullin ont eux montré [55] que des vortex de Lundgren orientés avec une certaine
anisotropie donnaient le méme spectre d’énergie que dans le cas isotrope: le résultat en k—5/3
pour le modele de Lundgren ne dépend donc pas de isotropie aux petites échelles.

Nous avons essayé de mettre en place des tests numériques pour comparer les signaux qui
seraient issus d’un modéle de Townsend-Lundgren et d’une expérience. Apres avoir étudié la
maniére de déterminer la mesure de vitesse pour un objet, nous nous sommes attaché a fixer des
parametres dimensionnés cohérents avec les expériences, avant de simuler des signaux de vitesse
pour un ensemble de vortex.

3.2 Mesure en un point d’un vortex d’orientation quelconque

3.2.1 Calcul du champ de vitesse

Alors que le champ de vorticité est directement accessible numériquement en sommant (2.8),

N
la vitesse ne peut étre calculée que par une inversion de la relation & = V A @. Cette opération
est possible (voir [54]) mais forcément non locale.

Nous avons choisi de I'inverser en passant dans I'espace de Fourier :

(3.1)

1. Une spheére est un modele envisageable si I’étirement senti par le vortex au cours de ’advection est négligeable.
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3.2.2 Orientation d’un vortex

Les données concernant 1’évolution temporelle d’un vortex sont calculées au préalable et
stockées dans des fichiers ol la position initiale du feuillet de vorticité est toujours la méme.
Il faut donc définir correctement les parameétres d’orientation qui permettent de simuler une
distribution isotrope de telles structures.
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F1G. 3.1 — Orientation d’un vortex selon les conventions données dans le texte.

On note {1, €;,€//} les vecteurs de la base orthonormée liée & la sonde parallele & 7. Une
sonde de vitesse mesure la composante dans le plan orthogonal & ce vecteur. On fixe d’abord
la vitesse d’advection moyenne par rapport & la sonde, supposée dans le plan (e7, 67/) : norme
Uy et angle 8 avec le plan de mesure. L’axe (Oz) du vortex est orienté par rapport & la sonde
au moyen des deux angles des coordonnées sphériques: ¢ la colatitude et ¢ la longitude. Enfin
dans le plan du vortex, on note R et 6 les coordonnées polaires du point le plus proche du
centre de la droite que parcourt la sonde au cours de la mesure (projection orthogonale sur la
droite définie par le point ou est la sonde et la vitesse d’advection U'o) L’angle 6 définit en
fait le troisieéme angle d’Euler pour orienter le vortex dans ’espace. Enfin il faut introduire un
parametre supplémentaire pour le signe du vortex. On a donc 7 parametres géométriques pour
un objet.

Lors de la mesure, afin de faciliter Pacces aux données numériques, on utilise la base {€7, €}, €, },
avec €; qui est orienté selon la projection de [70 sur le plan du vortex, donc parallele & la droite
de mesure. La matrice de passage de cette base a la base de la sonde est :

cos ¢ —sinycos sin ) sin «

sinpcosty  cosy cos Y cosa —cos @ cosysina
—sinysina —sin cos « (3.2)

singsinty  cosysiny cos a —cos psiny sina

+ cos 1 sin « + cos 1 cos &

L’équation donnant « est:
cos (3 cos

tana = Beosyp (3.3)

cos 3 cos @siny — sinfBsing’
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ce qui nous permet de calculer cos a et sina avec un petit peu de trigonométrie. On introduit
aussi 'angle ( entre la vitesse Uy et le vecteur €, qui permet de trouver la projection de la vitesse
d’advection sur le plan du vortex et sur ’axe.

cos( = sinfcosp + cosBsinpsiny
sin( = cosf[cospsiny cosa+ cossina] (3.4)
— sin 'sin ¢ cos a

Procédure de mesure adoptée

On a décomposé le champ de vitesse en deux parties: U= U'o + ‘72(1. La vitesse d’advection
extérieure au vortex Uy est supposée étre constante lors du passage d’un objet sur la sonde. La
vitesse 172(1 est le champ bidimensionnel associé au vortex ; il est calculé d’avance et stocké. On
a a disposition une bibliothéque des champs de vorticité et de vitesse de différents modeéles, a
différents dges. On peut alors simuler n’importe quelle mesure de vitesse sur un vortex.

Si on adopte un temps d’échantillonnage At sur la sonde, et prenant ’hypothese de Taylor
qui consiste & supposer que l'objet est transporté comme gelé sur la sonde a la vitesse moyenne
ﬁo, le pas d’échantillonnage sur I'axe Oz est Az = UyAt cos(. Dans le plan du vortex, ce pas
est: Arog = UpAt sin(. Il ne reste qu’a extraire les bonnes données.

Une amélioration est possible si suppose un taux de turbulence assez important. On peut uti-
liser la méthode proposée par Pinton et Labbé [47] en corrigeant le pas effectif d’échantillonnage
en fonction de la vitesse moyenne mesurée en ce point. Une deuxiéme modification permet de
supposer que le vortex évolue pendant la mesure et n’est pas simplement figé 4 un instant donné.

3.2.3 Validation de la procédure

vitesse (m/s)

N w
vitesse (m/s)

[} ~

-
o

0 a4
-0.01 -0.005 O 0.005 0.01 -0.01 -0.005 0 0.005 0.01
t(s) t(s)
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9 8.5
z 8 z 8
E £
g 7 $75
e e
S 6 s 7
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F1G. 3.2 — Mesure de la vitesse d’un vortex de Burgers dans la configuration de Uarticle [|. Les paramétres
d’orientation sont ¢ = w[2, ¢ = 0, et de gauche & droite, bas en haut: B =7/2 et R=0; B =7/6 et
R=0;8=m/6 et R=0.001; =0 et R=0.001. L’angle § n’est pas pertinent grice a l’axisymétrie du
vorter.

Nous avons étudié les profils de vitesse mesurés pour un vortex de Burgers passant sur une
sonde située dans le plan du vortex. On considére en de surcroit que la vitesse d’advection est
aussi dans ce plan. En fait on a @d//é;, soit ¢ = 7/2 et ¢ = 0 ou . Cette situation a déja été
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étudiée par P. Chainais et al. [15, 16] ce qui nous permet de confirmer les résultats. Pour un
vortex de Burgers la vitesse est :

up = —sr/2,

. PO 7,’.2/40‘2
ug = % (1 — € ) , (35)
u, = 82.

On négligera [16] la vitesse due au champ d’étirement.
Les profils mesurés sur la figure 3.2 sont les mémes que dans l’'article [16], figure 9. Comme
les deux approches sont différentes, on peut penser qu’elles sont correctes.

3.3 Fixer les parametres des objets

Une difficulté importante des modeéles basés sur les objets cohérents est le nombre important
de parameétres qu’il faut généralement fixer. Nous donnons d’abord les relations permettant de
fixer ceux définissant un objet, puis ceux concernant ’ensemble de la population.

Quel vortex? Un premiére question est de savoir choisir entre les différentes formes ana-
lytiques possibles. Nous en avons vu quatre intéressantes. Les tests ont été menés sur ces 4
possibilités. Les constantes & définir sont alors: a rayon typique, s taux d’étirement, 'y circula-
tion typique, V échelle de grandeur de la vitesse autour du vortex. Sans aller jusqu’a réussir a
fermer le systéme comme Pullin et Saffman, il faut que les grandeurs choisies soient cohérentes
avec les propriétés du flot d’ensemble. On a les relations:

— € ~ vs? en suivant I'idée de Townsend [65, 64] selon laquelle I’étirement moyen senti par un

vortex est produit par les autres vortex qui 'entourent. Cela permet en plus de vérifier que
le spectre est fixé par la dissipation et la viscosité uniquement. Sous hypothese d’isotropie
et en supposant que la vorticité donne tout 1’étirement on aurait: € = 15vs2. En fait les
calculs de (PSB) [50] indiquent que le rapport s?v/e ~ 0.01.

— Rey = T'g/v, nombre de Reynolds du vortex que l'on fixe en paramétre. On peut supposer
que ce nombre est celui qui décrit les fluctutations de vitesse turbulentes donc qu’il est 1ié
au nombre de Reynolds associé & 1’échelle de Taylor. Dans les simulations numériques de
Jiménez [32, 24] ainsi que dans les calculs de Pullin et Saffman [48], Rey est entre 100 et
1000.

— V =~ Uy+/7 ol 7 est le taux de turbulence de ’écoulement. Cette relation suppose encore
une fois que la turbulence est principalement due aux vortex.

— I'p >~ 27V a, relation donnant le circulation autour du vortex. Elle peut étre remplacée
par la détermination du rapport sa?/4v, rapport entre la taille caractéristique d’un vortex
spiralé et le rayon d’équilibre d’un vortex de Burgers. Cependant la difficulté & estimer cette
grandeur & partir des données expérimentales nous a conduit a préferer I’autre relation. A
titre d’indication, (PSB) prennent sa?/4v entre 10 et 100 [50].

Ces relations ne forment pas un systéme fermé; ce ne sont que des indications pour prendre
des parameétres cohérents avec la dissipation moyenne, la viscosité, le nombre de Reynolds et le
taux de turbulence d'un écoulement étudié. A partir des expériences menées a la soufflerie du
laboratoire de 'ENSL, on peut estimer: s ~ 100 s~', a ~ 0.005 m, I’y ~ 0.1, V ~ 2.8 ms~!. Ces
valeurs ont majoritairement été utilisées dans les simulations numériques.



35

Statistique des structures. FEn supposant I’isotropie, on convient que les angles d’orientation
1, ©, 6 sont aléatoires de distribution uniforme. La distance R de la sonde au centre I'est aussi
mais il faut la borner pour que le passage d’un vortex corresponde effectivement & un vortex
prés de la sonde! On peut prendre un multiple de ¢ comme limite. Le signe du vortex est lui
aussi aléatoire (on doit retrouver I'image de ’allée de tourbillons de von Karman avec autant
de vortex dans un sens que dans 'autre).

Le choix de Uy est plus délicat : il faut avoir un modele pour les grandes échelles du flot
avec une variation lente de Uy et 8 au cours du temps. Ce travail reste & faire, peut-étre en
se basant sur les idées de Pullin et Saffman [49]. En attendant il suffit de prendre Uy constant
et (B aléatoire et lentement variable. Un seul objet ayant les propriétés spectrales voulues, un
ensemble les aura aussi, méme avec un modele irréaliste pour le flot moyen.

II faut aussi déterminer le temps de vie des vortex. Dans un souci de simplicité on se base
sur 1’étude des propriétés spectrales menées et on accepte uniquement la zone temporelle ol les
bras de la structure évolue en conduisant au spectre de K41. Une évaluation indépendante [48]
de 79 mais guére plus précise est possible en mettant & zéro I’exponentielle réelle de (2.8):

2 o\ —2/3
STy ~ s (—0) , (3.6)

v

puisque || = O(T'y/a?). 11 faudrait des résultats sur I'interaction et la recombinaison de vortex
pour faire mieux.

Temps d’attente entre deux vortex Abry et al. [1, 2] ont montré que la statistique des
événement de dépression, associés aux filaments de vorticité était poissonienne sauf aux temps
trés courts [16] qui correspondent vraisemblablement & des distances ou ils interagissent. Comme
nous ne savons pas comment décrire ceci actuellement, nous prenons des vortex indépendants en
interdisant qu’ils se superposent. La loi d’attente est alors celle de Poisson [45] aprés un temps
d’attente correspondant au passage du rayon moyen d’un vortex :

p(At) = pe AL, (3.7)

1! est le temps moyen entre deux objets. On peut supposer que les vortex remplissent quasiment

tout 1'espace de volume V. Comme leur longueur est typiquement )\, leur diamétre av/2, et la

distance moyenne entre deux est Upp !, on a:

Vvortex — 20/2)\ (3 8)
v (Uop=1)?’ '
- Uo
d'ou: p =~ 2N (3.9)

3.4 Essais de simulation d’un signal de vitesse

Nous en sommes aux balbutiements de ces essais. Seule la programmation des procédures
est en place avec les estimations indiquées dans la partie précédente. Des tests sont en cours
pour vérifier d’une part que le spectre d’énergie mesuré sur la vitesse, et non plus sur la vorticité
est correct, d’autre part que les propriétés (visuelles autant que géométriques) des signaux et
ses moments ou toute autre propriété que 1’on sait mesurer sont en accord avec les résultats
expérimentaux.

Le premier point est de s’occuper du spectre. Nous I’avons mesuré déja a partir de la seule
vitesse en réalisant des coupes aléatoires & travers les vortex. Les parametres d’'un objet, pour
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son orientation comme pour son age, sont déterminés aléatoirement. Le seul aspect non étudié
est alors le temps d’attente entre deux vortex et les problémes de superposition partielle de deux
objets. Un résultat typique, pour le modele algébrique est donné figure 3.3. On constate encore
une fois la nécessité de déterminer convenablement les limites de temps de vie des vortex pour
obtenir une zone inertielle.

La suite est & ’heure actuelle en cours d’étude et nous ne diposons pas encore de résultats
supplémentaires.

log( E() * k%)

10" L

100 L L
10 10 10° 10°
log(k)

Fic. 3.3 — Mesure du spectre d’énergie a4 partir des simulations de vitesse d’un vortex de modéle
algébrique. Le spectre est corrigé par k°/3. La courbe — correspond & une moyenne sur des vortex jeunes
uniquement (dge de T a environ la moitié du temps de vie), -. 4 une moyenne sur des vorter vieuz
uniquement (age de la moitié du temps de vie & T2).
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Conclusion

Ot en sommes-nous de 1'objectif de modélisation annoncé dans I'introduction? Actuellement
les résultats qui préexistaient ont été largement débroussaillés. En particulier nous avons réuni
les éléments précis qui permettent de forger une image simple de modeéles intéressants: des
objets solution de (NS) avec une structure interne plus riche qu’'un simple vortex de Burgers, se
rapprochant de singularités oscillantes (par ’existence d’une partie spiralée en particulier).

Nous commencons aussi a étudier les propriétés des simulations de mesures de vitesse mises
en place, comme elles ont été décrites, a partir des vortex de Lundgren qui ont une forme en
adéquation avec I'image dégagée de la premiere partie. Les études d’un seul vortex ont montré
que le spectre est convenable qu’il soit numériquement calculé a partir de la vitesse comme de la
vorticité. Sans pour 'instant s’occuper des interactions entre objets et/ou échelles, nous avons
posé les principes pour obtenir la statistique des objets & mélanger.

Nous avons aussi vu I'insuffisance des outils construits sur les idées géométriques et sur les
fractales. I1s ne permettent pas de discriminer entre différents modeles et ne donnent actuellement
pas des résultats exploitables. D’autres méthodes devront étre trouvées.

Bien engagés sur le probleme de la modélisation des signaux de vitesse, nous continuons
cette étude systématique. L’objectif est de pouvoir déterminer plus précisément les parametres
adaptés conduisant aux propriétés spectrales attendues pour la turbulence. Ensuite, nous pour-
rons simplifier peut-étre, en se basant sur une connaissance solide des objets qui sont solution
de Navier-Stokes, la modélisation pour s’intéresser aux fonctions de type Mellin (ou celles qui
seront adaptées) et mettre en place les outils d’analyse adéquats.
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Annexe

Calcul du spectre pour la solution de Lundgren

On part des équations (2.21) qui donnent aprés moyenne sous hypothese ergodique le spectre
d’énergie en fonction du spectre d’enstrophie F(k,t) du probléme réduit a 2D :

2 o 2
Fak,t) = k[ fualo,0) by,
o T(72)
Ek) = — / S(T)'\2Fy[S(T)~'/?k, T dT, (10)

12
(1)

On calcule la transformée de Fourier de la solution (2.8) proposée par Lundgren:

- 1 P
wa(ks,t) = W/wg(r,ﬁ,t)e_’kQ'TrdrdO

= —(21)2 /wo(r,t)e_ik”os(e_ek)rdrdH
T

+(271T)2 Z/fn(,r,)ein(HfQ(r)t)efikrcos(afak)ef%un2\Q’(r)|2t3,’,drd0
n#0

- ﬁ[o(k,t) +3 (;ann(k,t)ei”"k, (11)
n#0

ou I, (k,t) est défini & l’aide de la fonction de Bessel d’ordre n J, :

Lk t) = /Ooown(r,t)Jn(kr)rdr

an 2T i
Jn(kr) — / emﬂe—zkr cos @ do (12)
0

2

En prenant le module au carré, on arrive a:

- 2 1 i )

‘w2(k2,t)‘ =9 (Io(k,t)2 +2 Z |In(k,t)|2> + Z termes en ™%, (13)
( ﬂ-) n=1 m#0

Apres intégration sur 6y il reste:

Fy(k,t) = % (IO(]{"at)2 +2 i |In(kat)|2> : (14)

n=1

Evaluation des intégrales. On calcule par la méthode de la phase stationnaire les intégrales
I,(k,t), pour n > 1. Le développement asymptotique des fonctions de Bessel est :

1
(rk:>oo) 2wkr

Jn(kr <(_Z~)n+1/26ikr + in+1/26_i Ic'r) ’ (15)

ce qui permet d’écrire dans la limite de kr — o0

In(k},t) ~ ,27_(_1]{:,,, / ((_i)n—l—l/Qeik'r + in—l—l/Ze—i kr) fn(r)e_mn(’")te_%”"2|Q’(’")‘2t3rdr. (16)
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La phase des deux termes est :

o = tikr — inQ(r)t. (17)
0
Elle est stationnaire si > = 0 et comme ' < 0 et k>0, on a pour condition: k = —n'(r,)t,
r
soit la relation (2.11). Avec ¢" = —inQ"(r,)t, on a:
1 . 1,20y 2,3 27 il g
I,(k,t) ~ ”—271']%“ Zn+1/27°nfn(""n)e 3@l —inQ"(ry,) O mQ('rn)t,
n n
i\ e e 18)
nQ" (ry,
On calcule alors le module au carré de ces intégrales:
2 T — 2,210 (rp,)| 283
[Tl ) o 20| () P B P, (19)
3N _' 2 kiltil - T _2,,.210) 243
doit Jun(ot)|" = T3 552 (Z (M r) P3O (20)
n=1 n

sans tenir compte du terme du cceur et des termes en ™% . Aprés intégration sur I’angle 6, on
obtient le spectre d’enstrophie des bras:

Fy(k,t) ~ —Z nQ" |fn (r)|%e —Zun?|Q (ry) 28

ey o (ra) 2”379, (21)

¢
]
M8 i
s
{2

en utilisant la définition de r,. Enfin avec (10) ona:

c ' 1 (& 2, KT
n® = o [ \/%W—T(Z e )|fn<rn)|2>e 375 ar
T;T(IT)Q) 2 KT
~ %/\/ﬁlG(;T)e 3775 ar, (22)
T(m)

en définissant de maniére adéquate la fonction G. Aux grands temps, on doit avoir § = 1+ sT' ~

sT donc:
C ) s k
~ 2 v —gqu/s
k) ~ (/) \/;G (\/§T>e 2k /s g, (23)
T(m1

La contribution principale vient des grands temps. On fait le changement de variable: u = T'/ k2/3

et il vient : "
2
c $,-1/3 —3/2 —2vk2?/s 12/3
Es(k)_ﬁ/\/;k G(u )e sVk*/s k2/3 gy, (24)
U1
Finalement on arrive a (2.23):

E,(k) §—o/3 exp <—§y—k2> . (25)

S
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Spectre du cceur du vortex

Le spectre du coeur est donné par Iintégrale Iy. On suppose que la vorticité moyenne est
donnée par un vortex de Burgers, ce qui nous permettra de retrouver le résultat de Townsend
pour le spectre d’une assemblée de vortex de Burgers.

T(r2)
C
Eo(k) = 5 / S(T)Y2FQy[S(T)~1 2k, T] dT (26)
T(m1)

k
o FOy(k,t) = 2—|Io(k,t)|2.
s
Cette intégrale ne peut pas s’évaluer par la phase stationnaire et il faut se donner une fonction
explicite pour wy(r). On doit calculer:

oo 2w .

To(k,t) = /0 /0 ruo(r)e=*<s®) gr 4 27)
sT sr?

UJO(T) = 471_—2 €xXp <—E> . (28)

La transformée de Fourier se calcule explicitement et on a:

1 sTp [
walk,t) = %Zw_z /0 e 1% 1o (kr)r dr

1 sy 2v vk?
= — ——exp|—
2 4dnv s P s

k2
= ﬁro exp (—%) . (29)

k2
(220)319 exp (—2 sk ) ) (30)

Le calcul de la moyenne temporelle afin d’obtenir le spectre peut étre simplifié si on suppose
selon 'idée de Townsend que I’étirement n’a qu’un effet négligeable pour le spectre du coeur et
qu’on met 71 a zéro:

On a donc:

FOy(k,t) = k|ws(k, t)|?2r =

T(r2)

e VI Wwk?
Ey(k) = (27r)3k (/) exp( 73(1+3T)>
T(11

(27r)3T2k exp( . ), (31)

R

soit I’équation (2.25).
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