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Résune

La turbulence des fluides est depuis longtemps source d’inspiration et demesbpour le traitement
de signaux complexes. La premme partie sera une introductiance domaine, et discute les ca@idtiques
des signawa analyser, d’abord dans un cadre de proces&aates puis la @sence de structures orga-
nisées dans &coulement du fluide. On esquissera d&ptles et des exgriences quétudient ce proldme.
La deuxime partie prsente un formalisme d’analyse de I'auto-simifasgtochastiqua I'aide de la transfor-
mation de Mellin. Cette analyse est issue de tentatives de concilier auto-sérglasituctures dans un signal
et nous montrerons ce gu’elle peut apprendre dans certains cas. Cependant I'application directe aux signaux
de turbulence reste cevelopper.

1 Introduction a la turbulence et aux signaux qui en sont issus

1.1 Meécanique des fluides

L’ étude des mouvements d’un fluide est un peai de recanique, mais pour relie@guation plus aEsment
aux mesures, on regarde la vitesseegehned(7; ¢) définie en des points statiquéspuisqu’il suffit alors de
mettre une sonde en un endroit fixe pour la mesuréguation est celle de Navier-Stokes :
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ol p est la dens#, p la pression et la viscosié. A cela s'ajoute lequation de conservation de la masse, soit
V - ¥ = 0 pour unécoulement incompressible.

Le probeme est complexe caréguation comporte un terme nonéaire, celui de la &ivée convective.
La comparaison des ordres de grandeur du terme convectif negirnsur le terme visqueux est déerpar le
nombre de Reynolds, Re U L/v, construit avec une vitesgé et une longueuf. caracéristiques. Plus Re est
grand, moins Ecoulement appaiteorgani€, et les mesures ont une apparenéatalire. On appelle turbulence le
comportement descoulements de fluide grand nombre de Reynolds. Noter que cela ne revierd papposer
unécoulement de fluide parfait (sans terme visqueux) éaelgie dissipe par la viscositne s’annule pas@&me
si Re— oo ; on utilisera la dissipation visqueuse moyerne 1/2 < d(v?)/dt >, qui n’est pas nulle.

1.2 Les mesures e@riennes en turbulence : lois erechelle et intermittence

Signaux temporels.Des les observations @iminaires d’unécoulement turbulent, on est frappar plusieurs
choses a la fois par les changements incessants de I'allure du fluide (mais avec toujours des courants visibles,
des tourbillons, ...) et par une certairgpatition dans ces motifs qui psage I'existence de comportements
gérériques, moyens. Lige d’'analyser les mesures que I'on peut faire sur ceemest comme des signaux
“aléatoires” du fait de cette diffic@t pevoir I'évolution eta determiner avec @cision les conditions initiales

un temps don@ est ainsi commument accegie [Bat53, BLF53]. On trouve en figure 1 un exemple de la vitesse
¥(7; t) enregistée en un point fixe au cours du temps. La mesure est faite dans un fluide qui @deé qdits
possible, une bonne facon de le fa@ant de propulser un j@ grande vitesse qui est instable dans le fluide et



devient rapidement turbulent. La vitesse en un point est obtafia&le d'une sonde de vitessaefil chaud. Ce
signal a une allure de processusabire et esttudi avec les outils de I'analyse stochastique.
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Fig 1 - Signal de vitesse eitiennea gauche, signal de dissipation au milieu (éade la @rivee de la vitesse), et la loi
spectrale qui suit la pdiction enk~5/2 de Kolmogorov dans la zone inertielle (distance ettt n). Les signaux
proviennent de I'ex@rience GReC de turbulenaéhaut Reynolds (jusqa’107) dans de I'teliuma 4,5 K. [PPB 03]

Etudes statistiquesPremierélement, ces signaux sont stationnaires et la loi de probiabiitis vitesses est pour
I'essentiel gaussienne. Cependant ces mesures ne rendent pas justiet#sixld signal. On se convainc faci-
lement qu’il montre des variations sur une large gamnéehklles de temps. Une analyse plus agarest alors
d’étudier en fonction du tempsde $£paration le comportement des accroissements de vitésie;z,t) =
V(T t—7)—U(F;t) = 9(Z+7;t)—0(Z; t). La deuxeme forme permet de passedes variables d’espace en adop-
tant 'hypottese de Taylor d’advection locale, s@it- 7¢(7 t). On regardera les composantes longitudinéles
paralEles aux vecteurs dégaratiornyr.

Théorie de Kolmogorov — K41.Le lecteur pourra trouver ample Bitature sur les #vories statistiques princi-
pales de la turbulence, en particulier dans [Bat53, BLF53, MY71, Fri95] . On se contente ici de baliser les aspects
géréraux. Les tBories se donnent pour objectif d’expliquer les pre@s des champsé&dtoiresiv(7; 7, t). Les
premeres hypothses adogies sont la stationnagien tempsg, puis celles d’homogréité (independance vig-
vis deZ) et d’isotropie (qui, combiee avec I'incompressibibt implique que la connaissanceddongitudinale
suffit). Kolmogorov a propdsen 1941 [Kol41a, Kol41b] d’ajoutérces invariances peedentes I'auto-similai
du champ de vitesse :
SV T, 1) L N hu( 2, ). )

En supposant que le taux de dissipation reste non Bahensi le nombre Re tend vers l'infini, alors dimen-
sionnellement la viscogtr ete sont les seules grandeurs qui restent. Un calcul dimensionrggh dlécheller
commee ~ [§v(r)]?/[r/dv(r)] impose quer = 1/3 est I'exposant d’auto-similaétet les fonctions de structure
(nom des moments successifs deér)) prennent la forme suivante en turbulence pleineménebbpee :

E{(6v(r; Z,t))P} = Cp(Er)p/3 si n 2= r < L (zone inertielle) (3)

Pourp = 2 on en eduit la corélation puis (par la relation de Wiener-Khintchine) au spectrérmgrgie
qui est alors une loi de puissance dans la zone inertidilg:) ~ °/4€'/4(kn)~5/3. On a introduit ici I'unique
longueur selon K41, celle de la dissipation visquepse (13 /€)/4.

Exposants des lois de puissance. Formalisme multifractal et cascadeg&atbires.En fait la pédiction (3) de
K41, celebre pour la loi spectrale ém>/? experimentalementérifiee, est fausse pour les autres orgres 2 et
on a repoté en figure 2 (haud gauche) les exposants mesipour les zonesiudE {(dv(r; Z,t))P} ~ r¢». Une
nette eviation des, par rapportip/3 est constate.

Une premére cause de la&diation est lintermittence temporellede la vitesse et la dissipation : des bé&ef$
d’activité et de variation brusques de ces grandeurs existent et conduiseategularie des signaux qui varie
d’'un pointa l'autre, comme cela est visible sur I'exemple de dissipation (figure 1). Une iatatipn est que
I'auto-similarite cecrite en (2) £crit avec des exposaritgui fluctuent et elle conduit au formalisme multifractal
[FP85, Fri95] qui pedit une courbure de la Iaj,. Brievement, un signal est multifractal si les points la
régularie locale (exposant dedttler, c’esta-dire un comportement proche de (2) potendant vers 0) forment
un ensemble fractal, de dimension non trivialéh). Nous renvoyons [Fri95, Jaf97] pour des discussions sur
les aspects physiques et mathmatiques du formalisme.



Une deuxéme analyse met I'accent sur I'effgttistique de I'intermittence [Cas97]. Si(3) tenait, on devrait
avoir pour la variable &atoiresv(r)/(er)'/? une loi incependante de. Ce n’est pas le cas,&me dans la zone
inertielle. Les histogrammes de ces variablesatdiresiv(r) ont éte tra@esa partir de mesures. La figure 2
(milieu) prouve que leasultat est faux puisque les ld@soluent avee:, passant d’'une distribution gaussienne
guandr est grand (proche de la granéehelleL), a une loi ayant des ailes exponentielles quaséd rapproche
dern. Ces queues repsentent I'existence é€nements intenses (grande variation de vitegetite distance.

On peut moéliser cetteévolution sous la forme d’'un processu&atbire multifractal. Castaing propose
[Cas97] de modliser cette propéte des signaux de vitesse comme celle de cascadataks infiniment di-
visibles. La prop@te centrale est que I'on sait relier les lois de probabifit(In |0v|) d’une écheller a I'autre
par Py, (In|6v|) = G*"(r2)—n(r)l , p. (In|év|), ol « est la loi de convolution est le noyau de la cascade,
la fagon de éformer les lois pour changeré&thelle etG,, ., = G*"(r2)=7(")] |e propagateur qui fait pas-
ser d’'unécheller; ar,. De ceci on pedit le comportement des fonctions de structuré&ddv(r; &,t))P} ~
eH @) avecH (p) = —InG(p), (o G est la transforrée de Laplace d€), soit des lois de puissances avec
des exposant§, = H(p) sin(r) = Inr au moins dans la zone inertielle. On trouvera dans [Cha01] une mise en
perspective de la physique de la turbulence et des trav&exitjues sur ces cascadesadbires.
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FIG. 3: PDF 011, of the normalized increment Aw, fo-.
The curves are shifted for clarity. From top to bottom:
, 7= [0.15,0.3,0.6, 1.2, 2.5, 5, 10, 20, 40] ms.
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Fig 2 -Mise eneévidence de lintermittenceA gauche, courbe de,, exposants des fonctions de structure messir
(experiences de Gagne [Gag87] et de Chavarria [CBC95] ), coesadifferentes thories (K41, Kolmogorov 62
et mockle de She-eveque) ; au milieu, lois de distribution des accroissements de vitessieaule de I'exprience
GReC.A droite lois de distribution des accroissements de vitesse lagrangienne des mesures de Pinton et Mordant
[MMMPO1], qui révelent une intermittence statistique encore plus forte.

1.3 Tourbillons et structures dans les fluides. Autres mesures en turbulence

Quelle influence des structures en turbulence €es moéles statistiqgues rendent compte de l'intermittence et
de la complexi des signaux de turbulence en exhibant les lois statistiques mais oublient en fait une daepremi
constations portant sur I'organisation, toujours changeante certes, mais sewttur flot turbulent. Une &k

alternative serait donc de partir de ces structures, en premier lieu les tourbillons (ou vortex) intenses que I'on sait

apparétre dans un fluide turbulent [DCB91].
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un zoom sur desétails au milieu, lequivalent de la dissipation guéwele une intermittence temporelle, et les deux
derniers graphes montrent les lois de puissance (i&i€1®) pour I'eénergie et I'intermittence statistique. [Bor02]



En terme d’'analyse du signal les cafdtiques statistiques megeas pourraient aussi trouver origine dans
I'existence d'objets structure interne complexe dans le fluide [Mof84, HV91]. Alors que lestesdtatistiques
décrivent des singulaés partout dans le signal, sans condaifexistence de structures, on pourrait au contraire
n'avoir que des objets struces isokes comme des singuld@d# oscillantes [Mof93, JKVF93]. En effet, si on
regarde un tourbillon isél on attend que I'objet passant sur une sonde de vitesse induise une signature qui
est simuée sur la figure 3. Nous avons ici caleuine forme admissible, solution dé&duation (1), pour un
tourbillon. La solution examiee est celle de Lundgren [Lun82] que nous ne commenterars glus que pour
dire qu’elle cecrit une classe de tourbillons allarg filiformes, qui s’enroulent sur leur cceur @éveloppant des
ailes spirades qui lui donne cette structure interne riche. Walange, me simple, d’objets ayant une structure
interne riche, peut conduiedes statistiques compliges, fonctions de structure multifractale ou intermittence
des statistiques.

Mesures lagrangiennes en turbulenceRécemment des egpiences ont permis de suivre une ou plusieurs parti-
cules au cours du temps dans un fluide et d’enregistrer les vitesses lagrangienne8 1L Wr01, MMMPO1].
Nous commenterons la seconde qui utilise des techniques de sonar Doppler. krestsimt ici de souligner
gu’ici la méthode d’analyse est farment instationnaire puisqu'’il faut suivre une vitesse insta@ayui fluctue
énormément et non seulement trouver les moyennes. Danséfeqe de Pinton et Mordant [MMMPO1], la
particule est illumige par une onde ultra-sonore plane et diffuse celle-ci. La mesurecdilage Doppler donne
la vitesse. En figure 4 au milieu nous montrons le signal acquésdpterodynage sur le graphe du haut (ainsi
la vitesse est proportionneldela frequence), puis sa régsentation temps#éguence au milieu. Le graphe du bas
est le ésultat de I'estimation par filtrage (non stationnaire) de Kalman de cétjadnce.

Alors que I'analyse statistique de la vitesse lagrangiegmele essentiellement lesemes prop#étes (fonc-
tions de structure en loi de puissance, intermittence des lois que I'on trouvera en figure 2), 'examen des trajec-
toires de la figure 4 suivies montre des signaux d’allureediffite de ceux en drien. En particulier on trouve
souvent deg€venements d’oscillation rapide de la vitesse que I'on associerait volontiers au passage dans un
tourbillon et au tournoiement de la particule dans celui-ci.
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Fig 4 - Mesure de vitesse lagrangienri gauche le signal acquis et secdmposition temps-équencea droite des trajec-
toires reconstruites, respectivement engdmation, en vitesse et en position pour les deux composantes accessibles
a la mesure. [MMMPO1]

Mesures de vorticite en turbulence.Si les zones de tourbillons ont une importance pour comprendre les pro-
priétes d'un fluide turbulent, il esébitime de cherchex directement mesurer la vortigigui est le rotationnel de

la vitesses = V A 7. La méthode nive qui serait de cartographier la vitesse et d’édwre la vorticié ne donne
actuellement pas désultat pecis du fait de echantillonnage trogche des i@thodes de mesure de champs de
vitesse eldriens.

En s’appuyant sur les progtes d'interaction entre uacoulement et du son, C. Baudet @vdlopg@ une
experience qui sonde directement la vorécid'un écoulement [BMW99]. Une onde sonore diffuse sous le fait
d’'un champ de vorticé et donne a@sa une composante de Fourier de celui-ci. Comme on mesure ensuite I'onde
diffusée par un volume deécoulement, I'exprience est une mesure spectrale, en volume, mais inséentkn
la vorticite. La figure 5 montre des signaux typiques enreggsirgauche, sur deux canaux @mbndants qui
sondent la rBme composante de Fourier. La commuagaliallure prouve que le comportement instagtarbien
une origine physique. La figure de droite est la esgntation tempséguence d’'un tel signal.
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A nouveau l'intermittence, ici de la vortiéf se signale par le passage de paquets qui, du fait detteode
de mesure utilise, cenotent une structuratial I'échelle — le vecteur de Fourier en fait, séadoar diffusion
acoustique. Ces paquets ont une signa@iidier par une lecture non stationnaire des signaux.

channel 1, real part, 20kHz.

f-marginal Representation TF (rid) d’un signal de diffusion par la vorticite
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Fig 5 - Mesures de vorticit par diffusion d’'une onde sonore de Baudet et MicAgjauche on montre le signal de diffusion
acoustique acquis sur deux canaux acesndour sonder la &@me composante de Fourier de la voréick coté on
voit la decomposition temps-&quence d’un tel signal, quévele le passage de paquets orgasisur lesquels ont
peut faire des statistiques. [BMW99]

1.4 Du @té du traitement du signal : quelles néthodes pour la turbulence ?

Des représentations non stationnairesPuisque les signaux de turbulence (nous avons iflules vitesses
eukerienne et lagrangienne et la vort@itont des variations complexes g@hiculent I'information sur la tur-
bulence, les rathodes non stationnaires y trouvent un champ d’application naturel. Partant d’un’sighadn
sait que sa repssentation en &quence, par transfoéa de Fourier, est parfois plus énéssante (FX)(v) =
[ z(u)e~"*™ du, bien qu'elle porte la r@me information.

Quand les descriptions uniqguement temporelle ou spectradadsie insuffisante, il faut s’aider des ré&gen-
tations qui @pendent d’'un temps et d’'uneéffuence (parfois d’'unéchelle)a la fois [Fla93], afin de mieux
déeployer I'information. De telles repsentations furent utiées pour les figures 4 et 5. Deux classes de so-
lution sont possibles : celles quedomposent le signal sur des basesciges en temps et enéfjuence,
decompositions atomiques &aires puisque I'objectif est d’avoiX (¢t) = [[ r,(u, v)b,f(t)dudf. La variable
v de la repésentation, (u, v) s'interpete en fequence si elle seédale quandX est transld&e en fequence
(possible si par exemplg, s (t) = bo(t — u)e~"?mft), Lautre solution est celle des rémentations biligaires,
construites par lissage (en temps étjfiience) de la repsentation de Wigné¥ x (¢, ) = [ X (t+7/2)X (t — 7/2)
e~ 277 dr. Ces distributions quadratiques peuvent condainae meilleure lisibilé d’un signal que les@ompo-
sitions atomiques, en particulier une localisation meilleure de trajectoires dans le plan tequesie.

Des représentations eréchelle.ll n’est pas @cessaire de conserver 'integpation féquentielle de le deugime
variable. L'analyse en terme d’'auto-simil&ritle la vitesse turbulente, puigtiide de saégularie locale, pri-
vilégie la notion céchelle. On construit les motifs de base par dilatation et translation dans le t&mfsa) =

[ X (uw)¢([u — t]/a)du/a. On reconntt la forme des transforées en ondelettes [Mey90] si, I'ondelettte,
vérifie la condition d’admissibilé. D'autres cours se chargent de |@g@ntation des bases de I'analyse har-
monique avec les ondelettes. Disons ici que ces ondelettes forment de bien meilleures bases, g(tg &s
sont alors des outils privegiés d’analyse de I'auto-similaétcar elles sont invariantes éohelle dans ce cas et
permettent de mesurer I'exposantou les exposants dans un contexte multifractal [Abr97, AGH88].

Analyse de statistiques ou de structures Passer par ces rég@entations non stationnaires autorise en fait de
concilier statistiques et stuctures puisque la variable gguence ou d&chellea un instant écrit en quelque
sorte la structure, au moins certains aspect&alarié locale par exemple), tandis que Eptbiement en temps
permet d'effectuer des moyennes statistiques sias grandeurs analyss.

La deuxeéme partie s'iriressex une voie orthogonale &fude de signaux complexes, qui s’appuie sur des
objets de bases strucés car ce sont des singul@stoscillantes. L'iée qui vaétre expoge est de construire
une analyse spectrale stochastique directement pour lesgiespliiees aux dilatations, donc aéxhelles. La
motivation principale est #tude d’un signah partir de ses prof@és enéchelle mais I'i@ée connexe que nous
commenterons en conclusion est que les eéheglde vortex de la turbulence s'appuient sur des objets (comme en
figure 3) qui ont chacun un comportemengeirgssant echelle, donc soumis a prigxice type cétude.
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2 Processus aatoires et dilatations : Mellin et Lamperti

2.1 Dilatation, échelle et repesentation de Mellin

On cefinit les dilatation®Dy , qui associend une fonctiongventuellement abtoire)X (¢), t € R, son di-
laté (D, X)(t) = A~ X (\t). H sert d’exposant de normalisation et de cette @anle groupe des dilatations
{Dp x, A € R}} estun groupe continu d'@pateurs unitaires de 'espagé(R;, ¢t 24 ~1d¢).

Les dilatations permettent défihir uneéchelle qui n’est pas directement celle des ondelettes. On introduit
le gérérateur hermitier® du groupe des dilatations tel q@y , = ™€ et le calcul donne 27 (CX)(t) =
(—H +td/dt) X (t). L'id ée principale pour interpter la grandeur que mesure l&pteulC est que ses fonctions
propres sont insensiblegune phase ps, aux dilatations qui modifient Iéshelles. Les fonctions propres vivent
en quelque sorta uneéchelle et la valeur propre asseeiest une quaétde I'echelle de cette fonction.

Les fonctions propresy 5(t) de C se calculent facilement puisque on doit avity s(t)/En g(t) =
(H +i27[)dt/t, soit finalementy 5(t) = t7+27% 3 une constante multiplicativeds. On reconrigici la base
des fonctions de Mellin et ainsi l&édomposition de Mellin (inversible) est une mene de @composer un signal
enéchelle de Mellins.

—+o00 ) fe's)
@) =[x w x- [ Y B MuX)(B)A5. @)

t —0o0
La décomposition de Mellin @& de nombreuses foisgintroduite pour des applications&gises en trai-
tement du signal [Coh93, BBO96, Fla98, Nic02]. Nous laissod&utres cours le soin degmiser les aspects
mattematiques de la transformation et le lecteur pourra se repojiBav84, Zem87] pour conforter ses connais-
sances de ce sujet. Nous allons montrer dans la suite comment cette analyse permet de fonder des outils de
traitement du signal stochastique, en l'inté&ant comme la&omposition naturelle pour les processus auto-
similaires.

2.2 Interprétation par la transformation de Lamperti

Rappelons qu’un processfX (¢),t € R}, est dit auto-similaire d’exposarif (ou H-ss) [Ver87] si il est
invariant par dilatation, soif(Dy »X)(¢),t € R} } < {X(t),t € R¥} pour touth € R¥ (égali < pour toutes
ses lois de probabiBs multi-dimensionnelles). & l'introduction de cette classe de processus, J. Lamperti a
remarg@ que la simple transformation inversitilg;, dite maintenant de Lamperti [Lam62] :

(LrY)(t) =ty (Int), t > 0 et (L 'X)(t) =e HiX (), teR (5)

transforme un processus stationnairen un processuX auto-similaire d’exposantl et inversement. Rappe-
lons qu'un processugY (t),t € R} est stationnaire si et seulement si il est invariant par toutes les translations

temporelles, don¢S,Y)(t)=Y (t + 7) 4 Y (t) pour toutr. La point central de la progté de la transformation
de Lamperti est qu’elle&alise unequivalence unitaire entre les translatichset les dilatation®y » car :

Ly 'DyrLy = S et LyS-Ly~ =Dyer. (6)

Cetteéquivalence a des camguences pratiques in@diates. Au lieu de directement rechercher uéthode
d’analyse d’une propété d’'un processus auto-similaire, il péite peferable de travailler sur soregerateur sta-
tionnaire, transforr@e de Lamperti inverse du processus, afin d’employer &bhaodes d’analyse et de régentation
stationnaires bien connus en traitement du signal [FBAO2]. Puisque I'outilggi&ipour les processus station-
naires est la transformation de Fourier, quel est son correspondant pour les prétesstdn passant par la
transformation de Mellinon a :

“+o0 ) [ee) )
(FLy 1 X)(B) = / (L X)) (u)e™ 2 Ptdy = / tHX ()2t = (MpX)(6) 7)

—0o0 0

La decomposition de Mellin est donc la r&sentation naturelle des processus autosimilaires, et peut se
calculer commeMy = FLg~!. Plus gréralement, puisque la correspondance revéientettre en relation
dilatations et translations selon (6), elle sert aagsiettre en relation des invariances beis eréchelle et des si-
tuations non stationnaires en temps. Par exemple &odes tempsiquencé&voqlees conduiserit des outils
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tempséchelle (de Mellink travers I'utilisation deCy. Le sctema gréral est de dcomposer une (ézpa:[ion'i‘
que I'on cherché faire surX en passant par I'dpationéquivalent sutLy ' X), écrivant alorsT = Ly TLy .
X@#) - (TX)@)
Transf. Lamperti inverse 1 T Transf. Lamperti
(L' X)) — (TLE X)(t)

2.3 Analyse spectrale de processus auto-similaires

Nous proposons ici quelques exemples de pesique I'on sait dduirea I'aide deLy. On se reportera
[Bor02, BFAO2, FBAO2] pour plus deddails.

e Covariance et spectresla covariance d’un processiyt) H-ss est Bcessairement de la formie (¢, s)=
E{X(t)X(s)} = (ts)v,, ~1x(Int/s) = (ts)Hex(t/s), ol ., -1x(-) est cfinie positive. Cette fonction est
celle de corélation du @rérateur stationnaire = (Ly ' X).

Il est immédiat d’introduire la dengétspectrale de Mellin du processligt) puisque

Iy (B) = / Yy (T)e 20T A7 = / ex (K)E™2™ = dk = (Mp—ocx) () = Zx(3). (8)

A titre d’exemple, les mouvements browniens fractionnaBgs processus gaussiend:ss eta accroisse-
ments stationnaires [MV68] ont pour covarianeg,, = o (|t|* + |s|* — |t — s|?H) /2 et ainsi une coflation
ey (k) = o?[kH + k=7 — |k —1/vVk[>]/2. Le calcul de la transforée de Mellin donne la dengispectrale

assocke :Ep, (3) = H2+";2V2 Ii,((llﬁrg;”)) . Par la suite, on peut user dethodes classiques pour donner
des expressions pour lagatiction, I'interpolation ou le blanchiment de ce processus [NP99, NP0OO]. Remarquons
au passage que le m@ld de Barnes-Allan [BA66], proche d&y, a justement une densispectrale de Mellin
identiquea celle deBy.

Les processus auto-similaires admettent aussi directementamoengosition sur la base de Mellin, une
écriture harmonisable de la formie(t) = [tH+2704.X(3), avec des in@ments spectrauxédorgélés de telle
sorte qUEE {d X (81)dX (B2)} = (81 — B2) Ex(61)dB1dP2. Notons enfin que cetiecriture est parfois possible
pour des processus qui ne sont pAss mais n’ont qu’une auto-similagitncompéte (harmonisabili de Lave

pour les @compositions de Mellin).

e Sysemes invariants déchelle.De la meme margre qu’on introduit les filtres, d@ateurs ligaires sta-
tionnaires (puis les mades pararatriques ARMA), on peut s’ilresser aux d@ateurs ligaires; covariants en
échelle, tels queDy » = Dy G, pour touth. Ces o@rateurs sont les transfoes de Lamperti de filtres et ils
agissent par l'interadiaire d’'une convolution multiplicative :

@x)0 = [ at/9xX)T = [ axu9S ©

Nous ne @taillerons pas toutes les pragiEis de ces sy8ies. Leur irérét est qu'ils conservent I'auto-
similarité lors de leur action, en modifiant le processus par une formule de€neteces. Sl = G X et X (¢),t >
0, esti-ss, on aa(k) = [ cx(u)py(k/u)du/u, avec la corelation de Mellinp,(\) = [ g(As)g(s)s~2H1ds.
Pour les spectres de Mellin, I'épateur agit par une simple multiplicatid® (8) = |(M#ug)(8)|?> Zx(B).

La deuxeme propete remarquable est que tout procesaliss sécrit, par le te&oeme de Bochner, comme

sortie d’'un systme covariant @chelle :

X(t) = /0 o g(t/s)V(s)%, avec E {V(t)m} = GH2HHS(t ). (10)

Le bruit V(¢) est ici gaussien, markovien mais instationnaire, et il n’est autre que le tragstiernam-
perti du processus de Wiener. La fonction du filtre donne les @&istitjues du processus puisque(k) =
o2 k~H [ g(k0)g(0)0~21~1d, tandis que la dengitspectrale est simplemedik (3) = o2|(Mpg)(B)|?. Cette
repesentation est utila certains calculs suX, ou pour le modliser par un sysime parargtrique si on suppose
que(Mpug)(0) est une fraction rationnelle. La transfaemde Mellin inverse permetétrire X (¢) comme solu-
tion d’un moakle pararétrique d’Euler-Cauchy Y 2 _j a, "X ™ () = S°9_ 3,17V (™) (¢), attaqe par le bruit
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non stationnairé’ (t). Notons que Blement diferentiel de base e&l/dt ici. Les solutions de ces syshes sont,
a l'inverse, toutes auto-similaires et donc les led d’Euler-Cauchy sont de outils@néssant de métisation
auto-similaire [NG99, YK97].

2.4 Analyse conjointe en Mellin et Fourier

Montrons sur un exemple ce que peut nous apprendre cette analyse en Mellin de processus auto-similaires
par rapport awetudes usuelles en Fourier. La fonction de Weierstrass-Mandelbrot [BL&8WjedparlV (t) =
S ez AT (1 — e")etn est un modle ingressant. Elle n‘est pas directeméfss car elle admet un facteur
d’échelle priviegié A, n'ayant alors qu’une prom@te d’'invariance déchelle disatte (ou DSI). Dans la version

aleatoire de la fonction, quand les, sont des variables @toires i.i.d., elle &rifie W (\*t) 4 AR (1),
propriete d'invariance cechelle disckte statistique [BFA02]. Cette fonction a d@messant qu’elle conduét un
mocele approch de mouvement brownien fractionnaiBg; (¢).

Donrée sous cette forme, la fonction de Weierstrass est mise daréctinge stationnaire : c’est une su-
perposition de modes de Fouriegapetriqguement &partis sur les\~". Cetteécriture est possible cd¥” esta
accroissements stationnaires. Nous avons vu que 'analyse natueeltgpter pour les processus auto-similaires
(méme en un sens affaibli comme la DSI) est celle de Mellin. Il egitime de chercher latdomposition de
W (t) sur les briques de base de cette approche : les fonctions de Mgllitt).

En utilisantL  on sait mener le calcul et on montre que dans le éssrohiniste ¢,, = un) W (t) a la forme
suivante [BL80, FBO3] W (1) = Y, —LH—m/mA) plim(Hm/ N /2y, (1). Comme lesEy (1) sont
des chirps, des fonctions dont I&fjuence instant&eévolue au cours du temps @rit, cette @composition de
W est bien diferente de la prerareécriture : elle est instationnaire et met I'accent sur les petgsienéchelle
de Mellin delV (t).

WMF process reassigned spectrogram
>
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g :'\, N
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time time (lag)

Fig 6 - Fonction de Weierstrass-Mandelbrogatoire (I = 0.3, A = 1.07) & gauche et analyse tempéduence du vario-
gramme empiriqué droite (spectrogrammeéalloLe). Voir le texte pour l'interpgtation. [FBO3]

Nous montrons en figure 6 unealisation dé¥ (¢) avec des phaseséaitoires et I'analyse tempsefjuence
par un spectrogrammeéallole de son variogramme empirique :é8\ele directement la double stucture du signal
[FBO3]. Aux hautes fequences, la férire d’analyse devient assez large pour moyenner les contributions de plu-
sieurs chirps et laisser appéra les féquences stationnaires espes @onetriquement. Aux basse€fjuences
la feretre devient relativement plus courte et permet de suigm®lution instanta@e, non stationnaire, des modes
frequentiels etévele alors peferentiellement la @composition en chirps du signal. Les deux lectures sont va-
lables, mais selon la @éthode d’analyse I'une ou I'autre sera un ratedmieux adajét

3 Notes de conclusion : turbulence et Mellin.

Nous avons mondrici qu’en turbulence on doitétrirea la fois un signal qui n'est pas simplement auto-
similaire, dont les propgites sont souvenékélées par destudes instationnaires, et dans lesquels on peut trouver
des structures orgariss. Ensuite nous avons mdnén quoi I'analyse de Mellin est naturelle poécdre I'auto-
similarite, ou plubt en fait les propétes construites sur la comparaison d’un signal et de ses versiobedilat
gu’elle conduit a des outils qui ne sont pas stationnaires maifordr des chirps, et que ceux-ci ont une
structure bien orgarée. En ajoutard cela que la structure des fonctions de Mellin n’estgbagree des mesures
attendues pour des vortex, I'association de I'analyse de Mellin augrrabtie turbulence est uné&qui nerite
consiceration.



La difficulté est qu'actuellement on ne dispose pas @thade d’estimation fiable qui puissétdrminer
les proprétes enéchelle de Mellin d’'un signal globalement stationnaire, donc pour lequel on ne dispose pas
de temps = 0 nécessaire aux @thodes d’analyse de Mellin. Arrivant en fin de la place disponible ici, nous
n'illustrerons pas directement les difficedt mais elle viennent principalement de ce que éamge statistique
d’'objets structues comme des fonctions de Mellin n’est pas inversible et que les signaux obtenus, comme ceux
gu’on trouvait en figure 3, deviennent difficilasdiscriminer des signauxé&idtoires sans structure sous-jacente.
De plus les outils tempéehelle de Mellin que I'on sait construire, par exemple par I'usagégene permettent
pas actuellement des estimations fiables par manque de possibifidire des moyennes.

Concluons ce texte en rappelant que la turbulence est ungmebéncore ouved bien dégard, néme
du point de vue de la simple description des signaux néssiElle est ainsi source de préebies et d'iées
applicablesa d’autres situations, eté&me si, comme ici pour I'analyse de Mellin des processus auto-similaires,
on ne sait pas toujours comment revenir I'appliquer aux signaux de turbulendusi@reste passionnante.

Remerciements.Je souhaite remercier les personnes qui, par des discusstop®fites et par des travaux communs,
sont en fait derére les i@es exposes ici : Olivier Michel, Patrick Flandrin et Pierre-Olivier Amblard. Bernard Castaing,
Christophe Baudet, Jean-Francois Pinton, Nicolas Mordant et Christos Vassilicos ont éosigitificativement aussi
celles-ci par leurs travaux et le partage qu’ils en ont fait.

References

[Abro7] ABRY (P.),Ondelettes et TurbulencBiderotEditeur, Paris, 1997.

[AGH88] ARNEODO(A.), GRASSEAU(G.) et HOLSCHNEIDER(M.), « Wavelet transform of multifractals, Phys. Rev.
Lett, vol. 61, 1988, p. 2281-2284.

[BAG6] BARNES (J.) et ALLAN (A.), « A statistical model of flicker noise, Proc. IEEE vol. 54, 1966, p. 176-178.
[Bat53] BATCHELOR (G.), The theory of homogeneous turbulen€ambridge University Press, 1953.

[BBO96] BERTRAND(J.), BERTRAND (P.) et O/ARLEZ (J.),« The Mellin transforms, dans ®ULARIKAS (A.), éditeur,
The Transforms and Applications HandboGRC Press, 1996.

[BFAOZ] BORGNAT (P.), LANDRIN (P.) et AMBLARD (P.-O.),« Stochastic discrete scale invariangesignal Proces-
sing Lett, vol. 9, r? 6, juin 2002, p. 181-184.

[BL8O] BERRY (M.) et LEWIS (Z.), « On the Weierstrass-Mandelbrot fractal functiarProc. Roy. Soc. Lond.,Aol.
370, 1980, p. 459-484.

[BLF53] BLANC-LAPIERRE(A.) et FORTET (R.), Théorie des fonctions &htoires Masson, Paris, 1953.

[BMW99] BAUDET (C.), MICHEL (O.) et WiLLIAMS (W.), « Detection of coherent vorticity structures using time-scale
resolved acoustic spectroscopyPhysica O vol. 128, 1999, p. 1-17.

[Bor02] BORGNAT (P.), Modeles et outils pour les invarianceséthelle brige : variations sur la transformation
de Lamperti et contributions aux melés statistiques de vortexen turbulendehD thesisEcole normale
superieure de Lyon, novembre 2002.

[Cas97] QASTAING (B.), « Turbulence : Statistical approash dans DUBRULLE (B.), GRANER (F.) et SORNETTE
(D.), éditeurs Scale Invariance and Beyoppl. 225—-234. Springer, 1997.

[CBC95] CHAVARRIA (G.), BAUDET (C.) et QLIBERTO (S.), Europhysics Letfvol. 32, 1995, p. 319.

[Cha01] GHAaINAIS (P.), Cascades log-infiniment divisibles et analyse medtniution. Aplicatiora I'étude des inter-
mittences en turbulenc®hD thesisEcole normale sigrieure de Lyon, 2001.

[Coh93] CoHEN (L.), « The scale representationy IEEE Trans. on Signal Progcvol. 41, r? 12, decembre 1993,
p. 3275-3292.

[Dav84] DaviEs (B.), Integral transforms and their applicationSpringer-Verlag, New York, 1984.

[DCB91] DouADY (S.), GouDER(Y.) et BRACHET (M.), « Direct observation of the intermittency of intense vorticity
filaments in turbulence, Phys. Rev. Lettvol. 67, 1991, p. 983-986.

[FBO3] FLANDRIN (P.) et BORGNAT (P.). « On the chirp decomposition of Weierstrass-Mandelbrot functions, and
their time-frequency interpretation to appea”pplied and Computational Harmonic Analys2903.

[FBAO2] FLANDRIN (P.), BORGNAT (P.) et AMBLARD (P.-O.). « From stationarity to self-similarity, and back : Varia-
tions on the Lamperti transformation to appear in "Long Range Dependent Stochastic Processes : Theory
and applications”, G. Rangarajan Editdryfier 2002.

[Fla93] FLANDRIN (P.), Temps-Fequence (&re ed.) Hermes, 1993.



[Flagg]
[FP85]
[Frig5]
[Gag87]
[HV91]
[Jaf97]

[JKVF93]

[Kol41a]
[Kol41b]

[Lam62]
[Lun82]

[LVC+01]

[Mey90]
[MMMPO1]

[Mof84]
[Mof93]
[Mor01]
[MV68]

IMY71]
ING99]

[Nic02]
[NP99]
[INPOO]

[PPB'03]

[Ver87]
[YKI7]

[Zem87]

FLANDRIN (P.). « Inequalities in Mellin-Fourier signal analysis Newton Institute Preprint NI98030-NSP,
Cambridge, UK, novembre 1998.

FriscH (U.) et BrRISI (G.), « On the singularity structure of fully developped turbulencedans GiiL
(M.), BENzI (R.) et RARISI (G.), éditeurs,Proc. of Int. School of Phys. on Turbulence and predictability in
geophysical fluid dynamicp. 84—-87, Amsterdam, 1985. North-Holland.

FRIscH (U.), Turbulence CUP, Cambridge, 1995.

GAGNE (Y.), Etude exprimentale de I'intermittence et des singuléstdans le plan complexe en turbulence
dévelopgge PhD thesis, INP Grenoble, 1987.

HUNT (J.) et \AssILICOS (J.), « Kolmogorov's contributions to the physical understanding of small-scale
turbulence and recent developmesis$roc. R. Soc. Lond. Aol. 434, 1991, p. 183-210.

JAFFARD (S.), « Multifractal formalism for functions, part 1 ands2 SIAM J. of Math. AnaJ.vol. 28, 1f 4,
1997, p. 944-998.

J.C.R. HUNT, KEVLAHAN (N.), VAssILICOS(J.) et RRGE (M.), « Wavelets, fractals and fourier transforms :
detection and analysis of structuresdans RRGE (M.), HUNT (J.) et VAssILICOS (J.), éditeurs Wavelets,
Fractals, and Fourier Transform$. 1-38. Oxford : Clarendon Press, 1993.

KoLoMOGOROV (A.), « The local structure of turbulence in incompressible viscuous fluid for very large
Reynolds numbers, Dokl. Akad. Nauk SSSRol. 30, 1941, p. 9-13.

KoLoMOGOROV(A.), « On degeneration of isotropic turbulence in a incompressible viscuous kiq@dkl.
Akad. Nauk SSSRol. 31, 1941, p. 538-540.

LAMPERTI (J.),« Semi-stable stochastic processe3rans. Amer. Math. Socvol. 104, 1962, p. 62—78.

LUNDGREN (T.), « Strained spiral vortex model for turbulent fine structsrePhys. Fluids vol. 25, P 12,
1982, p. 2193-2203.

LA PORTA (A.), VOTH (G.), CRAWFORD (A.), ALEXANDER (J.) et BODENSCHATZ (E.), « Fluid particle
accelerations in fully developped turbulengeNature vol. 409, 2001, p. 1017-1019.

MEYER (Y.), Ondelettes et dgrateurs Hermann, 1990.

MORDANT (N.), METZ (P.), MICHEL (O.) et RNTON (J.),« Scaling and intermittency of Lagrangian velocity
in fully developped turbulence, Phys. Rev. Lettvol. 87, 2001, p. 21-24.

M OFFATT (H.), « Simple topological aspects of turbulent velocity dynamicslans BRTsumi (T.), éditeur,
Turbulence and chaotic phenomena in flyips223—230. Elsevier, 1984.

M OFFATT (H.), « Spiral structures in turbulent flows, dans BRRGE (M.), HUNT (J.) et VAssILICOS (J.),
éditeursWavelets, Fractals, and Fourier Transfornms 317—324. Oxford : Clarendon Press, 1993.

MoRDANT (N.), Mesure lagrangienne en turbulence : mise en ceuvre et anats@ thesisEcole normale
superieure de Lyon, 2001.

M ANDELBROT (B.) et VAN NESs(J. W.), « Fractional Brownian motions, fractional Brownian noises and
applications», SIAM reviewvol. 10, 1968, p. 422-437.

M ONIN (A.) et YAGLOM (A.), Statistical fluid mechanics (vol. 1 and. 2)he MIT Press, 1971.

NORET (E.) et QUGLIELMI (M.), « Modélisation et syntbse d’une classe de signaux auto-similairea et
mémoire longue>, dansProc. Conf. Delft (NL) : Fractals in Engineering. 301-315. INRIA, 1999.
NicoLAs (J.). « Introduction aux statistiques de deemie espce : Applications aux lois d'images SAR
Rapport interne, ENST, Parig\rier 2002.

NuzMAN (C.) et ROR(V.), « Transformed spectral analysis of self-similar processemnsProc. CISS'99
mai 1999.

NuzmMmAN (C.) et PPOR(V.), « Linear estimation of self-similar processes via Lamperti's transformatjdn
of Applied Probability vol. 37, rf 2, juin 2000, p. 429-452.

PIETROPINTO (S.), PouLAIN (C.), BAUDET (C.), CASTAING (B.), CHABAUD (B.), GAGNE (Y.), ANDY.
LADAM (B. H.), LEBRUN (P.), RROTTE (O.) et RocHE (P.), « Superconducting instrumentation for high
Reynolds turbulence experiments with low temperature gaseous heligmysica G n° 386, 2003, p. 512—
516.

VERVAAT (W.), « Properties of general self-similar processe8ull. of International Statistical Instvol.
52,1987, p. 199-216.

YAzicl (B.) et KASHYAP (R. L.), « A class of second-order stationary self-similar processes/fpheno-
menax», IEEE Trans. on Signal Progcvol. 45, 1f 2, 1997, p. 396—410.

ZEMANIAN (A.), Generalized integral transform®over, 1987.

10



