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Résuḿe

La turbulence des fluides est depuis longtemps source d’inspiration et de problèmes pour le traitement
de signaux complexes. La première partie sera une introductionà ce domaine, et discute les caractéristiques
des signaux̀a analyser, d’abord dans un cadre de processus aléatoires puis la présence de structures orga-
nisées dans l’́ecoulement du fluide. On esquissera des théories et des expériences quíetudient ce problème.
La deuxìeme partie pŕesente un formalisme d’analyse de l’auto-similarité stochastiquèa l’aide de la transfor-
mation de Mellin. Cette analyse est issue de tentatives de concilier auto-similarité et structures dans un signal
et nous montrerons ce qu’elle peut apprendre dans certains cas. Cependant l’application directe aux signaux
de turbulence restèa d́evelopper.

1 Introduction à la turbulence et aux signaux qui en sont issus

1.1 Mécanique des fluides

L’ étude des mouvements d’un fluide est un problème de ḿecanique, mais pour relier l’équation plus aiśement
aux mesures, on regarde la vitesse eulérienne~v(~r; t) définie en des points statiques~r, puisqu’il suffit alors de
mettre une sonde en un endroit fixe pour la mesurer. L’équation est celle de Navier-Stokes :

Dt~v = ∂t~v︸ ︷︷ ︸
dérivée locale

+ (~v · ~∇)~v︸ ︷︷ ︸
dérivée convective

= −1
ρ
~∇p+ ν∆~v︸ ︷︷ ︸

terme de viscosité

, (1)

où ρ est la densit́e, p la pression etν la viscosit́e. À cela s’ajoute l’́equation de conservation de la masse, soit
~∇ · ~v = 0 pour unécoulement incompressible.

Le probl̀eme est complexe car l’équation comporte un terme non linéaire, celui de la d́erivée convective.
La comparaison des ordres de grandeur du terme convectif non-linéaire sur le terme visqueux est donnée par le
nombre de Reynolds, Re= UL/ν, construit avec une vitesseU et une longueurL caract́eristiques. Plus Re est
grand, moins l’́ecoulement apparaı̂t organiśe, et les mesures ont une apparence aléatoire. On appelle turbulence le
comportement deśecoulements de fluidèa grand nombre de Reynolds. Noter que cela ne revient pasà supposer
unécoulement de fluide parfait (sans terme visqueux) car l’énergie dissiṕee par la viscosité ne s’annule pas m̂eme
si Re→∞ ; on utilisera la dissipation visqueuse moyenneε = 1/2 < d(~v2)/dt >, qui n’est pas nulle.

1.2 Les mesures eulériennes en turbulence : lois eńechelle et intermittence

Signaux temporels.Dès les observations préliminaires d’unécoulement turbulent, on est frappé par plusieurs
choses :̀a la fois par les changements incessants de l’allure du fluide (mais avec toujours des courants visibles,
des tourbillons, ...) et par une certaine réṕetition dans ces motifs qui présage l’existence de comportements
géńeriques, moyens. L’id́ee d’analyser les mesures que l’on peut faire sur ces systèmes comme des signaux
“aléatoires” du fait de cette difficulté à pŕevoir l’évolution et̀a d́eterminer avec précision les conditions initiales̀a
un temps donńe est ainsi commuńement acceptée [Bat53, BLF53]. On trouve en figure 1 un exemple de la vitesse
~v(~r0; t) enregistŕee en un point fixe au cours du temps. La mesure est faite dans un fluide qui est agité le plus
possible, une bonne façon de le faireétant de propulser un jetà grande vitesse qui est instable dans le fluide et
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devient rapidement turbulent. La vitesse en un point est obtenueà l’aide d’une sonde de vitesseà fil chaud. Ce
signal a une allure de processus aléatoire et est́etudíe avec les outils de l’analyse stochastique.
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Fig 1 - Signal de vitesse eulérienneà gauche, signal de dissipation au milieu (carré de la d́erivée de la vitesse), et la loi
spectrale qui suit la prédiction enk−5/3 de Kolmogorov dans la zone inertielle (distance entreL et η). Les signaux
proviennent de l’exṕerience GReC de turbulenceà haut Reynolds (jusqu’à107) dans de l’h́eliumà 4,5 K. [PPB+03]

Études statistiques.Premierélément, ces signaux sont stationnaires et la loi de probabilité des vitesses est pour
l’essentiel gaussienne. Cependant ces mesures ne rendent pas justice aux détails du signal. On se convainc faci-
lement qu’il montre des variations sur une large gamme d’échelles de temps. Une analyse plus avancée est alors
d’étudier en fonction du tempsτ de śeparation le comportement des accroissements de vitesse :δ~v(τ ; ~x, t) =
~v(~x; t−τ)−~v(~x; t) = ~v(~x+~r; t)−~v(~x; t). La deuxìeme forme permet de passerà des variables d’espace en adop-
tant l’hypoth̀ese de Taylor d’advection locale, soit~r ' τ~v(~r; t). On regardera les composantes longitudinalesδv,
parall̀eles aux vecteurs de séparationδ~r.

Théorie de Kolmogorov – K41.Le lecteur pourra trouver ample littérature sur les th́eories statistiques princi-
pales de la turbulence, en particulier dans [Bat53, BLF53, MY71, Fri95] . On se contente ici de baliser les aspects
géńeraux. Les th́eories se donnent pour objectif d’expliquer les propriét́es des champs aléatoiresδ~v(~r; ~x, t). Les
premìeres hypoth̀eses adoptées sont la stationnarité en tempst, puis celles d’homoǵeńeité (ind́ependance vis-à-
vis de~x) et d’isotropie (qui, combińee avec l’incompressibilité, implique que la connaissance deδv longitudinale
suffit). Kolmogorov a propośe en 1941 [Kol41a, Kol41b] d’ajouterà ces invariances préćedentes l’auto-similarité
du champ de vitesse :

δv(λ~r; ~x, t) d= λ−hδv(~r; ~x, t). (2)
En supposant que le taux de dissipation reste non nul même si le nombre Re tend vers l’infini, alors dimen-

sionnellement la viscosité ν et ε sont les seules grandeurs qui restent. Un calcul dimensionnel deε à l’écheller
commeε ' [δv(r)]2/[r/δv(r)] impose queh = 1/3 est l’exposant d’auto-similarité et les fonctions de structure
(nom des moments successifs desδv(r)) prennent la forme suivante en turbulence pleinement dévelopṕee :

E {(δv(r; ~x, t))p} = Cp(εr)p/3 si η � r � L (zone inertielle) (3)

Pourp = 2 on en d́eduit la corŕelation puis (par la relation de Wiener-Khintchine) au spectre enénergie
qui est alors une loi de puissance dans la zone inertielle :E(k) ∼ ν5/4ε1/4(kη)−5/3. On a introduit ici l’unique
longueur selon K41, celle de la dissipation visqueuseη = (ν3/ε)1/4.

Exposants des lois de puissance. Formalisme multifractal et cascades aléatoires.En fait la pŕediction (3) de
K41, ćelèbre pour la loi spectrale enk−5/3 exṕerimentalement v́erifiée, est fausse pour les autres ordresp 6= 2 et
on a report́e en figure 2 (haut̀a gauche) les exposants mesurés pour les zones où E {(δv(r; ~x, t))p} ∼ rζp . Une
nette d́eviation desζp par rapport̀ap/3 est constat́ee.

Une premìere cause de la déviation est l’intermittence temporellede la vitesse et la dissipation : des bouffées
d’activité et de variation brusques de ces grandeurs existent et conduisentà une ŕegularit́e des signaux qui varie
d’un point à l’autre, comme cela est visible sur l’exemple de dissipation (figure 1). Une interprétation est que
l’auto-similarit́e d́ecrite en (2) s’́ecrit avec des exposantsh qui fluctuent et elle conduit au formalisme multifractal
[FP85, Fri95] qui pŕedit une courbure de la loiζp. Brièvement, un signal est multifractal si les points où la
régularit́e locale (exposant de Ḧolder, c’est-̀a-dire un comportement proche de (2) pourr tendant vers 0) forment
un ensemble fractal, de dimension non trivialeD(h). Nous renvoyons̀a [Fri95, Jaf97] pour des discussions sur
les aspects physiques et mathématiques du formalisme.
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Une deuxìeme analyse met l’accent sur l’effetstatistiquede l’intermittence [Cas97]. Si(3) tenait, on devrait
avoir pour la variable aléatoireδv(r)/(εr)1/3 une loi ind́ependante der. Ce n’est pas le cas, m̂eme dans la zone
inertielle. Les histogrammes de ces variables aléatoiresδv(r) ont ét́e traćeesà partir de mesures. La figure 2
(milieu) prouve que le ŕesultat est faux puisque les loisévoluent avecr, passant d’une distribution gaussienne
quandr est grand (proche de la grandeéchelleL), à une loi ayant des ailes exponentielles quandr se rapproche
deη. Ces queues représentent l’existence d’événements intenses (grande variation de vitesse)à petite distance.

On peut mod́eliser cetteévolution sous la forme d’un processus aléatoire multifractal. Castaing propose
[Cas97] de mod́eliser cette propriét́e des signaux de vitesse comme celle de cascades aléatoires infiniment di-
visibles. La propríet́e centrale est que l’on sait relier les lois de probabilitéPr(ln |δv|) d’uneécheller à l’autre
parPr2(ln |δv|) = G?[n(r2)−n(r1)] ? Pr1(ln |δv|), où ? est la loi de convolution.G est le noyau de la cascade,
la façon de d́eformer les lois pour changer d’échelle etGr1,r2 = G?[n(r2)−n(r1)] le propagateur qui fait pas-
ser d’unécheller1 à r2. De ceci on pŕedit le comportement des fonctions de structure enE {(δv(r; ~x, t))p} ∼
eH(p)n(r) avecH(p) = − ln G̃(p), (où G̃ est la transforḿee de Laplace deG), soit des lois de puissances avec
des exposantsζp = H(p) si n(r) = ln r au moins dans la zone inertielle. On trouvera dans [Cha01] une mise en
perspective de la physique de la turbulence et des travaux théoriques sur ces cascades aléatoires.
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Fig 2 - Mise en évidence de l’intermittence.̀A gauche, courbe desζp, exposants des fonctions de structure mesurées
(exṕeriences de Gagne [Gag87] et de Chavarria [CBC95] ), comparésà différentes th́eories (K41, Kolmogorov 62
et mod̀ele de She-Ĺevêque) ; au milieu, lois de distribution des accroissements de vitesse eulérienne de l’exṕerience
GReC.À droite lois de distribution des accroissements de vitesse lagrangienne des mesures de Pinton et Mordant
[MMMP01], qui révèlent une intermittence statistique encore plus forte.

1.3 Tourbillons et structures dans les fluides. Autres mesures en turbulence

Quelle influence des structures en turbulence ?Ces mod̀eles statistiques rendent compte de l’intermittence et
de la complexit́e des signaux de turbulence en exhibant les lois statistiques mais oublient en fait une des premières
constations portant sur l’organisation, toujours changeante certes, mais structurée d’un flot turbulent. Une id́ee
alternative serait donc de partir de ces structures, en premier lieu les tourbillons (ou vortex) intenses que l’on sait
apparâıtre dans un fluide turbulent [DCB91].
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Fig 3 - Modèle de signal construit sur des vortex ;à gauche illustration de l’obtention de signaux structurés en singularit́es
oscillantes en coupant des vortex.À droite on a montŕe un signal forḿe par la succession de motifs de ce type, avec
un zoom sur des d́etails au milieu, l’́equivalent de la dissipation qui révèle une intermittence temporelle, et les deux
derniers graphes montrent les lois de puissance (ici enk−5/3) pour l’énergie et l’intermittence statistique. [Bor02]
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En terme d’analyse du signal les caractéristiques statistiques mesurées pourraient aussi trouver origine dans
l’existence d’objets̀a structure interne complexe dans le fluide [Mof84, HV91]. Alors que les modèles statistiques
décrivent des singularités partout dans le signal, sans conduireà l’existence de structures, on pourrait au contraire
n’avoir que des objets structurés isoĺees comme des singularités oscillantes [Mof93, JKVF93]. En effet, si on
regarde un tourbillon isolé, on attend que l’objet passant sur une sonde de vitesse induise une signature qui
est simuĺee sur la figure 3. Nous avons ici calculé une forme admissible, solution de l’équation (1), pour un
tourbillon. La solution examińee est celle de Lundgren [Lun82] que nous ne commenterons guère plus que pour
dire qu’elle d́ecrit une classe de tourbillons allongés, filiformes, qui s’enroulent sur leur cœur en développant des
ailes spiraĺees qui lui donne cette structure interne riche. Un mélange, m̂eme simple, d’objets ayant une structure
interne riche, peut conduirèa des statistiques compliquées, fonctions de structure multifractale ou intermittence
des statistiques.

Mesures lagrangiennes en turbulence.Récemment des expériences ont permis de suivre une ou plusieurs parti-
cules au cours du temps dans un fluide et d’enregistrer les vitesses lagrangiennes [LVC+01, Mor01, MMMP01].
Nous commenterons la seconde qui utilise des techniques de sonar Doppler. Il est intéressant ici de souligner
qu’ici la méthode d’analyse est forcément instationnaire puisqu’il faut suivre une vitesse instantanée qui fluctue
énorḿement et non seulement trouver les moyennes. Dans l’expérience de Pinton et Mordant [MMMP01], la
particule est illumińee par une onde ultra-sonore plane et diffuse celle-ci. La mesure du décalage Doppler donne
la vitesse. En figure 4 au milieu nous montrons le signal acquis après h́et́erodynage sur le graphe du haut (ainsi
la vitesse est proportionnelleà la fŕequence), puis sa représentation temps-fréquence au milieu. Le graphe du bas
est le ŕesultat de l’estimation par filtrage (non stationnaire) de Kalman de cette fréquence.

Alors que l’analyse statistique de la vitesse lagrangienne révèle essentiellement les mêmes propríet́es (fonc-
tions de structure en loi de puissance, intermittence des lois que l’on trouvera en figure 2), l’examen des trajec-
toires de la figure 4 suivies montre des signaux d’allure différente de ceux en eulérien. En particulier on trouve
souvent deśevénements d’oscillation rapide de la vitesse que l’on associerait volontiers au passage dans un
tourbillon et au tournoiement de la particule dans celui-ci.

Fig 4 - Mesure de vitesse lagrangienne :à gauche le signal acquis et sa décomposition temps-fréquence,̀a droite des trajec-
toires reconstruites, respectivement en accélération, en vitesse et en position pour les deux composantes accessibles
à la mesure. [MMMP01]

Mesures de vorticit́e en turbulence.Si les zones de tourbillons ont une importance pour comprendre les pro-
priét́es d’un fluide turbulent, il est légitime de chercher̀a directement mesurer la vorticité qui est le rotationnel de
la vitesse~ω = ~∇∧~v. La méthode näıve qui serait de cartographier la vitesse et d’en déduire la vorticit́e ne donne
actuellement pas de résultat pŕecis du fait de l’́echantillonnage trop lâche des ḿethodes de mesure de champs de
vitesse euĺeriens.

En s’appuyant sur les propriét́es d’interaction entre uńecoulement et du son, C. Baudet a dévelopṕe une
exṕerience qui sonde directement la vorticité d’un écoulement [BMW99]. Une onde sonore diffuse sous le fait
d’un champ de vorticit́e et donne acc̀esà une composante de Fourier de celui-ci. Comme on mesure ensuite l’onde
diffusée par un volume de l’écoulement, l’exṕerience est une mesure spectrale, en volume, mais instantanée de
la vorticité. La figure 5 montre des signaux typiques enregistrés à gauche, sur deux canaux indépendants qui
sondent la m̂eme composante de Fourier. La communauté d’allure prouve que le comportement instantané a bien
une origine physique. La figure de droite est la représentation temps-fréquence d’un tel signal.
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À nouveau l’intermittence, ici de la vorticité, se signale par le passage de paquets qui, du fait de la méthode
de mesure utiliśee, d́enotent une structuratioǹa l’échelle – le vecteur de Fourier en fait, sondée par diffusion
acoustique. Ces paquets ont une signatureà étudier par une lecture non stationnaire des signaux.
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Fig 5 - Mesures de vorticit́e par diffusion d’une onde sonore de Baudet et Michel.À gauche on montre le signal de diffusion
acoustique acquis sur deux canaux accordés pour sonder la m̂eme composante de Fourier de la vorticité. À côté on
voit la décomposition temps-fréquence d’un tel signal, qui révèle le passage de paquets organisés sur lesquels ont
peut faire des statistiques. [BMW99]

1.4 Du ĉoté du traitement du signal : quelles ḿethodes pour la turbulence ?

Des repŕesentations non stationnaires.Puisque les signaux de turbulence (nous avons illustré les vitesses
euĺerienne et lagrangienne et la vorticité) ont des variations complexes qui véhiculent l’information sur la tur-
bulence, les ḿethodes non stationnaires y trouvent un champ d’application naturel. Partant d’un signalX(t), on
sait que sa représentation en fréquence, par transforḿee de Fourier, est parfois plus intéressante :(FX)(ν) =∫
x(u)e−i2πuνdu, bien qu’elle porte la m̂eme information.

Quand les descriptions uniquement temporelle ou spectrale se révèle insuffisante, il faut s’aider des représen-
tations qui d́ependent d’un temps et d’une fréquence (parfois d’unéechelle)à la fois [Fla93], afin de mieux
déployer l’information. De telles représentations furent utilisées pour les figures 4 et 5. Deux classes de so-
lution sont possibles : celles qui décomposent le signal sur des bases préciśees en temps et en fréquence,
décompositions atomiques linéaires puisque l’objectif est d’avoirX(t) =

∫∫
rx(u, ν)buf (t)dudf. La variable

ν de la repŕesentationrx(u, ν) s’interpr̀ete en fŕequence si elle se décale quandX est translat́ee en fŕequence
(possible si par exemplebuf (t) = b0(t − u)e−i2πft). L’autre solution est celle des représentations bilińeaires,
construites par lissage (en temps et fréquence) de la représentation de WignerWX(t, f) =

∫
X(t+τ/2)X(t− τ/2)

e−i2πfτdτ.Ces distributions quadratiques peuvent conduireà une meilleure lisibilit́e d’un signal que les d́ecompo-
sitions atomiques, en particulier une localisation meilleure de trajectoires dans le plan temps-fréquence.

Des repŕesentations eńechelle.Il n’est pas ńecessaire de conserver l’interprétation fŕequentielle de le deuxième
variable. L’analyse en terme d’auto-similarité de la vitesse turbulente, puis l’étude de sa régularit́e locale, pri-
vil égie la notion d’́echelle. On construit les motifs de base par dilatation et translation dans le temps :TX(t, a) =∫
X(u)ψ([u − t]/a)du/a. On reconnâıt la forme des transforḿees en ondelettes [Mey90] siψ, l’ondelettte,

vérifie la condition d’admissibilit́e. D’autres cours se chargent de la présentation des bases de l’analyse har-
monique avec les ondelettes. Disons ici que ces ondelettes forment de bien meilleures bases que lesbuf (t) et
sont alors des outils privilégíes d’analyse de l’auto-similarité car elles sont invariantes enéchelle dans ce cas et
permettent de mesurer l’exposanth, ou les exposants dans un contexte multifractal [Abr97, AGH88].

Analyse de statistiques ou de structures ?Passer par ces représentations non stationnaires autorise en fait de
concilier statistiques et stuctures puisque la variable de fréquence ou d’échelleà un instant d́ecrit en quelque
sorte la structure, au moins certains aspects (la régularit́e locale par exemple), tandis que le déploiement en temps
permet d’effectuer des moyennes statistiques surt des grandeurs analysées.

La deuxìeme partie s’int́eressèa une voie orthogonale d’étude de signaux complexes, qui s’appuie sur des
objets de bases structurés car ce sont des singularités oscillantes. L’id́ee qui vaêtre expośee est de construire
une analyse spectrale stochastique directement pour les propriét́es líees aux dilatations, donc auxéchelles. La
motivation principale est l’́etude d’un signal̀a partir de ses propriét́es enéchelle mais l’id́ee connexe que nous
commenterons en conclusion est que les modèles de vortex de la turbulence s’appuient sur des objets (comme en
figure 3) qui ont chacun un comportement intéressant eńechelle, donc soumis a priorià ce type d’́etude.
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2 Processus aĺeatoires et dilatations : Mellin et Lamperti

2.1 Dilatation, échelle et repŕesentation de Mellin

On d́efinit les dilatationsDH,λ qui associent̀a une fonction (́eventuellement aléatoire)X(t), t ∈ R+
∗ , son di-

laté (DH,λX)(t) = λ−HX(λt). H sert d’exposant de normalisation et de cette manière le groupe des dilatations
{DH,λ, λ ∈ R+

∗ } est un groupe continu d’opérateurs unitaires de l’espaceL2(R+
∗ , t

−2H−1dt).
Les dilatations permettent de définir uneéchelle qui n’est pas directement celle des ondelettes. On introduit

le géńerateur hermitienC du groupe des dilatations tel queDH,λ = ei2πλC et le calcul donne :i2π(CX)(t) =
(−H+ td/dt)X(t). L’id ée principale pour interpréter la grandeur que mesure l’opérateurC est que ses fonctions
propres sont insensibles,à une phase près, aux dilatations qui modifient leséchelles. Les fonctions propres vivent
en quelque sortèa uneéchelle et la valeur propre associée est une qualité de l’́echelle de cette fonction.

Les fonctions propresEH,β(t) de C se calculent facilement puisque on doit avoirdEH,β(t)/EH,β(t) =
(H+ i2πβ)dt/t, soit finalementEH,β(t) = tH+i2πβ à une constante multiplicative près. On reconnaı̂t ici la base
des fonctions de Mellin et ainsi la décomposition de Mellin (inversible) est une manière de d́ecomposer un signal
enéchelle de Mellinβ.

(MHX)(β) =
∫ +∞

0
t−H−i2πβX(t)

dt
t

et X(t) =
∫ +∞

−∞
EH,β(t)(MHX)(β)dβ. (4)

La décomposition de Mellin áet́e de nombreuses fois (ré)-introduite pour des applications précises en trai-
tement du signal [Coh93, BBO96, Fla98, Nic02]. Nous laissonsà d’autres cours le soin de préciser les aspects
math́ematiques de la transformation et le lecteur pourra se reporterà [Dav84, Zem87] pour conforter ses connais-
sances de ce sujet. Nous allons montrer dans la suite comment cette analyse permet de fonder des outils de
traitement du signal stochastique, en l’interprétant comme la d́ecomposition naturelle pour les processus auto-
similaires.

2.2 Interpr étation par la transformation de Lamperti

Rappelons qu’un processus{X(t), t ∈ R+
∗ }, est dit auto-similaire d’exposantH (ouH-ss) [Ver87] si il est

invariant par dilatation, soit{(DH,λX)(t), t ∈ R+
∗ }

d= {X(t), t ∈ R+
∗ } pour toutλ ∈ R+

∗ (égalit́e
d= pour toutes

ses lois de probabilités multi-dimensionnelles). D̀es l’introduction de cette classe de processus, J. Lamperti a
remarqúe que la simple transformation inversibleLH , dite maintenant de Lamperti [Lam62] :

(LHY )(t) = tHY (ln t), t > 0 et (LH
−1X)(t) = e−HtX(et), t ∈ R (5)

transforme un processus stationnaireY en un processusX auto-similaire d’exposantH et inversement. Rappe-
lons qu’un processus{Y (t), t ∈ R} est stationnaire si et seulement si il est invariant par toutes les translations

temporelles, donc(SτY )(t)=̂Y (t+ τ) d= Y (t) pour toutτ . La point central de la propriét́e de la transformation
de Lamperti est qu’elle réalise unéequivalence unitaire entre les translationsSτ et les dilatationsDH,λ car :

LH
−1DH,λLH = Sln λ et LHSτLH

−1 = DH,eτ . (6)

Cetteéquivalence a des conséquences pratiques immédiates. Au lieu de directement rechercher une méthode
d’analyse d’une propriét́e d’un processus auto-similaire, il peutêtre pŕeférable de travailler sur son géńerateur sta-
tionnaire, transforḿee de Lamperti inverse du processus, afin d’employer les méthodes d’analyse et de représentation
stationnaires bien connus en traitement du signal [FBA02]. Puisque l’outil privilégíe pour les processus station-
naires est la transformation de Fourier, quel est son correspondant pour les processusH-ss ? En passant par la
transformation de Mellin on a :

(FLH
−1X)(β) =

∫ +∞

−∞
(LH

−1X)(u)e−i2πβudu =
∫ ∞

0
t−HX(t)t−i2πβ−1dt = (MHX)(β) (7)

La décomposition de Mellin est donc la représentation naturelle des processus autosimilaires, et peut se
calculer commeMH = FLH

−1. Plus ǵeńeralement, puisque la correspondance revientà mettre en relation
dilatations et translations selon (6), elle sert aussià mettre en relation des invariances brisées eńechelle et des si-
tuations non stationnaires en temps. Par exemple les méthodes temps-fréquencéevoqúees conduisent̀a des outils
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temps-́echelle (de Mellin)̀a travers l’utilisation deLH . Le sch́ema ǵeńeral est de d́ecomposer une opérationT̃
que l’on cherchèa faire surX en passant par l’oṕerationéquivalent sur(LH

−1X), écrivant alorsT = LHT̃L−1
H .

X(t) ?−→ (TX)(t)
Transf. Lamperti inverse ↓ ↑ Transf. Lamperti

(L−1
H X)(t) −→ (T̃L−1

H X)(t)

2.3 Analyse spectrale de processus auto-similaires

Nous proposons ici quelques exemples de propriét́es que l’on sait d́eduireà l’aide deLH . On se reporteràa
[Bor02, BFA02, FBA02] pour plus de détails.

•Covariance et spectres.La covariance d’un processusX(t)H-ss est ńecessairement de la formeRX(t, s)=̂
E {X(t)X(s)} = (ts)HγLH

−1X(ln t/s) = (ts)HcX(t/s), où γLH
−1X(·) est d́efinie positive. Cette fonction est

celle de corŕelation du ǵeńerateur stationnaireY = (LH
−1X).

Il est immédiat d’introduire la densité spectrale de Mellin du processusX(t) puisque

ΓY (β) =
∫
γY (τ)e−i2πβτdτ =

∫
cX(k)k−i2πβ−1dk = (MH=0cX)(β) =̂ ΞX(β). (8)

À titre d’exemple, les mouvements browniens fractionnairesBH , processus gaussiens,H-ss età accroisse-
ments stationnaires [MV68] ont pour covarianceRBH

= σ2(|t|2H + |s|2H −|t− s|2H)/2 et ainsi une corŕelation
cBH

(k) = σ2[kH + k−H − |
√
k− 1/

√
k|2H ]/2. Le calcul de la transforḿee de Mellin donne la densité spectrale

assocíee :ΞBH
(β) = σ2

H2+4π2ν2

∣∣∣Γ(1/2+i2πν)
Γ(H+i2πν)

∣∣∣2 . Par la suite, on peut user de méthodes classiques pour donner

des expressions pour la prédiction, l’interpolation ou le blanchiment de ce processus [NP99, NP00]. Remarquons
au passage que le modèle de Barnes-Allan [BA66], proche deBH , a justement une densité spectrale de Mellin
identiqueà celle deBH .

Les processus auto-similaires admettent aussi directement une décomposition sur la base de Mellin, une
écriture harmonisable de la formeX(t) =

∫
tH+i2πβdX(β), avec des incŕements spectraux décorŕelés de telle

sorte queE {dX(β1)dX(β2)} = δ(β1−β2) ΞX(β1)dβ1dβ2. Notons enfin que cettéecriture est parfois possible
pour des processus qui ne sont pasH-ss mais n’ont qu’une auto-similarité incompl̀ete (harmonisabilit́e de Lòeve
pour les d́ecompositions de Mellin).

• Syst̀emes invariants d’́echelle.De la m̂eme manìere qu’on introduit les filtres, opérateurs lińeaires sta-
tionnaires (puis les modèles paraḿetriques ARMA), on peut s’intéresser aux oṕerateurs lińeairesG covariants en
échelle, tels queGDH,λ = DH,λG, pour toutλ. Ces oṕerateurs sont les transformés de Lamperti de filtres et ils
agissent par l’interḿediaire d’une convolution multiplicative :

(GX)(t) =
∫ ∞

0
g(t/s)X(s)

ds
s

=
∫ ∞

0
g(s)X(t/s)

ds
s
. (9)

Nous ne d́etaillerons pas toutes les propriét́es de ces systèmes. Leur int́er̂et est qu’ils conservent l’auto-
similarité lors de leur action, en modifiant le processus par une formule des interférences. SiA = GX etX(t), t >
0, estH-ss, on acA(k) =

∫
cX(u)ρg(k/u)du/u, avec la corŕelation de Mellinρg(λ) =

∫
g(λs)g(s)s−2H−1ds.

Pour les spectres de Mellin, l’opérateur agit par une simple multiplication,ΞA(β) = |(MHg)(β)|2 ΞX(β).
La deuxìeme propríet́e remarquable est que tout processusH-ss s’́ecrit, par le th́eor̀eme de Bochner, comme

sortie d’un syst̀eme covariant d’́echelle :

X(t) =
∫ +∞

0
g(t/s)V (s)

ds
s
, avec E

{
V (t)V (s)

}
= σ2t2H+1δ(t− s). (10)

Le bruit V (t) est ici gaussien, markovien mais instationnaire, et il n’est autre que le transformé de Lam-
perti du processus de Wiener. La fonction du filtre donne les caractéristiques du processus puisquecX(k) =
σ2k−H

∫
g(kθ)g(θ)θ−2H−1dθ, tandis que la densité spectrale est simplementΞX(β) = σ2|(MHg)(β)|2. Cette

repŕesentation est utilèa certains calculs surX, ou pour le mod́eliser par un système paraḿetrique si on suppose
que(MHg)(β) est une fraction rationnelle. La transformée de Mellin inverse permet d’écrireX(t) comme solu-
tion d’un mod̀ele paraḿetrique d’Euler-Cauchy :

∑p
n=0 αnt

nX(n)(t) =
∑q

n=0 βnt
nV (n)(t), attaqúe par le bruit
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non stationnaireV (t). Notons que l’́elément diff́erentiel de base esttd/dt ici. Les solutions de ces systèmes sont,
à l’inverse, toutes auto-similaires et donc les modèles d’Euler-Cauchy sont de outils intéressant de modélisation
auto-similaire [NG99, YK97].

2.4 Analyse conjointe en Mellin et Fourier

Montrons sur un exemple ce que peut nous apprendre cette analyse en Mellin de processus auto-similaires
par rapport aux́etudes usuelles en Fourier. La fonction de Weierstrass-Mandelbrot [BL80], définie parW (t) =∑

n∈Z λ
−nH(1− eiλ

nt)eiφn est un mod̀ele int́eressant. Elle n’est pas directementH-ss car elle admet un facteur
d’échelle priviĺegíe λ, n’ayant alors qu’une propriét́e d’invariance d’́echelle discr̀ete (ou DSI). Dans la version

aléatoire de la fonction, quand lesφn sont des variables aléatoires i.i.d., elle v́erifie W (λkt) d= λ−kHW (t),
propríet́e d’invariance d’́echelle discr̀ete statistique [BFA02]. Cette fonction a d’intéressant qu’elle conduità un
mod̀ele approch́e de mouvement brownien fractionnaireBH(t).

Donńee sous cette forme, la fonction de Weierstrass est mise dans uneécriture stationnaire : c’est une su-
perposition de modes de Fourier, géoḿetriquement ŕepartis sur lesλ−n. Cetteécriture est possible carW està
accroissements stationnaires. Nous avons vu que l’analyse naturelleà adopter pour les processus auto-similaires
(même en un sens affaibli comme la DSI) est celle de Mellin. Il est légitime de chercher la décomposition de
W (t) sur les briques de base de cette approche : les fonctions de MellinEH,β(t).

En utilisantLH on sait mener le calcul et on montre que dans le cas déterministe (φn = µn) W (t) a la forme
suivante [BL80, FB03] :W (t) =

∑
m
−Γ(−H−m/ ln λ)

ln λ e[−iπ(H+m/ ln λ)/2]EH,m/ ln λ(t). Comme lesEH,β(t) sont
des chirps, des fonctions dont la fréquence instantanéeévolue au cours du temps enβ/t, cette d́ecomposition de
W est bien diff́erente de la premièreécriture : elle est instationnaire et met l’accent sur les propriét́es enéchelle
de Mellin deW (t).

Fig 6 - Fonction de Weierstrass-Mandelbrot aléatoire (H = 0.3, λ = 1.07) à gauche et analyse temps-fréquence du vario-
gramme empiriquèa droite (spectrogramme réalloúe). Voir le texte pour l’interpŕetation. [FB03]

Nous montrons en figure 6 une réalisation deW (t) avec des phases aléatoires et l’analyse temps-fréquence
par un spectrogramme réalloúe de son variogramme empirique : il révèle directement la double stucture du signal
[FB03]. Aux hautes fŕequences, la fenêtre d’analyse devient assez large pour moyenner les contributions de plu-
sieurs chirps et laisser apparaı̂tre les fŕequences stationnaires espacées ǵeoḿetriquement. Aux basses fréquences
la fen̂etre devient relativement plus courte et permet de suivre l’évolution instantańee, non stationnaire, des modes
fréquentiels et ŕevèle alors pŕeférentiellement la d́ecomposition en chirps du signal. Les deux lectures sont va-
lables, mais selon la ḿethode d’analyse l’une ou l’autre sera un modèle mieux adapté.

3 Notes de conclusion : turbulence et Mellin.

Nous avons montré ici qu’en turbulence on doit décrireà la fois un signal qui n’est pas simplement auto-
similaire, dont les propriét́es sont souvent révélées par deśetudes instationnaires, et dans lesquels on peut trouver
des structures organisées. Ensuite nous avons montré en quoi l’analyse de Mellin est naturelle pour décrire l’auto-
similarité, ou plut̂ot en fait les propríet́es construites sur la comparaison d’un signal et de ses version dilatées,
qu’elle conduit a des outils qui ne sont pas stationnaires mais fondés sur des chirps, et que ceux-ci ont une
structure bien organisée. En ajoutant̀a cela que la structure des fonctions de Mellin n’est paséloigńee des mesures
attendues pour des vortex, l’association de l’analyse de Mellin au problème de turbulence est une idée qui ḿerite
consid́eration.
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La difficulté est qu’actuellement on ne dispose pas de méthode d’estimation fiable qui puisse déterminer
les propríet́es enéchelle de Mellin d’un signal globalement stationnaire, donc pour lequel on ne dispose pas
de tempst = 0 nécessaire aux ḿethodes d’analyse de Mellin. Arrivant en fin de la place disponible ici, nous
n’illustrerons pas directement les difficultés mais elle viennent principalement de ce que le mélange statistique
d’objets structuŕes comme des fonctions de Mellin n’est pas inversible et que les signaux obtenus, comme ceux
qu’on trouvait en figure 3, deviennent difficilesà discriminer des signaux aléatoires sans structure sous-jacente.
De plus les outils temps-échelle de Mellin que l’on sait construire, par exemple par l’usage deLH , ne permettent
pas actuellement des estimations fiables par manque de possibilité de faire des moyennes.

Concluons ce texte en rappelant que la turbulence est un problème encore ouvert̀a bien d’́egard, m̂eme
du point de vue de la simple description des signaux mesurés. Elle est ainsi source de problèmes et d’id́ees
applicables̀a d’autres situations, et m̂eme si, comme ici pour l’analyse de Mellin des processus auto-similaires,
on ne sait pas toujours comment revenir l’appliquer aux signaux de turbulence, sonétude reste passionnante.
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