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La
logique

propositionnelle

(approc
he

à
la

H
ilbert)

1



Les
jug

em
ents

(1/2)

Le
conceptde

base
de

la
théorie

de
la

dém
onstration

estle

jugem
ent.

U
n

jugem
ents’écrit���

etestconstitué
de

regroupem
entde

propositions.

–
S

i�

estvide
et�

ne
contientqu’une

proposition,c’est

l’approche
à

la
H

ilbert.

–
Q

uand�

estun
m

ultiensem
ble

(une
structure

de
données

où

l’ordre
ne

com
pte

pas,m
ais

où
les

élém
ents

peuventêtre

répétés)
et�

ne
contientqu’une

proposition,on
a

affaire
à

la

déduction
naturelle.
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Les
jug

em
ents

(2/2)

–
Q

uand �
et �

sontdes
m

ultiensem
bles

de
propositions,on

parle

de
calculdes

séquents .

–
S

i �

et �

sontdes
m

ulti-ensem
bles,m

ais
sil’on

contrôle
très

strictem
entl’em

ploides
duplications

dans
les

preuves,–
une

proposition
ne

sertqu’une
fois

dans
chaque

preuve
–

on
parle

de

logique
linéaire.

–
S

iles
propositions

déclarentle
type

d’un
élém

ent,on
parle

de

jugem
ents

de
typage.
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La
logique

propositionnelle
m

inim
ale
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La
syntax

e
1/2

Iln’y
a

qu’un
connecteur�

etdes
variables

propositionnelles�

,� ,...,� �

,� �

,...

P
ar

exem
ple,les

propositions
sont

–�

,

–� �
� ,

–� � �
�	 �
�

.
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La
syntax

e
2/2

O
n

adopte
la

convention
d’associativité

à
droite

à
savoir

que

� �
�

� � �
�



�

� � �
�
�
�
� �
	 


		

s’écrit
� �
�
� �
�



�

� � �
�
�
� �
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Les
jug

em
ents

de
logique

à
la

H
ilbert

Les
jugem

ents
sontde

la
form

e��

où�

estune
proposition.

A
insion

distingue
certaines

propositions
des

autres.
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Les
jug

em
ents

de
logique

à
la

H
ilbert

Les
jugem

ents
sontde

la
form

e��

où�

estune
proposition.

A
insion

distingue
certaines

propositions
des

autres.

Q
uestion

:Q
uelles

sonten
logique

les
propositions

que
l’on

veut

distinguer
des

autres
?
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Les
constituents

de
la

logique
propositionnelle

à
la

H
ilbert

C
’estune

logique
de

presque
rien

:

–
des

jugem
ents

rudim
entaires,

–
une

règle,

–
deux

axiom
es.

D
u

coup,elle
estdifficile

d’em
ploi,ilva

falloir
s’aider

d’un
logiciel

pour
la

m
anipuler.
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La
m

éta-th
éorie

Je
choisis

com
m

e
une

m
éta-théorie,un

systèm
e

logique
très

puissant:le
C

alculdes
C

onstructions
Inductifs,m

écanisé
dans

l’assistantde
preuve

C
O

Q
a.

A
la

fin
du

cours,on
aura

une
m

eilleure
idée

de
ce

qu’estle
C

alcul

des
C

onstructions
Inductifs

aC
es

notes
de

cours
vontde

paire
avec

un
scripten

C
O

Q
.
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U
n

peu
de

“m
éta

syntax
e”

� ��
���
����
� �
�����
�	

signifie
“pour

tout�

ettout�

quisontdes

propositions”

���
�����
�

signifie
que

l’on
définitun

concept: proposition,

theorem
par

induction.
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Le
jug

em
ent

theorem

E
n

C
O

Q
,le

jugem
ent�����

� 

appliqué
à�

se
note

� �����
� 
�	 .

N
ous

le
noterons ��

quisignifie
que

“�

estun
théorèm

e”.
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U
ne

règle

E
n

logique
propositionnelle

m
inim

ale,iln’y
a

qu’une
règle

:

le
M

odus
P

onens
:

�� �
�
��

M
P

��13



Le
M

odus
P

onens

E
n

C
O

Q
,M

P
estune

fonction
� �����
� 
� �
�	"!
� �����
� 
�	 !
� �����
� 
�	

quiprend
un

objetdu
type�

����
� 
� �
�

où� �
�

estune

proposition
etun

objetdu
type�

����
� 
�

où�

estune
proposition

etfournitun
objetdu

type�
����
� 
� .

P
lus

précisém
ent,c’estune

fonction
quiprend

quelque
chose

du

type� �
�

etrend
une

fonction
quià

quelque
chose

de
type�

associe
quelque

chose
de

type� .
M

ais
c’està

peu
près

la
m

êm
e

chose,à
une

curryfication
prés

!
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D
eux

axiom
es

Ily
a

deux
axiom

es
appelés

et#

:

�
�� �

� �
�

et# �
�� � �

� � �
	 �
� � �
�	 �
� � �

N
e

m
e

dem
andez

pas
pour

l’instantpourquoiils
s’appellent

et#

!
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E
xercice

P
rouver

le
lem

m
e $�

� � �
�	 �
� �
�
�	 � �
�
�	 .
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P
reuve

de
K

S

% &
'( )+*
), *
- *
) *
)

%/.
')+*
) *
)

')+*
)

'- *
) *
)

où 0
1

est

'( ) *
( )+*
), *
), *
( )+*
) *
), *
)+*
)
') *
( ) *
), *
)

'( ) *
) *
), *
) *
)
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P
reuve

de
K

S

% &
'( )+*
), *
- *
) *
)

%/.
')+*
) *
)

')+*
)

'- *
) *
)

où 0
1

est

'( ) *
( )+*
), *
), *
( )+*
) *
), *
)+*
)
') *
( ) *
), *
)

'( ) *
) *
), *
) *
)

0

et0
1

sontdes
arbres

de
preuve.

0

estl’arbre
de

preuve
ou

la
preuve

de� �
� �
�

.
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E
xercice

P
rouver,en

utilisantle
lem

m
e $

,le
lem

m
e

(la
règle

dérivée)

2�
� �����
� 
� � �
	 !
� �����
� 
� �
�	 !
� �����
� 
� � �
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La
règle

C
ut

La
règle

C
utou

règle
de

coupure
perm

etd’utiliser
des

théorèm
es

interm
édiaires

(des
lem

m
es

!)
ici� .

�� � �

�� �
�

rule
C

ut
�� � �
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Le
m

od
èle3 0,14

U
ne

form
ule

estvalide
classiquem

entsielle
prend

la
valeur 5

pour

l’interprétation
de�

suivante
:

�
6
5

6
5
5

5
6
5

etquelles
que

soientles
valeurs

prises
par

les
variables

propositionnelles.
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E
xercice

1.
M

ontrer
que

les
axiom

es 7�8
9���
:

et 7�8
9���
;

sontvalides

classiquem
ent.

2.
M

ontrer
que

la
règle

M
P

“préserve”
les

propositions
valides

classiquem
ent.

E
n

déduire
que

tous
les

théorèm
es

sontvalides
classiquem

ent.

3.
M

ontrer
que

la
form

ule
de

P
ierce�� � �

�	 �
�	 �
�

est

valide
classiquem

ent.
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Incom
plétude

La
form

ule
de

P
ierce

n’estpas
un

théorèm
e

de
la

logique
m

inim
ale.

La
logique

m
inim

ale
estincom

plète
pour

le
m

odèle< 0,1= .
Ilfaut

–
soitchanger

de
logique,

–
soitchanger

de
m

odèles.
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Incom
plétude

La
form

ule
de

P
ierce

n’estpas
un

théorèm
e

de
la

logique
m

inim
ale.

La
logique

m
inim

ale
estincom

plète
pour

le
m

odèle< 0,1= .
Ilfaut

–
soitchanger

de
logique, logique

classique

–
soitchanger

de
m

odèles,m
odèles

de
K

ripke

O
n

fera
les

deux
!

P
ar

exem
ple

en
ajoutantl’axiom

e
de

P
ierce
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La
logique

propositionnelle
intuitionniste

(approc
he

à
la

H
ilbert)

25



La
syntax

e

Ily
a

deux
nouveaux

connecteurs>

et?

.

–>

et?
représententla

conjonction
etla

disjonction.
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Les
axiom

es
pour

et@

Ily
a

six
axiom

es.

A B
C D
EF GIH
B

J H
F K H
B

J H
F GML
KJ H B

A B N
D
EGIH

F GML
KJ

A B O
D
EK H

F G L
KJ

PQRC D
EG H
K H
F GMS
KJ

PQR ND
EF GMS
KJ H
G

PQR OD
EF GMS
KJ H
K
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Q
uelques

cons
équences

–� ?�
�
� ?�

–� ?� � ? �
	 �
� � ?�	 ? �

–� ?�
�
�

–� � �
�	 �
� � ? �
	 �
� � ? �
	

–� >�
�
� >�

–� >� � > �
	 �
� � >�	 > �

–� >�
�
�

–� � �
�	 �
� > �
�
� > �
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Q
uelques

cons
équences

(suite)

–� � >�	 ?� � > �
	 �
� >� � ? �
	

–� >� � ? �
	 �
� � >�	 ?� � > �
		

–� � ?�	 >� � ? �
	 �
� ?� � > �
	

–� ?� � > �
	 �
� � ?�	 >� � ? �
	

E
tdes

règles
:

��

��

�� >�

�� �
�
�� � �

�� �
� > �

�� 5�
� 5
���T
�
� T

�� 5>��T
�
� 5>� T
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Le
connecteur

False

Le
connecteurUV8��

estrégipar
l’axiom

e
:

U�
�UV8���

�

La
négation

est W� X
� �
UV8�� .
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R
éduire

les
connecteur

s
?

E
n

logique
intuitionniste,on

ne
peutpas

réduire
les

connecteurs
les

uns
par

rapportaux
autres.

C
haque

connecteur
a

sa
vie

propre.

Ilfautdonc
des

axiom
es

spécifiques
pour

chaque
connecteur

(voir

exercice
...dans

le
livre

de
van

D
alen).
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La
logique

intuitionniste
et

la
logique

classique

E
n

logique
intuitionniste

les
form

ules
suivantes

ne
sontpas

des

théorèm
es.

– WW� �
�

–� ? W�

–� W� �
W�	 �

� �
�

–� � �
�	 ?� � �
�	
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Le
tiers

exclus

Le
tiers

exclus
estla

proposition� ? W�

.

E
n

inform
atique,considérons

la
propositionY�88

à
savoir

“La
variableZ

estnulle” a.

S
a

négation
est“La

variableZ
n’estpas

nulle” b.

A
-t-onY�88

? WY�88

?

A
-t-on

une
seule

m
anière

d’interpréter
la

négation
?

aO
n

devraitpréciser
“La

variable[

vauttoujours
zéro”

b“La
variable[

ne
vautjam

ais
zéro”
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La
logique

intuitionniste
et

les
preuves

E
n

logique
intuitionniste

les
preuves

sontdes
citoyens

de
prem

ière

classe.

U
ne

proposition
estun

théorèm
e

sion
peuten

exhiber
une

preuve.

A
insi

–
d’une

preuve
de WW�

on
ne

peutpas
extraire

une
preuve

de�

.

–
on

ne
peutpas

construire
une

preuve
de� ? W�

,car
cetobjetest

construità
partir

d’une
preuve

de�
ou

d’une
preuve

de W�

a.

aqu’on
ne

possède
pas

quand
on

affirm
eGML

\G
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C
’estcom

m
e

construire
une

m
aison

sur
un

terrain
situé

à
V

aise
ou

à
V

énissieux
!
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La
logique

intuitionniste
et

les
preuves

R
etournons

à

]

.

E
n

fait,dans

� �����
� 
� �
�	"!
� �����
� 
�	 !
� �����
� 
�	

]

prend
une

preuve
de� �

�

etretourne
une

fonction
qui

prend
une

preuve
de�

etretourne
une

preuve
de� .

D
onc� �����

� 
� �
�	

représente
le

type
a

des
preuves

de

� �
� .

aplutôtque
l’ensem

ble
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