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Q
uels

sont
les

buts
de

la
logique

?

–
P

our
tous

–
P

our
les

m
athém

aticiens

–
P

our
les

inform
aticiens
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Q
uels

sont
les

buts
de

la
logique

?

P
our

tous

–
C

om
prendre

la
nature

intim
e

du
raisonnem

entm
athém

atique
a

–
Faire

du
“raisonnem

ent”
une

théorie
m

athém
atique

com
m

e
les

autres.

–
D

onner
un

sens
précis

à
ce

que
peut-être

le
vrai

dès
qu’ils’agitde

raisonnem
entetd’argum

entation.

aetdu
raisonnem

entnon
m

athém
atique

(philosophique,judiciaire)!
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Q
uels

sont
les

buts
de

la
logique

?

P
our

les
m

athém
aticiens

–
S

’assurer
(se

convaincre
?)

que
les

m
athém

atiques
sont

exem
ptes

de
contradictions

etde
paradoxes.

–
A

pprendre
une

branche
des

m
athém

atiques.
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Q
uels

sont
les

buts
de

la
logique

?

P
our

les
inform

aticiens

–
M

écaniser
les

processus
de

raisonnem
ent.

–
E

xhiber
les

liens
entre

dém
onstrations

etcalculs.

–
F

orm
aliser

les
objets

inform
atiques,

–
pour

la
sûreté

(par
exem

ple,la
ligne

14
du

m
étro

parisien),

–
etle

sécurité.
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C
e

que
la

logique
n’est

pas

P
ointde

vue
personnel

–
Le

fondem
entultim

e
auquelse

réduisentles
m

athém
atiques,

(pointde
vue

réductionniste)

D
es

réductions
sontpossibles

etutiles
etla

logique
peutaider

à

en
faire,

m
ais

iln’y
pas

de
réduction

ultim
e.

–
La

discipline
quiva

faire
rem

placer
les

hum
ains

(en
général)

et

les
m

athém
aticiens

(en
particulier)

par
des

m
achines

(pointde

vue
m

écaniste).
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La
logique

,une
th

éorie
m

ath
ém

atique

La
logique

estune
théorie

m
athém

atique
a,

–
elle

utilise
les

m
athém

atiques
com

m
e

le
fontles

autres
branches

des
m

athém
atiques,

–
elle

étudie
des

sortes
particulières

d’objets
m

athém
atiques

:les

propositions,les
théorèm

es,les
jugem

ents,les
dém

onstrations,

etc.

acom
m

e
les

autres
!
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U
n

peu
d’histoire

L’histoire
m

ontre
que

toutce
quiestsusceptible

de
se

m
athém

atiser

se
m

athém
atise.

A
u

début,seuls
les

entiers
sontdes

êtres
m

athém
atiques.

P
uis

les
A

nciens
acceptentles

rationnels
etles

relatifs.

A
la

R
enaissance,les

com
plexes

(ou
im

aginaires)
deviennent

eux-aussides
êtres

m
athém

atiques.
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U
n

peu
d’histoire

A
u

dix-neufsiècle

–
les

réels
(D

edekind),

–
puis

les
fonctions

(en
“extension”)

–
etles

ensem
bles

(C
antor)

deviennentdes
êtres

m
athém

atiques.

A
u

débutdu
vingtièm

e
siècle,les

fonctions
(en

“intention”)
(C

hurch

etC
urry)

etles
théorèm

es
(B

oole,Frege
etc.)

deviennentdes
êtres

m
athém

atiques.

A
ujourd’hui(1980),les

dém
onstrations

(C
urry

etH
ow

ard)

deviennentdes
êtres

m
athém

atiques.
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M
écaniser

la
logique

?

D
eux

positions
s’affrontent.

Le
m

ath
ém

aticien
ne

sera
jam

ais
battu

par
une

m
ac

hine

A
lain

C
onnes

(le
triangle

de
la

pensée)

Ilexiste
un

th
éorèm

e
qui

ne
peut

être
prouv

é
que

par
un

ordinateur
V

eroffand
M

cC
une

:Les
algèbres

de
B

oole
peuventêtre

axiom
atisées

par
l’axiom

e

�� �
���
�� �
���� �
�� �
� �
��� �� ��

où
est� estle

sym
bole

de
S

heffer
quipeutêtre

interprété
com

m
e

	� 

�
�	
�
��
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M
écaniser

la
logique

?

D
eux

positions
s’affrontent.

Le
m

ath
ém

aticien
ne

sera
jam

ais
battu

par
une

m
ac

hine

A
lain

C
onnes

(le
triangle

de
la

pensée)

Ilexiste
un

th
éorèm

e
qui

ne
peut

être
prouv

é
que

par
un

ordinateur
V

eroffand
M

cC
une

:Les
algèbres

de
B

oole
peuventêtre

axiom
atisées

par
l’axiom

e

�� �
���
�� �
���� �
�� �
� �
��� �� ��

où
est� estle

sym
bole

de
S

heffer
quipeutêtre

interprété
com

m
e

	� 

�
�	
�
��

E
st-ce

un
théorèm

e
profond

?
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M
od

èles

Inform
ellem

ent,un
m

odèle
estune

structure
m

athém
atique

dans

laquelle
toutes

les
règles

de
déduction

etles
axiom

es
sont

�

satisfaits�

.

O
n

ditqu’une
form

ule
estvalide

sielle
estsatisfaite

dans
tous

les

m
odèles.
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Les
deux

niveaux
de

la
logique

E
n

logique,ily
a

deux
niveaux

quiinterfèrentetqu’ilne
fautpas

confondre.

–
La

théorie ,(on
ditaussiparfois

la
théorie

objet ,sil’on
veutêtre

plus
précis).

–
La

m
éta-théorie,c’estune

m
athém

atique
dans

laquelle
on

va

raisonner
sur

l’objet.C
’estaussiun

systèm
e

logique
!
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Les
deux

niveaux
de

la
logique

Le
théorie

objetestl’objetlogique
que

l’on
étudie

etque
l’on

souhaite
donc

form
aliser.

E
n

général,on
accepte

dans
la

m
éta-théorie

toute
la

puissance
du

raisonnem
enttraditionnel.S

ielle
estm

écanisée,cela
peut-être

par

un
systèm

e
form

elplus
ou

m
oins

puissant.
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Les
deux

niveaux
de

la
logique

D
ans

la
m

éta-théorie,on
prouve

des
m

éta-théorèm
es,c-à-d

des

théorèm
es

à
propos

de
la

théorie
objet.

Q
uelques

m
éta-théorèm

es
courants

sont:

–
la

correction,

–
la

cohérence,

–
la

com
plétude.
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Les
concepts

m
éta-logiques

La
correction

estla
propriété

d’un
systèm

e
de

preuve
de

ne
prouver

que
des

théorèm
es

quisontdes
form

ules
valides.

La
cohérence

estla
propriété

d’un
systèm

e
de

preuve
d’être

absent

de
contradiction,on

ne
peutpas

prouver
une

propriété
etson

contraire.

La
com

plétude
estla

propriété
d’un

systèm
e

de
preuve

de
prouver

toutes
les

form
ules

valides .
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Les
ingrédients

de
la

logique
1/7

Les
aspects

preuves

E
n

logique
on

trouve
:

–
un

langage
d’expressions

bien
form

ées
:

�

les
propositions

(construites
avec

des
connecteurs),

�

les
jugem

ents,

�

etc.

O
n

ditaussique
c’estla

syntaxe.

–
des

règles
de

déduction,

–
des

axiom
es.
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Les
ingrédients

de
la

logique
2/7

Les
règles

de
déduction

m
ontrentcom

m
entconstruire

des

théorèm
es

à
partir

d’autres
théorèm

es .O
n

définitdans
la

m
éta-théorie,

–
des

fonctions
des

propositions
vers

les
propositions

(règles

m
onadiques),

–
ou

des
fonctions

des
couples

de
propositions

vers
les

propositions
(règles

dyadiques).

Les
propositions

à
partir

desquelles
ontfaitla

déduction
dans

la

règle
s’appelle

les
prém

isses.La
proposition

que
l’on

déduit

s’appelle
la

conséquence.
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Les
ingrédients

de
la

logique
3/7

Les
axiom

es
affirm

entque
certaines

propositions
sontdes

théorèm
es

:on
définitle

prédicatunaire�

être
un

théorèm
e�

dans

la
m

éta-théorie
eton

affirm
e

que
les

axiom
es

sontdes
form

ules
qui

satisfontce
prédicat.

N
.B

.Les
axiom

es
sonten

généralvus
com

m
e

des
règles

sans

prém
isses.
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Les
ingrédients

de
la

logique
4/7

Le
butdes

axiom
es

etdes
règles

de
déduction

estde
form

er
des

expressions
particulières,les

théorèm
es

en
construisantdes

objets

m
athém

atiques
particuliers

les
dém

onstrations
(ou

preuves).
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Les
ingrédients

de
la

logique
5/7

Les
preuves

sontdes
arbres

dont

–
les

noeuds
sontles

règles
de

déduction,

–
les

feuilles
sontles

axiom
es

–
etla

racine
estle

théorèm
e

dontc’estla
preuve.

���

���� �
����

���

�������
��

���� �
����

���

���� �
����

�
�
�
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Les
ingrédients

de
la

logique
6/7

Ily
a

différentes
sortes

d’objets
:propositions

a,théorèm
es,etc.

D
ans

une
logique,l’appartenance

d’un
objetà

telle
ou

telle
sorte

se

décrète
par

un
jugem

ent.

aquine
sontpas

théorèm
es
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S
yntax

e
concr

ète
et

syntax
e

abstraite

U
n

ordinateur
a

besoin
qu’on

luiparle
de

la
syntaxe

à
un

bas

niveau,c’estla
syntaxe

concrète,c-à-d
les

virgules,les

parenthèses,les
retours

à
la

ligne ,etc.

U
n

hum
ain

préfère
une

syntaxe
lisible

etflexible,ila
besoin

de
la

syntaxe
abstraite,c-à-d

plutôtla
structure

arborescente,donc
il

souhaite
des

opérateurs
infixes,l’associativité.
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Les
ingrédients

de
la

logique
7/7

Les
aspects

m
odèles

O
n

interprète
le

langage
dans

les
m

odèles.O
n

parle
ausside

sém
antique.

Les
propositions

quisont“satisfaites”
(dans

un
sens

à
préciser)

par

le
m

odèle
sontdites

valides.

C
orrection,cohérence

etcom
plétude

établissentdes
liens

entre

–
les

théorèm
es

(propositions
prouvables)

–
etles

tautologies
(propositions

valides),

c’est-à-dire
entre

la
prouvabilité

etla
validité.
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Les
deux

branc
hes

de
la

logique

La
partie

de
la

logique
où

l’on
s’intéresse

plutôtaux
dém

onstrations

s’appelle
la

la
théorie

de
la

dém
onstration

ou
théorie

de
la

preuve

(prooftheory).

La
partie

de
la

logique
où

l’on
s’intéresse

plutôtà
la

validité

s’appelle
la

théorie
des

m
odèles.24
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B
ib

liographie
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U
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:
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e

1
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éthodes

pour
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atique
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E
S
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