
Magistèred’Informatiqueet Modélisation

Complétudeducalculpropositionnelintuitionniste

Le but decequi suit estdemontrerla complétudedu calculpropositionnelintuitionnistevis-
à-vis desmodèlesde Kripke. Sansbeaucoupnuire à la généralité,on serestreindraà un calcul
ne contenantque les connecteurs

�
et � . Auparavant on montreque l’on peut indifféremment

considérerlesmodèlesfinis ou lesmodèlesfinis et/ouinfinis.

Partie 1 : Modèlesfinis ou infinis

Danscettepartieonmontrequepourle calculpropositionnelintuitionniste,la validitédansles
modèlesdeKripke infinis seramèneà la validitédanslesmodèlesdeKripkefinis.

L’ensembledespropositionsestnotéPROP et l’ensembledesvariablespropositionnellesest
notéVar. Un ensembleΓ depropositionseststablepar sousterme(ou sous-formule)si quandΓ
contientϕ il contienttouteslespropositionsqui sontdessous-termesdeϕ.

Un modèlede Kripke du calcul propositionnelestun triplet ����� U �	�
����
 , où U estun en-
semblefini ou infini, � estun ordresurU et � : Var �� �
� U 
 et tel quepourchaquevariable
propositionnellep � Var, ��� p
 estun sous-ensembledirigé deU , c’est-à-diretel queu ����� p
 et
u � v impliquentv ����� p
 . OndéfinitunerelationI ��� (ouplussimplementI � ) surU � PROP par
inductionsurla structuredespropositions:

– si la propositionestunevariablepropositionnellep, alorsuI � p signifiequeu ����� p
 ,
– si la propositionestdela formeϕ � ψ, alorsuI � ϕ � ψ, signifiequeuI � ϕ ouuI � ψ,
– si la propositionestdela formeϕ � ψ, alorsuI � ϕ � ψ signifiequepourtoutv � u si vI � ϕ

alorsvI � ψ.
ϕ estvalidedans� , cequi s’écrit ��� � ϕ, ssipour tout u � U , uI � ϕ et ϕ estvalide,cequi s’écrit
� � ϕ, ssipourtoutmodèle� , ��� � ϕ.

Soient � un modèlede Kripke et Γ un ensemblefini de propositionsstablepar sous-terme.
Nousassocionsà � un modèlede Kripke fini � Γ ��� UΓ �	� Γ � � Γ 
 commesuit. On définit, pour
chaqueu � U , ! u"#�%$ ϕ � Γ � uI � ϕ & etUΓ �%$#! u"�� u � U &(' L’ordre � Γ estl’ordre d’inclusiondes
sous-ensemblesdePROP. On écrit I � Γ aulieu de I � � Γ. Par définition � Γ � p
)�*$#! u"+� p �,! u"-& . On
dit que � Γ estobtenuparfiltrationàpartir de � .

1. MontrezqueUΓ estfini et que � Γ satisfait lescritèresdedéfinitiond’un modèledeKripke
(c’est-à-direque � Γ estdirigépour � Γ qui estaussi. ).

2. Montrezquesi ϕ � Γ lestrois conditionssuivantessontéquivalentes:
(i) ! u" I � Γ ϕ
(ii) uI � ϕ (autrementdit danscecasϕ �/! u" ).

3. Montrezque � � ϕ si et seulementsi �0� � ϕ pourtouslesmodèles� finis.
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Partie 2 : Ensemblespremiers

Dansla suite,onconsidèrelesmodèlesdeKripkefinis ou infinis.
Un ensembledepropositions∆ estpremiers’il satisfait lesdeuxconditions:
a. ∆ estclospar � ,
b. quandψ � χ � ∆ alorsou bienψ � ∆ � oubienχ � ∆ '
SoientΓ un ensembledepropositionset ϕ unepropositiontelle Γ 1� ϕ, on veutconstruireun

ensembleΓ 2 premierqui contienneΓ et tel que Γ 231� ϕ. Pour cela,on ordonneles propositions
disjonctivesenunesuite � ψ1

� χ1 �	'4'5'5� ψn
� χn �	'5'4'6
 et l’on construitla suiteΓk ainsi.Γ0 estΓ. Sup-

posonsconstruitΓk avecΓk 1� φ et considéronsla premièrepropositionde la suiteci-dessustelle
queΓk � ψnk

� χnk et Γk 1� ψnk et Γk 1� χnk.

1. Expliquezpourquoiunetelle propositionψnk

� χnk existetoujours.

2. Montrezquel’on n’a pasà la fois Γk � ψnk � ϕ et Γk � χnk � ϕ. Ainsi on définit

Γk 7 1 : �
8

Γk 9 $ ψnk & si Γk � ψnk 1� ϕ
Γk 9 $ χnk & danslesautrescas.

3. Soit Γ 2 �;: k < 0 Γk. MontrezqueΓ 2 1� ϕ.

4. MontrezqueΓ 2 estpremier.

Partie 3 :Théorèmedecomplétude

Danscettepartieonveutmontrerquesi Γ 1� ϕ alorsil existeunmodèledeKripke �=�;� U �	�>� ��

et un mondeu minimumdansU telle queuI � Γ et uI �4? ϕ. On construittout d’abordun ensemble
premierΓ 2 tel que Γ 2�@ Γ et Γ 2 1� ϕ. U est l’ensembledessuitesfinies d’entiersordonnéespar
l’ordre préfixe (ε estla suitevide).DoncunmondedeU estunsuitefinie d’entiersα A a1 '4'5' ap.

1. On construitle modèle� et desensemblesΓ � α 
 associésà chaquesuited’entiersα (c’est-
à-direàchaquemondedeU ).
– cas ε, Γ � ε 
�� Γ 2 .
– cas αi. Soit unesuite �	� σ0 � τ0 
B�C� σ1 � τ1 
D�E'5'5'4�C� σn � τn 
D�	'5'4'5��
 énuméranttous les � σi � τi 
 tels

que Γ � α 
D� σi 1� τi . On peutconstruireun ensemblepremierΓ � αi 
 tel que σi � Γ � αi 
 et
Γ � αi 
F1� τi. Pourquoi?

Pardéfinition,α ����� p
 si etseulementsi p � Γ � α 
 .
2. Supposantquepourtout β, β I � ψ1 si et seulementsi Γ � β 
�� ψ1 et β I � ψ2 si et seulementsi

Γ � β 
G� ψ2, montrezqueα I � ψ1 � ψ2 impliqueΓ � α 
�� ψ1 � ψ2.

3. Montrezqueα I � ψ si et seulementsi Γ � α 
G� ψ.

4. Montrezqueε I � ψ (pourchaqueψ � Γ) et queε I �5? ϕ.

5. Montrezquesi � � ϕ alors � ϕ.
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