Magistered’Informatiqueet Modélisation

Complétudedu calcul propositionnelntuitionniste

Le but de ce qui suit estde montrerla complétudedu calcul propositionneintuitionnistevis-
a-vis desmodelesde Kripke. Sansbeaucoumuire a la généralité on se restreindraa un calcul
ne contenanigue les connecteurs/ et —. Auparavant on montreque I'on peutindifféremment
considéretesmodeledinis oulesmodéledinis et/ouinfinis.

Partie 1 : Modelesfinis ou infinis

Danscettepartieon montrequepourle calculpropositionnelntuitionniste la validité dansles
modélegdeKripke infinis serameneala validité danslesmodélesie Kripke finis.

L’ensembledespropositionsestnoté PROP et I'ensembledesvariablespropositionnelleest
notéVar. Un ensembld™ de propositionseststablepar sousterme(ou sous-formuleki quandl
contientd il contienttoutesles propositionsqui sontdessous-termede .

Un modélede Kripke du calcul propositionnelestun triplet X = (U,<, ), ouU estun en-
semblefini ouinfini, < estunordresurU et I :Var —— P(U) ettel quepourchaquevariable
propositionnellep € Var, I(p) estun sous-ensembldirigé deU, c’est-a-diretel queu € I(p) et
u < vimpliquentv € I(p). Ondéfinitunerelationi4 (ou plussimplementt) surU x PROP par
inductionsurla structuredespropositions

— sila propositionestunevariablepropositionnellep, alorsull- p signifiequeu € I(p),

— sila propositionestdela formed Vv g, alorsul-é Vv |, signifiequeul-¢ ou ul-y,

— silapropositionestdela forme¢ — Y, alorsul-¢ — Y signifiequepourtoutv > u sivi-¢

alorsvi-y.
¢ estvalidedans%, cequi s’écrit X |=¢, ssipourtoutu € U, ul-¢ et ¢ estvalide,ce qui s’écrit
=9, ssipourtoutmodéleX, X |=¢.

Soient X un modelede Kripke et ' un ensembldini de propositionsstablepar sous-terme.
Nousassocionsx X un modelede Kripke fini % = (Ur, <r, Ir) commesuit. On définit, pour
chaquaue U, [uj={¢ €T |ulF¢} etUr = {[u] | ue U}. L'ordre <r estl'ordre d’inclusiondes
sous-ensembleate PROP. On écritI-r aulieu de I g . Par définition I (p) = {[u] | p € [u]}. On
dit que K estobtenuparfiltrationa partirde K.

1. MontrezqueUr estfini et que ¢ satishit les criteresde définition d’'un modélede Kripke
(c’est-a-direque I estdirigé pour <r qui estaussiC).

2. Montrezquesi ¢ € I' lestrois conditionssuvantessontéquivalentes

(i) [ult-r¢

(i) ul-¢ (autrementit danscecas¢ € [u]).
3. Montrezque|=¢ si etseulemensi X |=¢ pourtouslesmodélesk finis.



Partie 2 : Ensemblespremiers

Dansla suite,on considerdes modélesde Kripke finis ouinfinis.

Un ensemblale propositionsA estpremiers’il satistit lesdeuxconditions:

a. A estclospart,

b. quandy Vv x € A alorsou bieny € A, oubieny € A.

Soientl" un ensemblede propositionset ¢ unepropositiontelle I' # ¢, on veutconstruireun
ensembld™’ premierqui contiennel” et tel quel” t/ ¢. Pour cela, on ordonneles propositions
disjonctvesenunesuite (Y1 V X1, -..,WUnV Xn, ---) €tl'on construitla suitel"y ainsi.l g estl. Sup-
posonsconstruitly avecl i I @ et considéronga premiérepropositionde la suite ci-dessugdelle
quel k= Wn V Xn, etk 7 Wn, et Xn, -

1. Expliquezpourquoiunetelle propositionyn, V Xn, existetoujours.

2. Montrezquel'on n'a pasala fois 'k, Y, = ¢ etly, Xn F ¢. Ainsi on définit

rk_|_1 = { rkU {LIJnk} Si rk7qJnk |7[¢

MU {Xn } danslesautrescas.

3. Soitl"" = U0 k- Montrezquel™ 7 ¢.
4. Montrezquel’ estpremier

Partie 3 :Théoremede complétude

DanscettepartieonveutmontrerguesiT t# ¢ alorsil existeunmodeledeKripke X = (U, <, I)
etun mondeu minimumdansU telle queul-T etul/ ¢. On construittout d’'abordun ensemble
premierl™” tel quel” DT et I/ ¢. U estl'ensembledessuitesfinies d’entiersordonnéespar
I'ordre préfixe (€ estla suitevide). DoncunmondedeU estunsuitefinie d’entiersa = ay...ap.

1. Onconstruitle modéleX etdesensemble§ (o) associés chaquesuited’entiersa (c'est-
a-direachaquemondedeU).
—cas¢g, (e)=TI",
— cas ai. Soit unesuite ((0p,1o), (01,T1), .-, (On,Tn), ---,) €NuMeErantousles (oj, 1) tels
queT (a),o;i i/ 1i. On peutconstruireun ensemblgpremierl (ai) tel queo; € ' (ai) et
I (ai) t#1;. Pourquor?
Par définition,a € I(p) sietseulemensipe '(a).

2. Supposantjuepourtout 3, BI-1 si etseulemensil(B) - Y1 et BI- P, si et seulemensi
I (B) F Y2, montrezquea I- Py — Yo impliquel (a) - P — Yo.

3. Montrezquea Iy sietseulemensi I (a) - .
4. Montrezqueel- (pourchaqual € IN) etqueel ¢.
5. Montrezquesi |=¢ alorst ¢.



