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La logigue combinatoire

Il s’agit d’une structure algébrique avec trois opérateurs.
° I'application,

® S et K.

M,N == S|K|x|MN

Forment les CL-termes.

Si M et P sont deux CL-termes on note I'application de M a P tout

simplement par la concaténation soit M P.



La logigue combinatoire

On définit deux regles de réduction
Sryz  — > rz(yz)
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x1 Quelgues termes

SKKz ~ ———  Kx(Kz)
C'L

—_— o h
CL

On appelle tres naturellement ce terme | et on retient la regle

| — X
CL



Quelgques termes

On remarque que

Sllz . ——  lz(lx)
C'L
— > L X
CL

donc

SH(Sll) —7 Sl(sl)

Sll correspond a w et SII(SIl) correspond & (2.



Quelgques termes

S(KS)K zyz A KSz(Kz)yz

— S(Kzx)yz

—7 Krz(yz)

o 2R,

Donc S(KS)K équivaut a B = \zyz.z(yz).



Questions

Quel combinateur satisfait Fxy TS Y ?

Que vaut
S(BBS)(KK)?



Types



Typage

On a tout d’abord:

F S:(a—=B—=v9)—=>(a—= b)) >a—y

- K:a— 38— a.

Associé a la regle
=M :o—T = N :o
FMN 7

on voit gu’on a une correspondance de Curry-Howard entre la logique

combinatoire et la logique propositionnelle intuitionniste a la Hilbert.



Typage

On a de plus

Fol:a— «

- B:(a—=fB)—= (y—=a)—=y— 8,

r:a—>F—>v F Sz:(a—=pf)>a—7y
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Correspondance avec le lambda-calcul
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Des CL-termes vers les \-termes

On peut donner une interprétation [_| des CL-termes vers les

lambda-termes.

[KIx = Azy.z

[Slx = Azyz.xzz(y=2)
[My Ma]x = [Mi]x [Ma2]x

[z]x = =
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Des CL-termes vers les \-termes

Cette interprétation préserve les types.

Autrement dit si M/ est le terme de preuve de o dans la logique
propositionnelle intuitionniste a la Hilbert,
alors [ M ] est terme de preuve de o dans la déduction

naturelle pour la logique propositionnelle intuitionniste.

13



Abstractions dans les CL-termes

On définit une opération d’abstraction [x]. M sur les CL-termes de la

facon suivante

Sixz ¢ F'V (M) alors
x|.M = KM
sinon

z].(M7 My)

||
p)
)
=
N—"
)
5

[x].x = |
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Abstractions

Par exemple,

dans les CL-termes
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9T

M) (1(I1M)s) (IM)S)s) (sM) s
(131) (=) [z]) (1r[z])s) s) (M) S

(r[z]) (@) %) [2]) s) (sM) s

(1 (@) ) [2]) (s°[2]) s

| ((z¥) ) s°[7]

(A-[A]) ((z 1) [A]) 5[]

. [A][2]

SaWlIa)-7) S9| Suep suonoensqy



Typage des abstractions

Siz:o,I'FM:7aorsT' - [x].M :0 — 7.

Par induction sur la structure de M.
e siz ¢ FV(M)alorsI' = KM : ¢ — 7 pour n'importe quel o.

e siz € FV(M)et M = My Ms alors par induction
x:o0l'FM:p—>Tetx:0, ' M;:pet
' |z].My:0o—p—7etl - [x].My: 0 — p. On prend
S:(c = p—7)— (60— p) = o — 7. Par conséquent
I'+s|x].M;y [x].My : 0 — 7.C.Q.F.D.

esizrc FV(M)etM =zxalorsT'-1:0 — 0.
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Réduction

([ M) N ——= Mz = N]

Démonstration: Par induction sur la définition de [x|. M.
e siz & FV (M) alors

([ M)N = KMN
= M = M[z := N].

esiz € FV(M)etM = x alors [z].M = I et
([x].M) N = N = z|z := N]|.

18



Réduction

(|x].M) N — M|z := N|

e siz € FV(M)et M = My Ms alors par induction

(2] My Mo) N = s ([z].M1) ([2].M2) N

—— (([«].M1) N) (([].M2) N)

— i:& = 2_ iw?ﬁ = .N/J
— Q§H iwi& .= .N/:
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Des A\-termes vers les CL-termes

On peut donner une interprétation Z o1, des lambda-termes vers les

CL-termes.
:vﬁu»\th = T&:igﬁuh
[My Mo)er, = [Mi]er [M2]er
[zlc = =

Ona M — N implique [M]cr —7 IN]cr-
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Des A\-termes vers les CL-termes

Cette interprétation préserve les types.

Autrement dit si M/ est le terme de preuve de o dans la déduction
naturelle de la logique propositionnelle intuitionniste
alors [ M ] est terme de preuve de ¢ dans la logique

propositionnelle intuitionniste a la Hilbert.
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Des A\-termes vers les CL-termes

La taille de [M ] esten O(3™) ou n est la taille de M.

Clairement, [[M ] o nest pas en général égal a M.
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