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Les
fonctions

com
m

e
cito

yens
de

prem
ière

classe

O
n

peutfaire
que

les
preuves

soientcitoyens
de

prem
ière

classe ,

m
ais

pourquoipas
les

fonctions
?
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Q
uelques

dates

autour
de

1870
un

Italien
a

s’oppose
à

C
antor

sur
le

pointde
savoir

quelestle
conceptde

base
des

m
athém

atiques
prétendantque

ça
devraitêtre

les
fonctions.

1920
S

chönfinkel
initie

la
logique

com
binatoire,

1925
H

askellC
urry

crée
la

logique
com

binatoire,

1936
A

lonso
C

hurch
crée

le�
-calcul,

1970-...
E

xplosion
du�

-calculdue
à

l’inform
atique

(B
arendregt,

B
erry,B

oehm
,de

B
ruijn,G

irard,H
indley,K

lop,K
rivine,Levy,

P
lotkin,S

cott,m
ais

aussiC
urien,S

tatm
ann

etc.)
adontj’aioublié

le
nom

.
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D
es

notations
différentes,

un
m

êm
e

concept

en
m

aths
� ��
�

� ��
� � ��
�� �� ����

en
C

A
M

L
fu

n
x

->
x

fu
n

f
->

(fu
n

x
->

(f
(f

x)))

en�

-calcul

�� ��

�� �� �� �� �� � ����
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La
syntax

e

La
classe �

estla
plus

petite
classe

quicontient

1.�

si�

estune
variable,

2.�� �

si

	 �
,

3.�

�

si

	 �
et 


	 �
.4



La
syntax

e

La
classe �

estla
plus

petite
classe

quicontient

1.�

si�

estune
variable,

2.�� �

si

	 �
,

abstraction

3.�

�

si

	 �
et 


	 �
.

application
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Q
u’y

a-t-il
derrière

la
syntax

e
?

O
n

peutvoir
les

term
es

com
m

e
des

abstractions
des

fonctions
ou

des

program
m

es
fonctionnels.

D
ans�� �

,on
ditque

estle
corps

de
la

fonction
ou

du

program
m

e.

D
ans�


� ,on
peutvoir

com
m

e
une

fonction
que

l’on
applique

au
param

ètre 


.La
valeur

va
s’obtenir

par�

réduction�

(approche

intentionnelle).

Le
lam

bda-calculdécritles
fonctions

par
leur

com
portem

ent.
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L’anecdote
derrière

la
syntax

e
?

A
u

débutC
hurch

voulaitécrire
x̂

.

M
ais

au
tem

ps
des

m
achines

à
écrire

on
ne

savaitécrire
que

ˆx
.

C
e

quia
donné�

x
,puis�

x
.
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E
xem

ples
de

term
es


 �
�� ��

�
��� �� ���

� �
�� �� �� �� �� ��� ��

�� � �
����

� �
�� �� �� �� �� �� �� � �

����
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C
on

vention

1.
A

u
lieu

de���� ���� ��� �
� ����

on
écrit��� ����� �

.

P
ar

exem
ple

:��� ��

.

2.
A

u
lieu

de� ����

�� ���
� �

on
écrit


� ���
�

ou

�


,si �

�

� 
� ���
� � .
P

ar
exem

ple,��� � ���
� � �
�

à
la

place
de�� �� �� �� �� ��� ��

�� � �
���� .
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C
on

vention

P
ar

exem
ple

:�� �� ��� �� ��

donne� �� ��� ��

,
� La

fonction
identité

appliquée
à

y,puis
le

résultatestappliqué

à
y�

.

E
n

revanche,�� ����
correspond

à�� �� ��� �

.

� La
fonction

quià
x

faitcorrespondre
le

résultatde
x

appliqué

à
y

puis
à

y�

.
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Les
m

êm
es

term
es

avec
con

ventions

 �
�� ��

�
��� ��

� �
��� � ���

� � �
�

� �
��� � ��� � �

�
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Les
m

êm
es

term
es

avec
con

ventions

 �
�� ��




estla
fonction

identité

�
��� ��

�

estla
fonction

constante�

� �
��� � ���

� � �
�

� �
��

distribue�

� �
��� � ��� � �

�

�

perm
ute

l’effetdes
parenthèses
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V
ariab

les
et

substitutions

13



Les
variab

les
liées

��� ��
�
�

��� �� �
�
�
���

� �
! �"

���

�
�
���

� �
��� 
�
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Les
variab

les
liées

��� ��
�
�

��� �� �
�
�
���

� �
! �"

���

�
�
���

� �
��� 
�

#$

%&

exem
ples

��� �� ���
�

! �"

��� �� � ��� � ���
�

! � '
�"

��� �� � ��� � ��� ��
�

! � '
�"
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Les
variab

les
libres

1/2

(�� ��
�

! �"

(�� �� �
�
�
(��

�*)
! �"

(��

�
�
(��

� �
(�� 
�
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Les
variab

les
libres

1/2

(�� ��
�

! �"

(�� �� �
�
�
(��

�*)
! �"

(��

�
�
(��

� �
(�� 
�

#$

%&

exem
ples

(�� �� ���
�
�

(�� �� � ��� � ���
�
�

(�� �� � ��� � ��� ��
�

! �"

(�� �� ��� � ���
�

! �"
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Les
variab

les
libres

2/2

U
n

term
e

quin’a
pas

de
variable

libre
estditclos

ou
ferm

é
ou

est

appelé
un

com
binateur.
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Les
variab

les
libres

2/2

U
n

term
e

quin’a
pas

de
variable

libre
estditclos

ou
ferm

é
ou

est

appelé
un

com
binateur.

+,

-.

A
T

T
E

N
T

IO
N

!
U

ne
variable

peutêtre
à

la
fois

libre
etliée

dans
un

term
e.

P
ar

exem
ple

:�� �� ��� .
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Le
produit

cartésien
et

la
curryfication

Iln’y
a

pas
de

produitcartésien
dans

le�

-calculsim
ple.

S
ion

veutécrire
:

�� �'
�� ��� �'
��

ou

� �'
�� ��
�� �'
��

on
le

rem
place

par
��� �� ��

C
’estla

curryfication
(nom

m
ée

après
H

askellC
urry).
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S
ubstitution

S
ubstituer

une
variable

par
un

term
e

ne
consiste

pas
sim

plem
entà

rem
placer

toutes
les

occurrences
de

la
variable

par
ce

term
e,à

cause

du
phénom

ène
de

capture.

Q
uand

on
écrit

/ � 0
�
12

on
ne

rem
place

pas
sim

plem
entles

occurrences
de�

dans
par1

.21



S
ubstitution

A
insi

�� �� ���/ � 0
�

�2
3 �
�� �� ���

� �� ���/ � 0
�

�2
3 �
�� ��

donc
ilfautêtre

prudent.
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S
ubstitution

avec
renom

m
a

g
e

1.�/ � 0
�
12 �
1

2.�/ � 0
�
12 �
�

3.� �� �
�/ � 0
�
12 �
�� �

4.� �� �
�/ � 0
�
12 �
�� ��

/ � 0
�
12�

si�
3 	 (��
�

ou�3 	 (�� 1�

5.� �� �
�/ � 0
�
12 �
�� ��

/ � 0
��

2/ � 0
�
12�

si�	 (��
�

et� 	 (�� 1�
et�

estune
nouvelle

variable

6.�
�
4�/ � 0
�
12 �
�/ � 0
�
12
4/ � 0
�
12
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La
con

vention
de

B
arendregt

C
’estune

convention
sur

les
variables

libres
d’un

term
e

dans
un

énoncé
m

athém
atique.

Il
n’existe

aucun
sous-term

e
dans

lequel

une
variable

apparaı̂tà
la

fois
libre

etliée.
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L’5
-con

version
(règles

structurelles)

�� �
 �
6 �� �� 

/ � 0
�

�2�
�3 	 (�� 
�
��
78

� �
6 
�

4 �
6 
49 :

11

�
4 �
6 
� 
4

�
6 


9 :
��

�� �
�
6 �� �


� �
6 �
9;�
<
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R
éfle

xivité
de

l’5

-con
version

Lem
m

e
:

P
our

tout

	 �

,on
a

�
6

.

P
ar

induction
structurelle

sur
.

est
la

variab
le�

dans
ce

cas
on

applique
l’axiom

e
‘a

V
ar.

est
une

application

�
4 .

A
lors

par
induction

on
a

� �
6
�

et

4 �
6
4

donc
on

peutappliquer
la

règle9

A
P

P
pour

obtenir

�
4 �
6
�
4 .

est
une

abstraction
‘l

x
.P

.
P

ar
induction 1 �

6 1

.D
onc

par
la

règle9

A
B

S
on

a�� �1 �
6 �� �1

.
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L’5
-con

version
(règles

de
congruence)

�
6 


9

sym
étrie


 �
6 


�
6 



 �
6 1

9

transitivité
�
6 1
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L’5
-con

version
(règles

de
congruence)

�
6 


9

sym
étrie


 �
6 


�
6 



 �
6 1

9

transitivité
�
6 1

L’9

-conversion
estune

relation
d’équivalence,stable

par
passage

au

contexte,on
ditque

c’estune
congruence.
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L’5
-con

version

L’9
-conversion

ne
change

pas
la�

signification�

des
term

es.

La
con

vention
de

B
arendregt

–
O

n
suppose

que
dans

toutthéorèm
e

que
l’on

énonce,on
suitla

convention
de

B
arendregt.

–
S

il’on
a

un
term

e
quine

satisfaitpas
la

convention
de

B
arendregt,

on
s’y

ram
ène

par9

-conversion
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S
ubstitution

et
con

vention
de

B
arendregt

A
vec

la
convention

de
B

arendregt,la
définition

des
substitutions

devientbeaucoup
plus

sim
ple.

–�/ � 0
�
12 �
1

–�/ � 0
�
12 �
�

–

� �� �
�/ � 0
�
12 �
�� �

/ � 0
�
12

–

�
�
4�/ � 0
�
12 �
�/ � 0
�
12
4/ � 0
�
12
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La
-réduction

et
les

autres
réductions

31



La
-contraction

Les
fonctions

sontfaites
pour

calculer!

Les
réductions

d’un
term

e
représententson

calcul.

La=

-contraction
en

estl’étape
élém

entaire.
� �� �
� 1

>

/ � 0
�
12
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R
-réduction

O
n

se
donne

un
ensem

ble?

de
règles,c-à-d

de
paires

de
term

es,

par
exem

ple=
.

@



signifie
que

se
réduità


par?

en
une

étape.
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R
-réduction

(contraction)

ACB
DFE
GIH
@

B

J
E

A KG
B

J
E

LM B

J
LM E

(congruence
gauche)

B

J
E

B
N

J
E
N

(congruence
droite)

B

J
E

NB

J
NE
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E
xercice

R
éduire

–�� �� �� ��� �

–

� �� � ��� � ���� �� ���
–

� �� � ��� � ���� �� � �� ��
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D
’autres

exem
ples

de
réductions

La
contractionO

P
our

tout
	 �

et�
3 	 (��
� ,

�� �
�

P

�

L’expansionO

P
our

tout

	 �

et�
3 	 (��
� ,

P QR
S

�� �
� �

36



D
’autres

exem
ples

de
réductions

La
contraction

par=

etO
>P

�

>
�

P
�

O
n

s’intéresse
évidem

m
entà

la=O

-réduction

>P

quiestla

ferm
eture

transitive
etréflexive

de

>P

.
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F
erm

eture
transitive

et
réfle

xive

(cas
de

base)

B

J
E

B

J
E

(réflexivité)

B

J
B

(transitivité)

B

J
E
E

J
T

B

J
T

38



P
roposition

P
réservation

par
abstraction

etapplication
de

>

B

U
E

LM VB

U
LM VE

B

U
E
N

U
W

B
N

U
E
W
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P
roposition

P
réservation

par
abstraction

etapplication
de

>

C
as

B

U
E

LM VB

U
LM VE

O
n

doitm
ontrer

que

–
sous

l’hypothèse

>



–
on

a
la

conclusion�� �

>
�� �


.

La
dém

onstration
estpar

induction
sur

la
taille

de
l’arbre

de
preuve

de

>



(quiutilise
les

règles
de

la
définition

de

>

et

celle
de

>

).
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P
roposition

P
réservation

par
abstraction

etapplication
de

>

Trois
cas

se
présentent:

1.
>



,on

a
utilisé

le�

cas
de

base�

,alors
par� X� ,

�� �

>
�� �


eton
conclutpar

le�

cas
de

base�

.

2.

�



,alors�� �
�
�� �


etconclutpar�

réflexivité�

.

3.
Ilexiste1

telque

>
1

et1
>




.P
ar

induction,on
tire,

–�� �

>
�� �1

–
et�� �1

>
�� �


,

etpar�

transitivité� �� �

>
�� �


.

41



F
erm

eture
transitive

,réfle
xive

et
sym

étrique

A
vec

les
règles

(cas
de

base)

B

J
E

B

J
E

(réflexivité)

B

J
B

(transitivité)

B

J
E
E

J
T

B

J
T

(sym
étrie)

B

J
E

E

J
B

on
obtientla

ferm
eture

transitive,réflexive
etsym

étrique

de

@

.
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F
erm

eture
transitive

,réfle
xive

et
sym

étrique

–
E

lle
s’écrit �@

ou

@

,

–
elle

se
dit?

-égalou?

-convertible
ou?

-équivalent.

43



É
galité

extensionnelle

44



L’égalité
extensionnelle

>

décritl’égalité
intentionnelle.

A
utrem

entdit,si

>



si
et


ontle
m

êm
e

�

com
portem

ent�

.

D
eux

term
es

sontextensionnellem
entéquivalents

s’ils
prennentles

m
êm

es�

valeurs�

quand
on

les
appliquentau

m
êm

e
term

e.
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L’égalité
extensionnelle

O
n

aussila
règle

(ext)
� �

ext 
�

�
ext 


�
3 	 (��

�
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L’égalité
extensionnelle

O
n

aussila
règle

(ext)
� �

ext 
�

�
ext 


�
3 	 (��

�

P
ar

les
règles

cas
de

base
pour=

+
réflexivité

+
transitivité

+
sym

étrie

+
exton

définitune
relation �

ext .

47



P
roposition

�

ext

�

>P

.
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P
roposition

�

ext

�

>P

.

P
our

m
ontrer

que

>P
Y
�

ext

ilsuffitde
m

ontrer
que

si1
P

alors1
�

ext

donc
ilsuffitde

m
ontrer

que
pour�

3 	 (��
�� �� �
�� �

ext

E
n

fait,ilsuffitde
m

ontrer
qu’on

a� �� �
�� �

>

�

.

P
ar

le
cas

de
base

etla
définition

de

>

,cela
vientde

� �� �
�� �

>
�
��/ � 0
�
�2 �

�

.
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P
roposition

�

ext

�

>P

.

P
our

m
ontrer

que �

ext

Y
>P

,

ilsuffitde
m

ontrer
que

extestune
règle

dérivée
dans

>P

.

S
upposons

�
>P


�

avec�
3 	 (��

� ,

alors�� �
�

>P
�� �
�

parX

,

donc
parO

appliquée
deux

fois,on
a

P
�� �
�

>P
�� �
�

P



soit

>P



.
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Q
uelques

résultats
de

stabilit
é

51



C
onte

xte

U
n

contexteZ/2

estdéfiniainsi

1./2
estun

contexte,

2.
si

	 �
etsiZ/2

estun
contexte

alors

Z/2

etZ/2

sont

des
contextes,

3.
siZ/2

estun
contexte

alors�� �Z/2

estun
contexte.
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C
onte

xte

D
éfinition

S
iZ/2

estun
contexte

et :
	 �

alorsZ/ :2
estdéfinipar

induction
surZ/2 .

–

/ :2 �:

,

–
siZ/2 �

�� �[
/2
alorsZ/ :2 �
�� �[

/ :2 ,
–

siZ/2 �
[

/2
alorsZ/ :2 �

[
/ :2 ,

–
siZ/2 �[

/2

alorsZ/ :2 �[
/ :2

,
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#$

%&

S
tabilit

é
par

conte
xte

P
roposition

@

,

@

et

@

sontstables
par

contexte.

@

et
@

sontstables
par

substitutions.
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@
eststable

par
contexte.

D
ém

onstration
:

@



alorsZ/
2

@
Z/ 
2

P
ar

induction
sur

la
structure

de\]^

,sachantque_

`
a

.

1.\]^cb
]^

alors\] _^ b
_

et\] a^cb
a

,évident.

2.\]^cb
de
]^

,

–
par

inductione
] _^

`
e
] a^

,

–
d’autre

part,\] _^ b
de
] _^

et\] a^ b
de
] a^

,

–
donc

par
congruence

à
droite\] _^

`
\] a^

.

3.\]^cb
e
]^ d

,com
m

e
2

en
changeantf

droiteg
enf

gaucheg

.

4.\]^cb
hi je
]^ d

,par
inductione

] _^
`

e
] a^

,d’où
la

conclusion

par
(k

).
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#$

%&

S
tabilit

é
par

substitution

P
roposition

@



im
plique:

/ � 0
�

2
@

:
/ � 0
�

2 .
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#$

%&

S
tabilit

é
par

substitution

P
roposition

@



im
plique:

/ � 0
�

2
@

:
/ � 0
�

2 .

D
ém

onstration
:L’hypothèse

est

@



.

La
dém

onstration
se

faitpar
induction

sur :

.

–: �
�

,alors:
/ � 0
�

2 �

@

 �
:

/ � 0
�

2 .

–: �
�

,alors:
/ � 0
�

2 �
�

@
� �
:

/ � 0
�

2

par

réflexivité.
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#$

%&

S
tabilit

é
par

substitution
(suite)

–: �
�� ��

,

par
induction�/ � 0

�
2

@
�/ � 0
�

2 ,

donc :
/ � 0
�

2 �
�� ��/ � 0
�

2

et

:
/ � 0
�

2 �
�� ��/ � 0
�

2 ,

par
(X

)
pour

@
,on

a

�� ��/ � 0
�

2
@

�� ��/ � 0
�

2 .

58



#$

%&

S
tabilit

é
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-irréductible

etsi

@



.

63



F
orm

es
norm

ales

O
n

n’affirm
e

–
nil’existence

(cfz
),

–
nil’unicité,ily
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