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Le
parado

xe
du

barbier
� �

���� �������� ����

et�
��	 �����	� ��������	� ����

contiennentdes
term

es
quis’appliquentà

eux-m
êm

es.

Le
paradoxe

du
barbier

est:

Le
barbier

rase
tous

ceux
quine

se
rasentpas

eux-m
êm

es.

Q
uirase

le
barbier?

P
our

éviter
les

paradoxes,on
cherche

à
éviter

de
tels

term
es.

O
n

va
donc

typer
les

term
es.

Typer
estaussibien

pour
la

program
m

ation.
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Les
objectifs

du
typa

g
e

Le
typage

a
donc

deux
objectifs

:

–
préserver

la
correction,rien

de
m

auvais
ne

peutarriver,

–
préserver

la
term

inaison,toutes
les

réductions
se

term
inent.

E
n�

-calculla
term

inaison
s’appelle

la
norm

alisation
forte.
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Les
environnem

ents

Ilfauttyper
les

variables
libres,ilfautdonc

faire
des

hypothèses
sur

les
types

de
ces

variables.

D
’où

la
notion

d’environnem
ent.

U
n

environnem
entestun

ensem
ble

d’association
de

types
à

des

variables.


 �
���
��� ���� �� �
��
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Les
types

U
n

jugem
entestl’affirm

ation
du

type�

d’un
term

e
sous

un
certain

environnem
ent


:


�
�
�

Les
types

sont

–
soitdes

types
de

base� ,
–

soitdes
types

applications��
�

.
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Les
règles

(V
ar)


� � �
� �� �
�

(A
bs)


� � �
� �
�
�


��� �
�
��
�

(A
pp)


�
�
��
�

��
�
�


�
�
�
�
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E
xercices

Typez
les

term
es

�
������ ��� ���

� ,

� ��� ��

,

�
���� � ���

�
,

���� ��

,

� ���� � ���
� ���
� .
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E
xercices

(suite)

1.
Typez�� �

���� ������� ��� .
2.

Typez
22 �

���	 � �	� 	 ������	 � �	� 	 ��� .
3.

A
-t-on

le
m

êm
e

type
pour�

(resp.2)
dans

chaque
cas

?

C
onclusion

:Le
systèm

e
de

types
sim

ples
n’estpas

assez
général.Il

ne
perm

etd’affecter
un

type
unique

à
chaque

term
e.
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S
i
� � �

� �
�
�

et
��
�
�

alors
�
� � ���
�

 �
�

D
ém

onstration
:P

ar
induction

sur
.
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S
i
� � �

� �
�
�

et
��
�
�

alors
�
� � ���
�

 �
�

D
ém

onstration
:P

ar
induction

sur
.

!

S
i

�
�

alors 


contient� �
�

et

� � ���
�

 �
�

�

donc

le
résultatquiest
�� �

�

estclair.

!

S
i

�
�

alors� �
�

et

� � � �
�

 ��

etle
résultatestl’une

des
hypothèses.
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S
i
� � �

� �
�
�

et
��
�
�

alors
�
� � ���
�

 �
�

D
ém

onstration
:P

ar
induction

sur
.

!

S
i

�
"

alors
par

(A
pp)

pour
un

certain�$#

,on
a

–
� � �
� �"�
�$#
�
�

duquelon
tire

par
induction


�"� � ���
�

 �
�$#
�
�

–
et
� � �

� �
�
�$#

duquelon
tire

par
induction


�
� � � �
�

 �
� #

.

D
onc

par
(A

pp)
�� "
�� � � �
�

 �
�

puisque

� "
�� � � �
�

 �
"� � � �
�

 
� � � �
�

 .

!

Le
cas

��� �"

estsim
ilaire.10



R
éduction

du
sujet

Lem
m

e
R

éduction
du

sujet

La%

-réduction
préserve

le
type.

S
i 
�

�
�

etsi

&
�

alors 
��
�
�

.
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S
i
�

�
�

etsi

&
�

alors
��
�
�

.

D
ém

onstration
:P

ar
induction

sur
la

définition
de

&
�

.

–

�
���� �
��
'


����� �
��
' �
�

vientde
� � �
� �
� �
�

etde


�
' �
�

.

D
’autre

part�
�
�� � ���

' 

or
d’après

le
lem

m
e 
�

�� � ���

' �
�

.
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S
i
�

�
�

etsi

&
�

alors
��
�
�

.

D
ém

onstration
:P

ar
induction

sur
la

définition
de

&
�

.

–

�
���� �
��
'


����� �
��
' �
�

vientde
� � �
� �
� �
�

etde


�
' �
�

.

D
’autre

part�
�
�� � ���

' 

or
d’après

le
lem

m
e 
�

�� � ���

' �
�

.

–

�
�
'

avec�
��
�
'

et

�
&

�
� .


�

vientde 
�
� �
��
�

et 
�
' �
�

,

par
induction
��

��
��
�

etdonc
��
�
' �
�

.
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S
i
�

�
�

etsi

&
�

alors
��
�
�

.

D
ém

onstration
:P

ar
induction

sur
la

définition
de

&
�

.

–

�
���� �
��
'


����� �
��
' �
�

vientde
� � �
� �
� �
�

etde


�
' �
�

.

D
’autre

part�
�
�� � ���

' 

or
d’après

le
lem

m
e 
�

�� � ���

' �
�

.

–

�
�
'

avec�
��
�
'

et

�
&

�
� .


�

vientde 
�
� �
��
�

et 
�
' �
�

,

par
induction
��

��
��
�

etdonc
��
�
' �
�

.

–
Les

autres
cas

sontsim
ilaires.
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C
om

m
entaires

–
S

iun
term

e
estd’un

certain
type,iln’en

sortira
pas

par%

-réduction.

–
S

iun
term

e
a

une
form

e
norm

ale
ets’ila

un
type,alors

sa
form

e

norm
ale

a
ce

type.
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La
correspondance

de
C

urry-H
o

w
ard

La
m

athém
atique

c’estl’artde
donner

le
m

êm
e

nom
à

des

choses
différentes.

H
enriP

oincaré

16



La
correspondance

de
C

urry-H
o

w
ard

(V
ar)

() *
+, -
*
+,

(). -
.

(A
bs)

() *
+, -
/
+0

(-
1* 2
/
+,3
0

4
5

(). -
6

(-
.
4
6

(A
pp)

(-
/
+,3
0
(-
7
+,

(-
/7
+0

4
8

(-
.
4
6
(-
.

(-
6
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La
correspondance

de
C

urry-H
o

w
ard

D
ans 
�

�
�

,

–
M

:estune
annotation

quiestle9

term
e

de
preuve:

,

–�

peut-être
vu

com
m

e
un

type
ou

com
m

e
une

proposition.
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La
preuve

de
B

; <

= > ;
?@ A=CB;>@ A B D
> ;
?
E

= > ;
?@ A=CB;>@ A B D
?

= > ;
?@ A=CB;>@ DB;
?

= > ;
?@ D
=CB;>@ ; B;
?

D
= > ;
?@ ;
=CB;>@ ; B;
?

oùF

est

; <

= > ;
?@ A=CB;>@ A B D
B;>
= > ;
?@ A=CB;>@ A B D
B

= > ;
?@ A=CB;>@ A B D
>
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La
preuve

de
B

annotée

; <

G H
= > ;
?@ AI H
=CB;>@ A J HB D
G H> ;
?
E

G H
= > ;
?@ AI H
=CB;>@ A J HB D
G= I J
@ H?

G H
= > ;
?@ AI H
=CB;>@ D
KJ L
G= I J
@ HB;
?

G H
= > ;
?@ D
KI J L
G= I J
@ H=CB;>@ ; B;
?

D
KGI J L
G= I J
@ H= > ;
?@ ;
=CB;>@ ; B;
?

oùF

est

; <

G H
= > ;
?@ AI H
=CB;>@ A J HB D
I HB;>
G H
= > ;
?@ AI H
=CB;>@ A J HB DJ HB

G H
= > ;
?@ AI H
=CB;>@ A J HB D
I J H>
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La
preuve

de
B

annotée

; <

G H
= > ;
?@ AI H
=CB;>@ A J HB D
G H> ;
?
E

G H
= > ;
?@ AI H
=CB;>@ A J HB D
G= I J
@ H?

G H
= > ;
?@ AI H
=CB;>@ D
KJ L
G= I J
@ HB;
?

G H
= > ;
?@ D
KI J L
G= I J
@ H=CB;>@ ; B;
?

D
KGI J L
G= I J
@ H= > ;
?@ ;
=CB;>@ ; B;
?

oùF

est

; <

G H
= > ;
?@ AI H
=CB;>@ A J HB D
I HB;>
G H
= > ;
?@ AI H
=CB;>@ A J HB DJ HB

G H
= > ;
?@ AI H
=CB;>@ A J HB D
I J H>

La
preuve

du
lem

m
e�

estle
term

e�
!

21



S
im

plification
de

preuves

La
preuve

M NPO
NQ RS
TNPO
N

M O
UQ

M N O
NQ TS O
N O
N

M O
UQ

TM NPO
NQ OS O
NPO
N

N TN
M O
UQ

TNPO
NM O

VQ

TS O
N O
N

peutêtre
réduite
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S
im

plification
de

preuves

E
n

effet,on
faitune

introduction
im

m
édiatem

entsuivie
d’une

élim
ination

:M NPO
NQ RS
TNPO
N

M O
UQ

M N O
NQ TS O
N O
N

M O
UQ

TM NPO
NQ OS O
NPO
N

N TN
M O
UQ

TNPO
NM O

VQ

TS O
N O
N

O
n

peutobtenir
une

preuve
de�WYX

Z X
Z

à
partir

de
la

preuve

de� Z X
Z� �W X
Z X
Z

.

P
our

cela,ilsuffitde
rem

placer
chaque

occurrence
de

l’utilisation
de

l’hypothèse� Z X
Z�

par
sa

preuve.
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S
im

plification
de

preuves

E
n

utilisantcette
rem

arque

M NPO
NQ RS
TNPO
N

M O
UQ

M N O
NQ TS O
N O
N

M O
UQ

TM NPO
NQ OS O
NPO
N

N TN
M O
UQ

TNPO
NM O

VQ

TS O
N O
N

donne
SRN TN

M O
UQ

S
TNPO
N

M O
UQ

TS O
N O
N24



S
im

plification
de

preuves

D
onc

avec
les

annotations
par

les
term

es
de

preuve
[ \
M N O
NQ R] \S
TN O
N

M_^`aQ

[ \
M N O
NQ Tb]dc[ \S O
N O
N

M_^`aQ

Tb[]dc[ \
M NPO
NQ OS O
NPO
N

e \N Te \N
M_^`aQ

Tbe ce \N O
NM_^NNQ

TM b[] c[QM be ceQ \S O
N O
N

donne
] \SR e \N TN

M_^`aQ

] \S
Tbe ce \NPO
N

M_^`aQ

Tb] e ce \S O
N O
N

25



S
im

plification
de

preuves

D
onc

avec
les

annotations
par

les
term

es
de

preuve
[ \
M N O
NQ R] \S
TN O
N

M_^`aQ

[ \
M N O
NQ Tb]dc[ \S O
N O
N

M_^`aQ

Tb[]dc[ \
M NPO
NQ OS O
NPO
N

e \N Te \N
M_^`aQ

Tbe ce \N O
NM_^NNQ

TM b[] c[QM be ceQ \S O
N O
N

donne
] \SR e \N TN

M_^`aQ

] \S
Tbe ce \NPO
N

M_^`aQ

TM b] c[Q f [ \ g
be ceh i
b] e ce \S O
NPO
N

La%

-réduction
correspond

à
la

sim
plification

des
preuves.
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S
im

plification
de

preuves

F
j � 
�k

� X
��


�j X
k

F #
�j� X
l�


�k
se

transform
e

en

F ##

�k

F ##

estla
preuveF

dans
laquelle

toutes
les

utilisations
de

l’hypothèsej

sontrem
placées

par
la

preuve F
dej

.
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S
im

plification
de

preuves

F

� �
j � 
�
�

k
�nm
op�


����� �
� �
j X
k

F #

��
�

j�nmZZ�


����� �
� �
�

k

se
transform

e
en

F ##


�
� � ���
�

 �
k

F ##

estla
preuveF

(quise
note

)
dans

laquelle
toutes

les

utilisations
de

l’hypothèse� �
j

sontrem
placées

par
la

preuveF

dej

(quise
note�

).
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La
correspondance

com
plète

de
C

urry-H
o

w
ard

O
n

obtientle
tableau

de
correspondance

:

types
propositions

term
es

preuves

réduction
sim

plification
des

preuves

29



F
orte

norm
alisation

30



Term
inaision

de
la

sim
plification

?

E
st-ce

que
le

processus
de

sim
plification

de
preuves

se
term

ine
?

A
utrem

entditest-ce
que

ce
processsus

estvraim
entun

processsus

de
sim

plifiction.

31



N
orm

alisation
forte

D
éfinition

:U
n

term
e

estfortem
entnorm

alisable
sitoute

suite
de

réductions

&

�
&

���
&

� ���

estfinie.

T
héorèm

e
:S

i
�
�
�

alors
estfortem

entnorm
alisable.
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N
orm

alisation
forte

(d
ém

onstration),
1 er

lem
m

e

Lem
m

e
:S

i m
, �

et q�

sontfortem
entnorm

alisables

etm
�

q�
n’estpas

fortem
entnorm

alisable

alors
ily

a
un r

telque

1.m

&
�� �r

2.r� � ���
� q�

n’estpas
fortem

entnorm
alisable.
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N
orm

alisation
forte

(d
ém

onstration),
1 er

lem
m

e

D
ém

onstration
:

P
uisquem

,�
et q�

sontfortem
entnorm

alisables,la
réduction

infinie

quipartdem
�

q�
estde

la
form

e

m
�

q�
&

���� �r� �� q��
&

r� � � �
�� q��

&
���

M
ézalors

le
résultatvientim

m
édiatem

entdu
faitque

r� � ���
� q�

&
r� � ���
�� q�� �
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N
orm

alisation
forte

(d
ém

onstration),
1 er

lem
m

e

R
em

ettons
le

lem
m

e
à

l’endroit.

Lem
m

e
:S

i m
, �

et q�

sontfortem
entnorm

alisables

ets’ily
a

unr
telque

1. m

&
�� �r

2. r� � ���
� q�

estfortem
entnorm

alisable.

alorsm
�

q�

estfortem
entnorm

alisable
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N
orm

alisation
forte

(d
ém

onstration),
2 èm

e
lem

m
e

Lem
m

e
:S

i
et"

sonttypés

etsi
et"

sontfortem
entnorm

alisables,

alors
� � ���
" 

estfortem
entnorm

alisable.
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N
orm

alisation
forte

(d
ém

onstration),
2 èm

e
lem

m
e

D
ém

onstration
:

P
ar

induction
sur

le
triplet��s� Zut

� "� �uv
�
� � sw
xyyt

�
�� ,où

!

oùs� Z t
� "�

estla
com

plexité
du

type
de"

,

!v
�
�

(ou
hauteur)

estla
longueur

de
la

plus
longue

réduction
qui

com
m

ence
en

,

!sw
xyyt

�
�

estla
taille

de
.

37



N
orm

alisation
forte

(d
ém

onstration),
2 èm

e
lem

m
e

–

�
�� ��

,clairem
entv

�
� �
v

� �
� ,m

ais

sw
xyyt

�
�z sw
xyyt

� �
� .O
n

applique
l’induction.

D
onc�

� � ���
" 

estfortem
entnorm

alisable,donc

� � ���
" �� �

� � � �
" 

estfortem
entnorm

alisable.
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N
orm

alisation
forte

(d
ém

onstration),
2 èm

e
lem

m
e

–� q{
,les

réductions
ontlieu

dans
les{| ,donc

clairem
ent

v
�
�~}
v

� {|� ,etsw
xyyt

�
�z sw
xyyt

� {|� .
O

n
applique

l’induction
à

chacun
des{| ,on

conclutque
chaque

{|� � ���
" 

estfortem
entnorm

alisable,donc� ���{|� � ���
" ���

estfortem
entnorm

alisable,m
ais

com
m

e

� ���{|� � ���
" ���
�

� � q{�� � � �
" �

P
ar

conséquent,� � q{�� � � �
" 

estaussifortem
entnorm

alisable
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N
orm

alisation
forte

(d
ém

onstration),
2 èm

e
lem

m
e

–

�
���� ��
�

q{
P

ar
induction,�

� � ���
" ,

� � ���
" 

et q{� � ���
" 

sont

fortem
entnorm

alisables.

P
osonsr

��
� � ���

 q{

.

S
ion

veututiliser
le

lem
m

e
précédent,ilsuffitde

m
ontrer

que

�
� � ���
" � � � �

� � � �
"  q{� � � �
" �r� � ���
" 

estfortem
entnorm

alisable
.

O
rv

� r�� v
�
�

donc
par

inductionr� � � �
" 

estfortem
ent

norm
alisable.O

n
peutappliquer

le
lem

m
e.

E
tdonc

par
le

lem
m

e,

� � � �
" 

estfortem
entnorm

alisable.
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N
orm

alisation
forte

(d
ém

onstration),
2 èm

e
lem

m
e

–

�
� �

q
O

n
veutdém

ontrer
que"�

� � � �
" q� � ���
" 

estfortem
ent

norm
alisable.

P
ar

induction,� #
��

� � ���
" 

et q#
�

q� � ���
" 

sont

fortem
entnorm

alisables.

S
ion

veututiliser
le

lem
m

e
précédent,ilsuffitde

m
ontrer

que
si

"
&

�� �"�

alors
#

�"�� � � �
� # q#

estfortem
ent

norm
alisable.

R
em

arquons
que

cela
nous

indique
que

s� Zut
� �� �
s� Z t

� "� �
s� Z t

���� �"�� �
��
�

.

41



N
orm

alisation
forte

(d
ém

onstration),
2 èm

e
lem

m
e

–

�
� �

q
(suite)

P
uisque� �

s� Zut
� �
� �
s� Zut

� � #�� s� Z t
� "� ,on

peutappliquer

l’hypothèse
d’induction

etdonc "�� � � �
� # 

estfortem
ent

norm
alisable.

P
arce

que� �
s� Z t

� "�� � ���
� # �� s� Z t

� "� ,on
conclutpar

induction,que

#�� �
q#�� � ���

"�� � ���
� #  

estfortem
ent

norm
alisable

A
insion

peutappliquer
le

deuxièm
e

lem
m

e
etconclure

que

� � ���
" 

estfortem
entnorm

alisable.

42



N
orm

alisation
forte
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à

prouver
la

norm
alisation

forte.

–
Le

term
e

estune
variable

ou
une

abstraction
c’estclair.

–
Le

term
e

estune
application"

alors
on

utilise
une

astuce
en

disantque

"

�
� �
�� � ���
" 

ça
devientévidentpar

le
2 èm
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