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Les
structures
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S
tructures

U
ne

structure
estun

triplet�
�

���
���
���
�	�
��
���

où

–�

estun
ensem

ble
non

vide
(le

supportou
l’univers

de
la

structure),

–�

estun
n-uple�������� ��

de
prédicats,

– �

estun
m

-uple �������� ��
de

fonctions
totales,

–
les
�

sontdes
élém

ents
de�

(les
constantes).
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E
xem

ples

–���
���
���� ������� �

estle
corps

des
réels,

–�"!
�$#�

estl’ensem
ble

ordonné
des

naturels.
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Le
type

de
sim

ilarit
é

Le
type

de
sim

ilarité
d’une

structure

�
�

���
� ���������� ��� ���� ���	 
� 
���

estla
suite

��%������� %�&('�������('��()�

où

–*�+
�
,-,

–�.0/�
123 �

,

–)
�

4	�
� 
��4 (le

cardinalde�
).

C
haque

structure
contientla

relation
binaire

d’identité
quiest

notée �

.
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E
xem

ples

–���
���
���� ������� �

a
pour

type
de

sim
ilarité�65

&�7��7�� & 7�

,

–�"!
�$#�

a
pour

type
de

sim
ilarité� 7& 5

&���

.
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La
syntax

e
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La
syntax

e
1/2

S
upposons

que
l’on

a
un

langage
de

type
de

sim
ilarité

��%������� %�&('�������('��()�

.

Les
entités

syntaxiques
sont

1.
les

sym
boles

de
prédicats �������� ���

� *� 8�

,

2.
les

sym
boles

de
fonctions9 �������9 �

,

3.
les

sym
boles

de
constantes :
�

pour;
�

,

4.
les

variables<=� <�� <>�����

5.
les

connecteurs?��@
�BA
�BC
��D
��E
��F
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La
syntax

e
2/2

Les
term

es
sontG� GIH//

�
:
�4 <. 4 9J G������ GK

Les
form

ules
sont

L �M //
�
D

4 �J G������ GK4 G 8�
GIH

4 L ?M4 L @
M4 L A
M4 L C
M4 N
L4J E <�K L4J F<�K L
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La
syntax

e
2/2

Les
term

es
sontG� GIH//

�
:
�4 <. 4 9J G������ GK

Les
form

ules
sont

L �M //
�
D

4 �J G������ GK4 G 8�
GIH

Les
atom

es

4 L ?M4 L @
M4 L A
M4 L C
M4 N
L4J E <�K L4J F<�K L
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La
syntax

e
3/2

Les
notions

de
variables

libres,de
variables

liées,de
form

ules

closes
sontles

m
êm

es
qu’en

lam
bda-calcul,saufqu’iciles

lieurs

sontE

et F

Les
form

ules
closes

sontappelées
des

sentences.

10



P
arenth

èses
et

priorit
és

Les
conventions

sur
les

parenthèses
sontles

suivantes.

–
O

n
om

etles
parenthèses

les
plus

externes.

–
O

n
enlève

les
parenthèses

dans
les

négations.

–?

et@

ontpriorité
surA

etC

.

– N

a
priorité

sur
toutautre

opérateur.

–
O

n
enlève

les
parenthèses

autour
des

quantificationsE <

etF<

chaque
fois

que
c’estpossible.

–
Les

quantificateurs
ontpriorité

sur
tous

les
connecteurs

logiques.

–
O

n
fusionne

les
listes

de
quantificateurs

identiques

F<� <> E <O <P <QL

au
lieu

deF<� F<> E <O E <P E <QL

.
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Le
cas

du
signe

R

O
n

peutvouloir
utiliser

le
sym

bole �

à
la

fois
dans

la
théorie

estla

m
étathéorie.P

our
faire

la
différence

on
em

ploie
souvent

– S

pour
l’égalité

syntaxique
des

expressions
dans

la
m

étathéorie,

– �

com
m

e
sym

bole
d’égalité

dans
la

structure.

–
et 8�

com
m

e
sym

bole
d’égalité

du
langage

de
la

m
étathéorie,

N
ous

accepterons
l’utilisation

de �
à

la
place

de 8�

quand
iln’y

aura
pas

de
confusion

possible.
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S
ubstitutions

de
term

es
dans

les
term

es

–<T < /
�
GU �
G

–VT < /
�
GU �
V

– :
T < /
�
GU �

:

–9J G������� GW KT < /

�
GU �
9J G�T < /
�
GU ������ GW T < /
�
GU )
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S
ubstitutions

de
term

es
dans

les
form

ules

O
n

applique
la

convention
de

B
arendregt

–D
T < /
�
GU
�
D

– �T < /
�
GU
�
�

–J G� 8�
G>KT < /
�
GU
�

J G�T < /
�
GU 8�
G>T < /
�
GU

– �J G������� GW KT < /
�
GU
�
�J G�T < /
�
GU ������ GW T < /
�
GU )

–J LYX
ZKT < /
�
GU
�

LT < /
�
GU X
ZT < /
�
GU

–J N
LKT < /
�
GU
�
N

J LT < /
�
GUK

–J EVLKT < /
�
GU
�
EVJ LT < /
�
GUK

–J FVLKT < /
�
GU
�
FVJ LT < /
�
GUK
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C
on

vention

P
arfois

pour
m

ettre
en

évidence
que<

peutapparaı̂tre
dansL

on

écritLJ <K .
A

lors
au

lieu
deLJ <KT < /

�
GU

on
écritalorsLJ GK .
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Le
langa

g
e

étendu

Le
langage

étendu[J �K

de�

estobtenu
en

ajoutantau
langage

[

du
type

de
sim

ilarité
de�

des
sym

boles
de

constantes
pour

tous

les
élém

ents
de�

(le
supportde�

).
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S
ubstitutions

de
form

ules
dans

les
form

ules

P
as

difficile
!
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La
sém

antique

18



U
n

exem
ple

C
onsidérons

la
structure\ �

��]
�$#
� �
� 5
����

.

Le
langage

a
son

alphabet

–
des

sym
boles

de
prédicats 8�� [

,

–
des

sym
boles

de
fonctions ��

,

–
des

sym
boles

de
constantes�

.

[J \K

contientde
plus

un
sym

bole
de

constante^

pour
chaque^

]

.
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Interpr
étation

des
term

es
dans

L’interprétationG`_
de

chaque
term

eG

de [J \K

estun
élém

entde ]

.

G

G`_

^

^

�J G�� G>K

Ga_� �
Ga_>

J GK

5
G`_

G
rosso

m
odo,on

interprète

–^

parb

son
nom

brec

,

– �

par
plus

–
et

par
m

oins.
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Interpr
étation

des
sentences

dans
dfegh

i
j

dlknmiogh
i

pqr s
sik hio h

j
sinon

dftu�kv ow gh
i

pqr s
sik hx o h

j
sinon

d y{z
|gh
i
}~�
u d ygh vd |gh w

d y{�
|gh
i
}�
�u d ygh vd |gh w

d y��
|gh
i

(com
m

e
d’habitude)

d���ygh
i
}~�
�d y� � � i�
�gh � �
� �
�

df��ygh
i
}�
��d y� � � i�
�gh � �
� �
�
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Interpr
étation

des
sentences

dans

O
n

voitque� E <L� �

prend
la

valeur
1

sitoutes
les

instances
de

� L� �

prennentla
valeur

1.

C
’estune

généralisation
de@

.

D
e

m
êm

e� F<L� �
estune

généralisation
de?

.

Q
uand

iln’y
aura

pas
de

confusion
on

écrira� L�

au
lieu

de� L� �

.
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Interpr
étation

des
term

es

C
onsidérons�

�
���
� ���������� �������� ���	�
� 
���

de
type

de
sim

ilarité��%������� %�&('�������('��4 �4�

O
n

définitla
fonctionJ �K �/

term
es�

3 �

:
 ��
�

�

' �
�
'

J ��J G�� ���GW KK �
�
��J G �� ������ G �W K �

où��

estle
sym

bole
correspondantà

la
fonction��

etoù� �'� .
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Interpr
étation

des
sentences

� D
� �
�
�

� *� �
�
*

� *�J G������GW K� �
�

��  
si� G �� ������ G �W � 

*�

où� �%�

�
sinon

� G� 8�
G>� �
�

��  

siG �� �
G �>

�

sinon
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Interpr
étation

des
sentences

� L @
M� �
�
^;�
J� L� �
�� M� �
K

� L ?M� �
�
^'<J� L� �
�� M� �
K

� L A
M� �
�
^'<J  5
� L� �
�� M� �
K

� L C
M� �
�

��  
si� L� �

�
� M� �

�
sinon

� N
L� �
�
 5

� L� �
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Interpr
étation

des
sentences

� E <L� �
�
^;�	� LT < /
�'U� �

4 '
�

�

� F<L� �
�
^'<	� LT < /
�'U� �

4 '
�

�

A
partir

de
m

aintenant,nous
supposerons

que
toutes

les
structures

ontles
m

êm
es

types
de

sim
ilarité.

O
n

écrira� �
�
L

pour� L� �
� 

.

C
ela

se
lira

la
structure�

valide
la

sentenceL
ou

bien
la

sentenceL

estvalide
dans

la
structure�
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Interpr
étation

des
form

ules

S
i��J LK �

	���������� ,la
clôture

universelle
deL

est

� �
J LK �E �� �����L �

� �
�
L

ssi� �
�
� �
J LK .
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Interpr
étation

des
form

ules
�
�
L

ssi� �
�
L

pour
tout�

de
type

adéquat.

� �
�$�

ssi� �
�
M

pour
toutM  �

,

��
�
L

ssi� �
� �

im
plique� �

�
L

,si

�
�	 L�

estconstitué

de
sentences.
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Interpr
étation

des
form

ules

Lem
m

e
:

� �
�
L @
M

sietseulem
entsi� �

�
L

et� �
�
M

� �
�
L ?M

sietseulem
entsi� �
�
L

ou� �
�
M

� �
� N
L

sietseulem
entsi� �

L

� �
�
L A
M

sietseulem
entsi� �

�
L

im
plique� �

�
M

� �
�
L C
M

sietseulem
entsi� �

�
L

estéquivalent

à�
�
M

� �
� E <L

sietseulem
entsi� �

�
LT < /
�'U

pour
tout'

�

.

� �
� F<L

sietseulem
entsi� �

�
LT < /
�'U

pour
un'

�

.
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Interpr
étation

des
form

ules

P
reuve

du
lem

m
e

:on
le

faitdans
deux

cas
seulem

ent.

� �
�
L ?M

équivautà^'<J� L� �
�� M� �
K � 

ce
quiéquivaut

à
ce

que� L� �
� 

ou� M� �
� 

ce
quiéquivautdonc

à� �
�
L

ou� �
�
M

.

� �
� E <L

équivautà^;�	� LT < /
�'U� �

4 '
�

� � 

ce
qui

équivautà
ce

que
pour

tout'
�

on
ait� LT < /

�'U� �
� 

ce
qui

revientdonc
à

ce
que

pour
tout'

�
on

ait� �
�
LT < /
�'U .
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Q
uelques

propriétés

31



Q
uantificateur

s
et

n
égations

�
� NE <L C
F< N
L

�
� NF<L C
E < N
L

�
� E <L C
NF< N

L

�
� F<L C
NE < N

L
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P
erm

utation
et

oub
li

de
quantificateur

s
�
� E <EVL C
EV E <L

�
� F< FVL C
FV F<L

�
� E <L C
L

si<   ��J LK

�
� F<L C
L

si<   ��J LK
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F
orm

ules
prénexes

U
ne

form
uleL

esten
form

e
prénexe,on

ditaussiqueL

est

prénexe,siL
consiste

d’un
suite

(éventuellem
entvide)

de

quantificateurs
suivie

d’une
form

ule
sans

quantificateurs.

E
xem

ple
:J E <K �J <K A

J FVK �J VK

n’estpas
en

form
e

prénexe,

tandis
queJ FV <KJ �J <K A

�J VKK

esten
form

e
prénexe.
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F
orm

ules
en

form
e

prénexe

T
heorem

:
P

our
chaqueL

ilexiste
une

form
ule

prénexeM

telle
que

�
�
L C
M

.
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La
d

éduction
naturelle

36



Les
règles

O
n

ajoute
à

la
logique

propositionelle
les

règles

�
¡�
LJ <KE �

�
¡� E <LJ <K

�
¡� E <LJ <KE ¢

�
¡�
LJ GK
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C
orrection

T
héorèm

e
:

�
¡�
L

im
plique ��

�
L

.
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C
om

plétude

T
héorèm

e
:

��
�
L

im
plique�

¡�
L

.

A
utrem

entdit,la
logique

classique
estcom

plète
pour

les
m

odèles
à

base
de

structures
telque

nous
venons

de
les

présenter.
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C
om

plétude

T
héorèm

e
:

��
�
L

im
plique�

¡�
L

.

A
utrem

entdit,la
logique

classique
estcom

plète
pour

les
m

odèles
à

base
de

structures
telque

nous
venons

de
les

présenter.

Je
fais

l’im
passe

!
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L’approc
he

à
la

H
ilbert
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Les
axiom

es
et

les
règles

O
n

a
deux

axiom
es

E
�

¡E <LJ <K A
9J GK

E>
<   ��J LK

¡J E <J L A
MJ <KKK A
L A
E <MJ <K

etune
règle

¡LJ <KE �

¡E <LJ <K

42


