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Les structures



Structures

Une structure est un triplet A = (A, P, F {¢; € I}) ou

A est un ensemble non vide (le support ou l'univers de la
structure),

P est un n-uple P4, ..., P, de prédicats,

F est un m-uple F1, ..., F),, de fonctions totales,

les ¢; sont des éléments de A (les constantes).



Exemples

— (R, +,-,71,0,1) estle corps des réels,

— (N, <) est I'ensemble ordonné des naturels.



Le type de similarit &€

Le type de similarité d’une structure

A=(A,P,..P,, F1,....,F,,{c; € 1}) estlasuite

(P15 ey T3 A1y wevy A, K) OU
- R; C A",
— muu. : A% — \».

— k = |{c¢; € I'}| (le cardinal de I).

Chaque structure contient la relation binaire d’identité qui est

notée —.



Exemples

~ (R, +,-,71,0,1) apour type de similarité (—; 2,2, 1; 2),
~ (N, <) a pour type de similarité (2; —; 0).



La syntax e



La syntax e 1/2

Supposons gque I'on a un langage de type de similarité
(TP ey T3 A1y ey Gy K.
Les entités syntaxiques sont
1. les symboles de prédicats Py, ..., P,,Q, R, =,
2. les symboles de fonctions f1, ..., fm.
3. les symboles de constantes ¢; pour? € 1,
4. les variables xg, 1, T2, .

5. les connecteurs V, \, =, <, 1, V,



La syntax e 2/2

Les termes sont
t,t' = ¢ lwi| f(t, ..., t)
Les formules sont
o, == L|P(,....t)[t=1t
eVl = Y e e e |(Vo)e|(3zi)e



La syntax e 2/2

Les termes sont
t,t' = ¢ lwi| f(t, ..., t)
Les formules sont
o, == L|P(,....t)[t=1t Les atomes
eVl = Y e e e |(Vo)e|(3zi)e



La syntax e 3/2

Les notions de variables libres, de variables liees, de formules

closes sont les mémes qu’en lambda-calcul, sauf gu’ici les lieurs

sont V et

Les formules closes sont appelées des sentences.
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Parenth eses et priorit €s

Les conventions sur les parentheses sont les suivantes.

— On omet les parentheses les plus externes.

— On enleve les parentheses dans les négations.

— V et A ont priorité sur = et <.

— —1a priorité sur tout autre opérateur.

— On enléve les parenthéses autour des quantifications Vx et dx
chaque fois que c’est possible.

— Les guantificateurs ont priorité sur tous les connecteurs logiques.

— On fusionne les listes de quantificateurs identiques

dx1xoVr3rsxsp au lieu de dxdxo VsV Vs p.
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Le cas du signe =

On peut vouloir utiliser le symbole = a la fois dans la théorie est la
métathéorie. Pour faire la difféerence on emploie souvent

— = pour I'égalité syntaxique des expressions dans la métathéorie,
— = comme symbole d’égalité dans la structure.

— et = comme symbole d’égalité du langage de la métathéorie,

Nous accepterons l'utilisation de = a la place de = quand il n'y

aura pas de confusion possible.
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Substitutions de termes dans les termes

— f(t1, .. tp)|x:=1t] = f(ti|z :=1], ... tp|lx :=t])
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Convention

Parfois pour mettre en évidence que x peut apparaitre dans ¢ on
écrit ().

Alors au lieu de ¢ (x)|x := t| on écrit alors ().
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Le langage étendu
Le langage étendu h@c de 2l est obtenu en ajoutant au langage

L du type de similarité de £l des symboles de constantes pour tous

les éléments de A (le support de 2l).
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Substitutions de formules dans les formules

Pas difficile!
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La sémantique
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Un exemple

Considérons la structure 3 = (Z, <, +, —, 0).

Le langage a son alphabet

— des symboles de prédicats =, L,

— des symboles de fonctions P, M,

— des symboles de constantes 0.

L(3) contient de plus un symbole de constante m

pour chaque m € Z.
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Interpr étation des termes dans 3

Linterprétation ¢ de chaque terme ¢ de L(3) est un élément de Z.

t t3

m m
P(ty,t2) £ 4¢3
M(t) —t3

Grosso modo, on interprete
— M par «son nombre>»,
— P par plus

— et M par moins.
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Interpr étation des sentences

[L]5

[t = sl3

[L(t, MVH_M

1sitd = s3
0 sinon
1sitd < s9
0 sinon
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dans 3

[ A Y] 3
[ VY] 3
[pIe] 5
[Vzol 3
[Fz¢] 3

min([¢]3, [#]3)
maz([e]3,[¥]3)

(comme d’habitude)
min{[plz :=7nl]3 | n € Z}
maz{[p[z = 7Al]3 | n € Z}



Interpr étation des sentences dans 3

On voit que =<&€g& prend la valeur 1 si toutes les instances de

lio] 20 prennent la valeur 1.
C’est une généralisation de A.
De méme [Jxy]q est une généralisation de V.

Quand il n'y aura pas de confusion on écrira [¢] au lieu de [¢] .
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Interpr étation des termes

Considérons A = (A, Py, ...Py, F1, ..., F,n, {c; € I}) de type

de similarité (71, ..., Tn; @1, -y Ay | 1)

On définit la fonction (-)* : termesgy — A

C; —= C;
a — a

(Fi(t1,..tp)% = F(t7, ... to).

ou F; est le symbole correspondant a la fonction F; et ot p = a;.
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Interpr étation des sentences

[L]lae = 0
[Rla = R
)
_— 1si (t%, ..., t%) € R;
[R;(t1, ...ﬁw;& = si (13 @v
r 0 sinon
)
= tla = < 1sit? =t
r 0 sinon
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Interpr étation des sentences

lo A ]a
lo VY]
lo = Y]

o & Y]

[—ep]a

min([e]a; [¥]a)
maz([p]a, [1]a)
max (1 — [p]a, []a)

" 1si[ela = [l

0 sinon

\

1 — ]
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Interpr étation des sentences

Vxola = min{[elz :=al]y |a € A}
Brela = maz{[plz :=a]la|ac A}

A partir de maintenant, nous supposerons gue toutes les structures

ont les mémes types de similarité.
On écrira A F @ pour [¢]g = 1.
Cela se lira la structure 2l valide la sentence

ou bien la sentence ¢ est valide dans la structure 2
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Interpr étation des formules

Si F'V (p) = {21, ...2k, la cléture universelle de ¢ est

Cl(p) =Vz1...250.

AFK pssiAFr Cl(p).
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Interpr étation des formules

Fr @ ssi ¥ Ex o pourtout 2 de type adéquat.
UAFr I'ssiA Fr ¢ pourtouty € T,
I'Fr pssiUAFg Timplique A Fi ¢, sil’ U{p} estconstitué

de sentences.
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Interpr étation des formules

Lemme :

AFx o AN sietseulementsi A Fg o et AFEK Y
UAFx oV sietseulementsi A Fx ¢ ou AFg Y

A Fx @ sietseulementsi A F ¢

AFx o = 1) sietseulementsi A Fx ¢ implique A Fx

AFK o< 1Y sietseulementsi 2 Fx o est équivalent
a Fr v
A Fx Vap sietseulementsi A Fx ¢z := a] pourtout a € A.

A Fx Jrp sietseulementsi A Fx ¢z :=a] pouruna € A.
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Interpr étation des formules

Preuve du lemme : on le fait dans deux cas seulement.

A Ex @ V1 équivaut a maz([e]s, [¥]a) = 1 ce qui équivaut
ace que [¢]o = 1 ou [¢]o = 1 ce qui équivaut donc a2 Fx ¢
ou 2 _HN‘ \%

A Fr Vap équivaut a min{ ez :=al]a |a € A} =1 ce qui
équivaut a ce que pour tout a € A on ait [p|x := a]|a = 1 ce qui

revient donc a ce que pour touta € A onaitA Fx |z := a.
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Quelques propri étés
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Quantificateur s et négations

Fx Ve & dr—p
Fx dry & Vr—p
Frx Vrp & -dr—p
Frx dryp & Ve
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Permutation et oubli de quantificateur s

Fr VaVyp & VyVzp
Frx dedyp < dydzp
Fx Vep & psix & FV(p)
Fx dep < psiax & FV(p)

33



Formules prénexes

Une formule ¢ est en forme prénexe, on dit aussi que ¢ est
prénexe, si ¢ consiste d'un suite (éventuellement vide) de

guantificateurs suivie d’une formule sans quantificateurs.
Exemple : (Vo) P(x) = (Jy)P(y) n'est pas en forme prénexe,

tandis que (Jy x)(P(x) = P(y)) est en forme prénexe.
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Formules en forme prénexe

Theorem : Pour chaque ¢ il existe une formule prénexe 9 telle que
Fr ¢ <.
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La déduction naturelle
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Les regles

On ajoute a la logique propositionelle les regles

' - x I' g Vzo(x
K ¢(z) - K Voo v<m
I' g Vrp(z) 'k o(2)
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Correction

Théoreme : I' Fx @ implique I' Fx .
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Compl étude

Théoreme : I' Fx @ implique I' Fx .

Autrement dit, la logique classiqgue est compléete pour les modeles a

base de structures tel que nous venons de les présenter.
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Compl étude

Théoreme : I' Fig @ implique I' Fx .

Autrement dit, la logique classiqgue est compléete pour les modeles a

base de structures tel que nous venons de les présenter.

Je fais I'impasse!
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L’'appr oche a la Hilbert
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Les axiomes et les regles

On a deux axiomes

V1

=V p(x) = f(t)

<w Xz FV
V2 (o 9@) S g o Ve P CETVE)

et une regle

- o(z)
-V p(x)

VI
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