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Notations

A partir de maintenant, je note
1. les propositions ¢, Y, X, 0 etc.
2. les variables propositionnelles p,q,r,s,t,

3. les environnements I,0, %



Les modeles de Kripke (cas général) 1/3

Un modeéle de Kripke est un triplet M = (U, , I, , R ) OU

» U, estun ensemble dont les éléments sont appelés, suivant les
auteurs,
» des mondes,
des mondes possibles,
des étapes (de raisonnement),
des états.

v vy



Les modeles de Kripke (cas général) 2/3

» 1, :Variables — 2 (U, ). Intuitivement 7,, (p) est 'ensemble
des mondes ou la variable p est satisfaite.

Les mondes sont notés u,v,w.



Les modeles de Kripke (cas général) 3/3

» R, = (Ry,..Rp) est un ensemble de relations dites relations
d’accessibilité.
Si uR; v alors le monde v est accessible & partir de u pour i*.
Les propriétés (transitivité, réflexivité, symétrie ou antisymétrie) des
relations R; jouent un role.

I,, doit satisfaire des propriétés de compatibilité avec les R;.

10n verra plus tard ce que ¢a signifie.



Les modeles de Kripke (cas propositionnelle intuitionniste)

1. Il n’y a qu'une relation notée <,,, qui est un ordre, c-a-d
réflexive, antisymétrique et transitive.

2. I, estdirigé, c'est-a-dire que pour toute variable
propositionnelle p,
siue I, (p)etu<, valorsv € I, (p).



Forcage 1/2

On définit sur ¢, une relation dite de forcage ou de réalisabilité
qui s'écrit? :
» M,ul-¢
»ouulk, ¢
» ouul- ¢ sl n'y a pas d’'ambiguités sur M .

2parfois aussi notée 9 ,u = ¢



Forcage 2/2

. Si ¢ estune variable p :

M ,u - ¢ si et seulement siu € 1,,(p)

. Si ¢ est une conjonction YA B :

M ,ul- ¢ sietseulementsi o ul-Peta ul-06
. Si ¢ est une disjonction PV 0:

M ,u l- ¢ si et seulement si ¢ ,ul-Pou M ,ul-0
. Si ¢ est une implication y = 0:

M ,u - ¢ si et seulement si

pour tout v >y u si M ,v IF alors a7 v I- 0

. Si L estl'absurde, alors a7 ,u lff L.



Monotonie du forcage

Proposition
IF,, est monotone.
Siv ,ul- ¢ etu <, valors M ,v I- ¢



Monotonie du forcage

Proposition
IF,, est monotone.
Siv ,ul- ¢ etu <, valors M ,v I- ¢

En exercice !
Donc pour tout ¢, I'ensemble {u € u,, |ul- ¢} est dirigé.



Exercice

Soit le modéle de Kripke 4 :

Uy u2

N

Uo

ou ug lFpetuy IFq.
1. Donnez les valeurs de I, pour p et q.

2. Annotez les mondes qui forcentpVq,pAqg,p=(q



Solution de I’exercice 1/2

uilFp,g,pVa, uzlbp,p Vg

\/

Uolbp,pVa



Solution de I’exercice 2/2

uilbp,g,p =q uzltp

~

U0|Fp



Un autre exemple



Un autre exemple

IFp,g,p=q lFq,p=q IFp,q,p=q IFp,q,p=q

AN

IFq,p=q

T~



Encore un autre exemple

IFp,q,p =q IFq,p=q IFp,q,p=q IFp,q,p=q
IFg,p=q IFp = q

\/

IFp=q



Quelques définitions

1. ME
se lit @ modélise ¢, ¢ est valide dans M
et signifie : pour tout u € # ,ona M ,u I+ ¢.

2. Fo¢
se lit ¢ est valide
et signifie pour tout modéle de Kripke 4/, on a M E ¢.
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Théoréme (de correction)
Sit ¢ alors F ¢.

On a besoin d’'une définition.
Définition
Fedoul ={d1,...,0n}

signifie que pour tout modéle 4/ ettoutu € U,,,

ulka @1,..., ullk, & implique u I, .



Théoréme (de correction)
Sit ¢ alors F ¢.

Démonstration.

La démonstration se fait par induction sur la structure de I'arbre de
preuve de ' - ¢.

On fixe le modéle 9/ dans la preuve.

On suppose que pour tout u, ona u Ik, §1,..., ulk, dp.

On cherche a montrer que u IF,, .



Théoréme (de correction)
Sit ¢ alors F ¢.
Démonstration.

» Larbre est réduit a une feuille. Alors ¢ € ' et comme
UlFgr @1,y U lbgr Gn,onau b, ¢



Théoréme (de correction)
Sit ¢ alors F ¢.

Démonstration.

» Le nceud de la racine est la régle = | et donc le jugement est
r-p=6.
Par induction il existe un arbre de preuve pour I', ) - 0.
L'hypothése d’induction nous dit que pour n'importe quel monde
w, siw - dq,...,w - d,,w - alors w I 6.
Considérons maintenant un monde u tel que u IF ¢q,...,ul- .
Siv est monde tel que u <, v etv I~ .
Par monotonie, v IF ¢4,...,v IF ¢,. On peut donc appliquer
I'hypothése de récurrence av etl'onav I- 6.
Par la définition de I- sur ¢ = ) = 6 cela donne u I+ ¢.



Théoréme (de correction)
Sit ¢ alors F ¢.

Démonstration.

» Le nceud de laracine est la regle = E
On a donc deux arbres de preuve pour ' =y etl - = ¢.
Soit u tel que
ulkéq,...,ulk ¢n.

alors par hypothese d’induction d’une part u |- ) d’autre part
ulFg=¢.
Par définition de u I- = ¢, onau I+ ¢.



Théoréme (de correction)
Sit ¢ alors F ¢.

Démonstration.

» Le nceud de la racine est la régle .
Siu I Y (pour tout Y € ') alors u IF L, mais on sait que ¢a n’est
pas possible, donc chaque fois qu'on a u I Y (pour tout Y € '),
on aussi u Il ¢, donc I F ¢.



Théoréme (de correction)
Sit ¢ alors F ¢.

Démonstration.

» Le nceud de la racine est laregle Vig avec I =8V .
Lhypothese d'induction dit que pour toutu € U,

» sipourtoutYy €l onaulFyalorsul-0,
donc aussi u |- BV X.



Théoréme (de correction)
Sit ¢ alors F ¢.

Démonstration.

» Le nceud de la racine est la regle VE avec comme prémisses
r-ovy,ror-0etln,YHo6;
et comme conclusion I - 6.
Considérons les u qui satisfont u I X pour x € T.
Lhypothése d’induction nous dit que pour ces u, on doit avoir
ulF¢vu.
Side plus u |- ¢ alors u IF 6.
Et si de plus u I  alors u I- 0 aussi.
Mais comme on sait que u I ¢ ou u |- ) alors dans tous les cas
ulko. O



Exercice

Iy p = {ur}. Donc uy IFp et ug IF p.
Uy

Uo



Exercice

Iy p = {ur}. Donc uy IFp et ug IF p.
Uy

Uo
Onsaitqueul-¢ = Lssi(VW:)v =, u=vlfo.

Donculf ¢ = Lssi(IveUy)v=yu & viIED.
Par conséquent, ug Iff p = L.
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Exercice

Iy p = {ur}. Donc uy IFp et ug IF p.
Uy

Uo

Onsaitqueul-¢ = Lssi(VW:)v =, u=vlfo.
Donculf ¢ = Lssi(IveUy)v=yu & viIED.
Par conséquent, ug Iff p = L.

D'ou il vientque up I pVp = L.
Donc M If pV —p Donc Iff p V —p.
Donc par le théoreme de correction I/ p VvV —p.

Le tiers exclus n’est pas prouvable dans le logique intuitionniste.
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On se restreint aux connecteurs V et =-.

Un ensemble I" de propositions est stable par sous terme (ou
sous-formule) si quand I contient ¢ il contient toutes les propositions
qui sont des sous-termes de ¢.
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Modeles finis ou infinis 1/4

Soient K un modeéle de Kripke et [ un ensemble fini de propositions
stable par sous-terme.

Nous associons a K un modele de Kripke fini Kr = (Ur, <r, Ir)
comme suit.

Pour chaque u € U,

> ul={pel[ulFo}
» etUr ={[u] |ueU}.



Modeles finis ou infinis 2/4

Lordre <r est I'ordre d’inclusion des sous-ensembles de propositions.
Par définition 1r-(p) = {[u] | p € [u]}.
On dit que K est obtenu par filtration a partir de K.



Modeles finis ou infinis 3/4

Ur est fini.
I est dirigé pour <r qui est aussi C.

Proposition
Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

1. [U] “_KI' ¢,
2. ulFk ¢ (autrement dit dans ce cas ¢ € [u]).



Modeles finis ou infinis 4/4

E ¢ si et seulement si K F ¢ pour tous les modéles K finis.
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Définition d’un ensemble premier

Un ensemble de propositions A est premier s'il satisfait les deux
conditions :

» A estclos par -,
» siP VX € Aalors ou bien P € A, ou bien X € A.



Construction d’un premier tel que I’ /¢ 1/4

Soient ' un ensemble de propositions et ¢ une proposition telle ' I/ ¢,
on veut construire un ensemble I'" premier tel que

» DT
» ettel que "t/ ¢.



Construction d’un premier tel que I’ /¢ 2/4

On ordonne les propositions disjonctives en une suite

(W1 V X1y sWn VXnye--)-

On construit la suite .

Mo 2T.

Supposons construit ', avec ', .

Considérons la premiére proposition de la suite ci-dessus telle que

rk F Lpﬂk \/Xnk et rk |7ZL|Jﬂk et rk VXnk-



Construction d’un premier tel que I’ /¢ 3/4

On n'a pas a la fois 'y, Y, = ¢ et Ty, Xn, - .
On peut donc définir

r _{ rkU{wnk}s rkqunk |7[¢
k+1 -—

Me U{Xn, } dansles autres cas.

et r/ — Uk>0 rk

» ',

» [ est premier.



Construction d’un premier tel que I’ /¢ 4/ 4

Proposition
[’ est premier.

Démonstration.

Soitpvxerl.

Soit k le plus petit entier tel que 'y F ¢ V X.
Clairement,

» ¢ VX n'apas été examiné avant I'étape k,
» et VX, pourh >Kk.
Donc ¢ V X a été examiné a une étape h > k et ainsi
» belpouxerly,
» donchpelMouxel’.



Construction d’un premier tel que I’ /¢ 5/ 4

Proposition
Soient ' un ensemble de propositions et ¢ une proposition telle ' I/ ¢,
il existe un ensemble " premier tel que

» DT

» ettel que "t/ ¢.
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L’objectif

Supposons I F §.
On va construire

» un modeéle de Kripke K = (U, <, 1)

» et un monde u minimum dans U tels que u I- T etu I ¢.
Soit " un ensemble premier de propositions tel que

» DT

» et /9.



La construction 1/1

U est I'ensemble des suites finies d’entiers ordonnées par I'ordre
préfixe

€ est la suite vide.

Un monde a € U est une suite finie d’entiers a =a; ... ap.



La construction 2/1

On construit le modéle K et des ensembles I (0) associés a chaque
suite d’entiers q.

» case.l(g)=T".

» cas 0i. Soit une suite ((0o,To),(01,T1),---,(On,Tn),---,)
énumérant tous les (0, T;) tels que (), 0; I/ T;. On peut
construire un ensemble premier I (ai) tel que g; € ' (ai) et
I (ai) t#1;. Pourquoi ?

Par définition, o € 1(p) si et seulement sip € I'(a).



La construction 3/1

On a besoin d’'un lemme qui s’énonce :

Lemme
Supposons que

(VBeN")BIFW, < T(B)FP

et (VBEN*) B”‘ lIJZ = F(B) '_l.lJz
Alors o IF Yy = W, implique I (a) - Yy = Y,



Preuve du lemme

Démonstration.

Supposons I (0) H- Y = W,
Soit k I'entier correspondant au couple (Y, P; = ) dans la
construction des I (0 i).

1. F(O( k) EY U
2. F(O( k)l—/—lIJ1:>l.|J2
3. donc de 1. et 2. on déduit I (0 k) H- W,.

De (H;) et 1. on déduit o k |- ;. De (Hz) et 3. on déduit o k I} W,.
Donc a I Yy = Y.



La construction 4/1

Proposition
o |- si et seulement si (o) F .

La démonstration se fait par induction sur la structure de ) en utilisant
le lemme.



La construction 5/1

On peut prouver que

» o IF Y sietseulement sil(a) - .
On en déduit

» que €I Y (pour chaque Y €T)

» etque €l ¢.



Le résultat

Onamontré quesil /¢ alorsT E d
On conclut :

Théoréme
SikF ¢ alors F ¢.
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