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Structures

Une structure est un quadruplet 2 = (A,P,F,{c; € 1}) ou

» A est un ensemble non vide (le support ou l'univers de la
structure),

» P estunn-uple Pq,...,P, de prédicats,
» F estun m-uple Fq,...,Fy de fonctions totales,
» les ¢ sont des éléments de A (les constantes).



Exemples

Exemples

» (R, +, 7t ,0,1) est le corps des réels,

» (N, <) est I'ensemble ordonné des naturels.



Le type de similarité

Le type de similarité d’'une structure
A= (ARy,...Ry,F1,....Fm,{ci €1}) est la suite
(ry,...,Mm;as,...,am,K) ol

» R CAT,

> FIA% A,

» K= [{c; € 1}| (le cardinal de I).

Chaque structure contient la relation binaire d’identité qui est notée =.



Exemples

Exemples
» (R,+,-,71,0,1) a pour type de similarité (—;2,2,1;2),
» (N, <) a pour type de similarité (2; —;0).
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Lasyntaxe 1/3

Supposons que 'on a un langage de type de similarité
(re,...,Mm;as,...,am;K).
Les entités syntaxiques sont

1. les symboles de prédicats Rq,...,Ry,Q,R,=,
les symboles de fonctions fy, ..., fn,
les symboles de constantes C; pouri € I,

les variables Xg,X1,X2, . ..

A A

les connecteurs V,A,=, <, 1.V, 4



Lasyntaxe 2/3

Les termes sont

tt' = Tlxf(t,....t)

Les formules sont

by = LIP(t...0)[t=t
OVUIOAY[O = W[ < W 0|(H)0|(3x)0



La syntaxe 2/3

Les termes sont

tt' = Tlxf(t,....t)

Les formules sont

o, ¢ = L[P(,....t)[t=t Les atomes
OVU[OAY[d= WD < W= [(Vx)D[(3x)



Lasyntaxe 3/3

Les notions de variables libres, de variables liées, de formules
closes sont les mémes qu’en lambda-calcul, sauf qu’ici les lieurs
sont Vet d

Les formules closes sont appelées des phrases ou des sentences.



Parenthéses et priorités

Les conventions sur les parenthéses sont les suivantes.

>

>

>

On omet les parentheses les plus externes.
On enléve les parenthéses dans les négations.
V et A ont priorité sur = et <.

— a priorité sur tout autre opérateur.

On enléve les parenthéses autour des quantifications Vx et Ix
chaque fois que c’est possible.

Les quantificateurs ont priorité sur tous les connecteurs logiques.

On fusionne les listes de quantificateurs identiques
X1 X VX3X4X5h au lieu de Ix;IxoVX3VX4 VX5 9.



Le cas du signe =

On peut vouloir utiliser le symbole = & la fois dans la théorie est la
métathéorie. Pour faire la différence on emploie souvent

» = pour I'égalité syntaxique des expressions dans la métathéorie,
» = comme symbole d'égalité dans la structure.

» et = comme symbole d’'égalité du langage de la théorie,

Nous accepterons l'utilisation de = a la place de = quand il n’y aura
pas de confusion possible.
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Substitutions de termes dans les formules

On applique la convention de Barendregt

» Lx:i=t] = L

» Px:=t] = P

» (L=t)[x:i=t] = (y[x:=t]=tx:=t]

» Pty,....tp)[x:=t] = P(t[x :=t],..., tp[x 1=1t])
» POy x=t] = ox:=t]Oyx:=t

> (o=t = (o =1])

> (Wo)x =t = Vy(dlx:=t])

> (yo)x:=t] = Ty (d[x:=t])



Convention

Parfois pour mettre en évidence que x peut apparaitre dans ¢
on écrit §(x).
Au lieu de ¢ (x)[x :=t], on écrit alors ¢(t).



Le langage étendu

Le langage étendu L(2() de 2 est obtenu en ajoutant au langage L du
type de similarité de 2l des symboles de constantes pour tous les
éléments de A (le support de ).



Substitutions de formules dans les formules

Pas difficile !



Plan

Les structures

La syntaxe

La sémantique
Quelques propriétés
La déduction naturelle

L’approche a la Hilbert



Un exemple

Considérons la structure 3 = (Z,<,+,—,0).
Le langage a son alphabet

» des symboles de prédicats =, L,
» des symboles de fonctions P, M,
» des symboles de constantes 0.

L(3) contient de plus un symbole de constante m
pour chaque m € Z.



Interprétation des termes dans 3

Linterprétation t3 de chaque terme t de L(3) est un élément de Z.

termess )

t t3

m m

P (t1, 1) t3 4+t
M(t) —t3

Grosso modo, on interprete
> m par «son hombre»,
» P par plus

» et M par moins.



Interprétation des phrasesdans 3 1/2

[1]3

It=

L,

[dAW]3
[oVvu]s
[60W]5
[vxo] 3
EXJE

s

s)

=

3

= 0

[ 1sitd=s3
N { 0 sinon

[ 1sitd<s?
N { 0 sinon

min([¢] 3, [W]3)

max ([¢]3, [W]3)

(comme d’habitude)
min{[¢[x :=1]]3 [n€Z}
max {[¢[x :=All3 |n € Z}



Interprétation des phrasesdans 3 2/2

On voit que [¥x ]y prend la valeur 1 si toutes les instances de [¢] o
prennent la valeur 1.

C’est une généralisation de A.

De méme [Ix ]y est une généralisation de V.

Quand il n’y aura pas de confusion on écrira [¢] au lieu de [¢]x.



Interprétation des termes

Considérons 2 = (A,P1,...Pn,Fy1,....Fn, {ci € 1}) de type de
similarité (ry,...,r;as,...,am,|l|)

On définit la fonction (-)* : termesg — A
Eiﬁ = C;j
2% = a
(Fi(te,...p)* = R0,

ou F; est le symbole correspondant a la fonction F; et ot p = a;.



Interprétation des phrases 1/2

[L]a
Rl

[Rilt; - to)]ax

[t = to] o

|
|

1si (td,..
0 sinon
1sitf =t
0 sinon

L ER

olp=r



Interprétation des phrases 2 /2

[oAW]a = min([d]a, [Wa0)
[ovla = max([¢]a, [Wa)
[o=dJa = max(1—[d]a, [Wa)

[[¢<:>w]]2l _ {15i[[¢]]91=[[¢]]m

0 sinon
[=¢]«

1— o]



Interprétation des phrases 2 /2

[Vxo]a = min{[o[x :=a]]u|acA}
[Zx¢]a = max{[d[x :=3a]]a|acA}

A partir de maintenant, nous supposerons que toutes les structures
ont les mémes types de similarité.
On écrira 2A F¢ ¢ pour []o = 1.
Cela se lira la structure 2l valide la phrase ¢
ou bien la phrase ¢ est valide dans la structure



Interprétation des formules 1/4

SiFV(¢) ={z1,...z}, lacloture universelle de ¢ est

Cl(d) =Vzy...2¢0.

A Fx ¢ ssiAFx Cl(P).



Interprétation des formules 2/4

Fk ¢ ssi A Fx ¢ pour tout A de type adéquat.
AFE INssiAFx YpourtoutPel,

I EFx ¢ ssiAFEx [ implique 2AFx ¢, siT U{d} est constitué de
phrases.



Interprétation des formules 3/4

Lemme
AEK OAY S etseulements AFE d et AEc Y
A Ey q)\/lp s et seulement si Q”:Kq) ou Ql':KqJ
AEk ¢ detseulements AZ ¢
AFEk ¢ = P s etseulement s AEx ¢ implique A Ex Y
AEk b= P s etseulements AEx ¢

est équivalenta A F¢ Y
Ak Vxd s etseulement s A F¢ ¢[x :=a] pour tout a € A.
Ak Ix¢ s et seulement s A F¢ d[x :=a] pour una € A.



Interprétation des formules 4/4

Démonstration.
On le fait dans deux cas seulement.

A Fx & VY équivaut a max([¢] s, [W]a) = 1 ce qui équivaut a ce que
[¢]o =1 ou [W]o = 1 ce qui équivaut donc a A Fx ¢ ou A F¢ Y.

A Fx Vx¢ équivaut a min{[¢[x :=a]]o | @a € A} = 1 ce qui équivaut a
ce que pour tout a € A on ait [¢[x :=a]]o = 1 ce qui revient donc a ce
que pour tout a € A on ait A Fx §[x :=a. O
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Quantificateurs et négations

Fk ~Vx¢ < Ix—
t:K _E|X¢ = \V/Xﬂ(l)
Fk VX < —3Ix—¢
Fk Ix$ < —Vx—d



Permutation et oubli de quantificateurs

Ex VxVyd < Vyvxd
Fk Ixdyd < JyIxd
Fx Vx¢ < dsix ¢ FV ()
Fx x¢ < dsix ¢FV(D)



Formules prénexes

Une formule ¢ est en forme prénexe, on dit aussi que ¢ est prénexe,
si @ consiste d’un suite (éventuellement vide) de quantificateurs suivie
d’une formule sans quantificateurs.

Exemple
(Vx)P(x) = (Jy)P(y) n'est pas en forme prénexe, tandis que
(3y x)(P(x) = P(y)) est en forme prénexe.



Formules en forme prénexe

Théoreme
Pour chaque ¢ il existe une formule prénexe U telle que Fx ¢ < .
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Les régles

On ajoute a la logique propositionelle les regles

Mk d(x) I g Yxd(x)
VI VE
FI—K VX(I)(X) I_I—K (I)(t)



Complétude

Théoréme
I Ex ¢ implique T ¢ @.



Complétude

Théoréeme
I Ex ¢ implique T ¢ @.

Autrement dit, la logique classique est compléte pour les modeles a
base de structures tel que nous venons de les présenter.



Complétude

Théoréeme
I Ex ¢ implique T ¢ @.

Autrement dit, la logique classique est compléte pour les modeles a
base de structures tel que nous venons de les présenter.

Je fais I'impasse !
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Les axiomes et les regles

On a deux axiomes

Axiome

FVYx 0(x) = ¢(t)

Axiome

A FV (6
o 0o W) s b 2 FY®

et une regle

Eo(x)
FVx ¢(x)

Vi
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