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Le lemme de Knuth-Bendix et la confluence locale



Paires critigues

Si il existe

e deuxregles! — retg — d

dont on suppose les ensembles de variables disjoints,
® une position p & Pas(l), qui n’est pas la position d’'une variable,
e unmgu o de [}, etde g.

Le terme o () est appelé une superposition

et la paire (o (r) , o(l[d],)) est appelée une paire critique.



Paires critigues

Si il existe

e deuxregles! — retg — d

dont on suppose les ensembles de variables disjoints,
® une position p & Pos(l), gui n’est pas la position d’une variable,
e unmgu o de [}, etde g.

Le terme o () est appelé une superposition

et la paire (o (r) , o(l[d],)) est appelée une paire critique.

Le probleme est de savoir si les paires critiqgues sont joignables.



Les positions non prises en compte

Position non variable

Si dans la définition, on acceptait une position p € Pos(l) qui est la

position d’une variable x, alors
e il y aurait toujours un mgu de o de l|p et de g, a savoir {:13 — g},

e il y aurait donc toujours une paire issue de cette superposition
(triviale), a savoir ({x +— g}(r), ({x — g}H|d],),

e cette paire critique serait joignable vers le terme {x — d} ().

Donc on ne considére pas les positions dans [ qui

correspondent a des variables.



Les positions non prises en compte

Superposition a la racine danslecasou ! — r = g — d.

Dans ce cas, la superposition est triviale, le mgu est la substitution

identité et la paire critique est évidemment joignable.

On ne considere donc pas les superpositions a la racine d’une

regle sur elle-méme.

En revanche, d’autres superpositions peuvent exister comme dans le

cas ou
o [ —r = (x1*y1)*21 — x1* (Y1 *21)

o etg — d= (w2 *Yz) * 220 — T2 * (Y2 * 22).



Un exemple



associativité + endomorphisme

(x*xy)xz — xx*(y=x2) (1)

flx)« fly) — flrxy) (2)



Paires Critiques

=S flaxy)*z

(f(i') x f(y)) * zZ est une superposition
de la regle (1) dans la regle (2).

(f(x)* (f(y) *2), f(x xy) * 2)

est une paire critigue non joignable.
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((z1 * x2) * y) * z est une superposition

de la regle (2) dans la regle (2).

(1 *x2) *xy) % 2 (21 * (2 % y)) * 2

2
—

2
—

(21 * 22) * (y * 2)

(1 * (2 xy)) * 2, (x1 *xT2) * (Y * 2))

est une paire critigue joignable, puisque les deux membres se

réécrivent vers le méme terme.



Theoreme de Knuth et Bendix

Etant donné un systéme de réécriture K.
R est localement confluent si et seulement si toutes ses

paires critiques sont joignables.

La condition est clairement nécessaire.
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Pour la condition suffisante, il faut examiner les triplets

SN

et considérer les positions respectives de p et q et les régles [ — 1 et

g — d qui permettent de réécrire t.
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Si p et g sont étrangers alors

q
o u ——
g—d,p

/

p
eV ——
[—r,0

o ctu =1,
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Si p est un préfixe de ¢ (avec ¢ = pq’) et ¢’ € Pos(l), alors
e t), = 0(l) estl'instance d’une superposition,

e et (A(r), O(ld], ), estinstance d’une paire critique entre

[ — retg— d,

® on a le résultat parce que la paire critique est joignable.

/A\ A
A A .

A
A A
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Si p est un préfixe de g (avec

q =pq)etq ¢ Pos(l), on peut
réécrire les “résidus”.
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La compétion en Orme
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Procédure de Complétion

Une procédure de complétion transforme un ensemble de d’identités

en un ensemble équivalent de regles confluentes et qui se terminent.

Plus généralement, une procédure de complétion transforme
e un ensemble d’identités et de regles qui se terminent

® en un ensemble équivalent de regles confluentes et qui se

terminent.

Cela nécessite un ordre pour orienter les identités.
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Les composants d’ORME

Les composants en rouge sont des conteneurs C]Ui ne contiennent

gu’une regle, les autres sont des listes d’objets.

Les extensions X_ext ne sont pas utilisés.
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Les composants d’ORME

AC_op les opérateurs associatifs et commutatifs,

C_op les opérateurs commutatifs,

E_raw les identités telles quelles,

E_norm les identités apres normalisation par les regles du systeme,
S une regle qui vient d’étre orientée sert a simplifier,

T les regles en attente de traitement,

C laregle dont on calcule toutes les paires critiques,

N les regles dont la paire critique avec C n’a pas encore €té calculée.

A les regles dont la paire critique avec C a d€ja été calculée,
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Quelgues étapes d’'ORME

New loop démarrage d’'une nouvelle boucle de calcul de paires

critiques,
Cleaning of E_raw nettoyage de E_raw pour créer E_nor,
Orientation of E_nor orientation d’une égalité normalisée,
Simplification utilisation de S pour simplifier les autres composants,

C_internal_Deduction calcul des paires critiques de C sur

elle-méme,

N_C_Deduction calcul des paires critiques de C avec celle de N.
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Un exemple de complétion

La présentation des groupes de Taussky
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’exemple de Taussky

* est associatif
rx(yxz) = (r*xy)*z (A)
Il existe un élement idempotent:
exe = e (Id)

Chaque élément a au moins un inverse a droit vis-a-vis de e:

(Vx)(Jy) = * y = e, ce qui donne par skolémisation:

rxi(r) = e (InvD)
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’exemple de Taussky

Chaque élément a au plus un inverse a gauche vis-a-vis de €:
(Vo) (Vz') Vy) xzxy=2'xy=e¢ = x=2a (InvG)
ce qui est équivalent aux deux équations (T):

glx*xy,y) = flz*y,z)
fle,z) = .
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’exemple de Taussky

(T) =(InvG)

Supposons 2z’ * z = 2" x z = e.

7 = fle,?) = f('*2,2")=g(2 % z,2)
= g(2"xz2,2)=f(z"x2,2") = f(e, 2")

/!
- 2 .
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’exemple de Taussky

(A) + (Id) + (InvD) + (IvG) = (T)

On montre que I'ajout de (T) est conservatif autrement dit, si
s,t € T({*,i,e), X )} alors

(A) 4+ (Id) + (InvD) + (InvG) + (T F s =1t
—

(A) + (Id) + (InvD) 4+ (InvG) s =t

24



En effet, (T) n'ajoute pas de nouvelles équations entre termes de
T'({*,17,e), X)}, car une telle chaine passerait par

s=f(e,s')=...=gle;u) = g(s xu,u) = gt' xu,u) =...= f(e,t’
Ce qui implique que s = s’ =t/ = ¢ puisque u a au plus un inverse

a gauche vis-a-vis de e.
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’exemple de Taussky

On obtient les dix axiomes classiques plus les deux regles:
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Groupes (Axiomes de Taussky)

(% y) * 2

g(x*y,y)
fle z)
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flz*y,x)



Groupes (Axiomes de Taussky, systeme complété)

(x*xy)xz —  xx(yx*z)
i(x)xx — e
rxi(x) — e
ile) — e

i(xxy) —  i(y) *=i(x)
zx(i(z)*xy) — oy
i(x)*«(z*xy) — Yy

g(z,y) — [z, i(y) *xx)

fle,z)  — @
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La procedure de complétion
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L’enchassement
La relation d’enchassement B> (en anglais encompassment) est

définie par

st

si et seulement si

s#t et dp € Pos(s)-do € Sub(T'(X,V))- s, =0o(t)

& termine.
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Delete:

Compose:

Simplify:

Fu{s=s}))R F E;R

E;RU{s—t} F+ FE;RU{s— u}

sit —— u
R

Fu{s=t};;R + FEFU{s=u}hR

sit —— u
R
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Collapse: FE;RU{s—t} +F FEFU{u=t}hR
sis —— u
R
parunereglel — r € R

avec s [

ous=1lett>r
Orient: Fu{s=t};R +F E;RU{s—t}
sis >t
Deduce: E;:R F FEU{s=t}hR

SiI§ <~<—— yu —> ¢t
R R

pour un u
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Completion de I’associativite + endomorphisme

Commencons par

et

ou

(xxy)*xz =x*(y*2)

fla)« fly) = floxy)

®
—
Il

™D
\V)
]
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€1, €2

Orient

|_

€2

(z*xy)* 2 — @ * (y * 2)

Deduce

|_

eo, (1 * (xo xy)) *x 2 = (X1 * T2) * (Y x 2)

1

Simplify
-
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eo, 1 % (T2 xy) *x 2) = (X1 * T2) * (Y x 2)

35




Simplify
-

eo,T1 % (To * (Y *x2)) =x1 % (T2 % (Y * 2))

1

Delete
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Orient

|_

ri, f(x) * f(y) — f(z*xy)

Deduce

|_
fla)« (fly) x2) = flwxy) * 2

1,72

Orient

|_

ri, 72, f(x) % (f(y) * 2) — f(z*xy)*2
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Deduce

fla) x fly+z) = (f(x) * f(y)) * f(2)

1, 72,73
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Delete

f(x)* fly) = flz*y)
fla) x (f(y) x 2) = floxy) x2
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Qu’est-ce que la COMPLETION ?

des regles de transitions
® Orient,

e Simplify,...

un contrble équitable

une boite a outils avec
e® ['unifi cation,
e le filtrage,

® la réécriture,...

+

une structure de donneés ici (R, F)

40
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(E_raw, E_norm, S, T, C, N, A).



Les ensembles R?; et E;

Une complétion peut-étre infinie.

Au cours de son déroulement, la complétion peut créer une infinité

d’ensembles I?; et E;.

On souhaite

e gu’une régle reste indéfiniment dans les I?; seulement si elle

“doit” y rester.

e gu’une identité ne reste pas indéfiniment dans les F;.
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Les ensembles R?; et E;

Une complétion peut-étre infinie.

Au cours de son déroulement, la complétion peut créer une infinité

d’ensembles Rj et Ej.

On souhaite

e qu’une régle reste indéfiniment dans les 1?; seulement si elle

“doit” y rester.
e qu’une identité ne reste pas indéfiniment dans les £;.

Cela a une conséquence sur le comportement de la complétion,

meme si elle finit.
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Regles persistantes

Une regle 7 est persistante si elle appartient indéfiniment aux Rj

apres avoir été créée, c-a-d qu'il existe 7 tel que

TGﬂRJ‘.

J=i

Lensemble de regles limite ou ensemble de regles persistantes est

Ro= U8

i>0 >0
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ldentités persistantes

Une identité e est persistante si e appartient indéfiniment a
'ensemble £/; une fois qu’elle a été introduite, c-a-d qu'’il existe un j

telque e € (1,5, Ej.

E,=J(E
i>0 5>4

est 'ensemble des identités persistantes.
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Paires crititigues persistantes

Une paire critique pc est persistante

si pc est une paire critique de K.

PC, = pc(R,)
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Preuve par réécriture

Une preuve par réécriture est une preuve de la forme:

NS
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Equité du controéle

Soit R g le systéeme de réécriture canonique, (c-a-d confluent,

noethérien et interréduit) associé a L et >.
S'il existe, R g est unique.

La complétion est equitable si pour toute preuve par réécriture dans

R g, il existe un 7 tel que cette preuve est une preuve dans ;.

Autrement dit, le contrOle est équitable si et seulement si
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Une condition suffisante d’equité

Un contrdle est équitable si
e |l n’existe pas d’'identités persistantes,

e Chaque paire critigue persistante est tot ou tard prise en

considération,

e Chague regle persistante est réduite.
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en d’autres termes

<
s}
iy
D
N

UiZOEi

R, estréduit
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Un contrexemple

flg(h(z))) — g(x)

g(h(g(z))) — g(g(h(x)))

fla(g(x))) —  flg(x)))
h(h(z)) — W)

SiI'on I'on ne prend jamais en compte la troisieme regle,
on obtient les régles f(¢" ! (h(x))) — ¢ (x)
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Sinon on obtient le systeme:

- g(z)
—  g(h(x))
- g(z)
—  h(z)

flg(h(x)))

g9(h(g(x)))

g(g(z))
h(h(zx))

puis

—  g(z)
—  h(z)

f(g(x))

h(h(z))

—  g(z)
—  g(z)

g(h(z))
g(g(x))
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La construction d’une bonne complétion

e Puisque les regles de transition sont des bons outils de preuves,

pourguoi ne seraient-elles pas de bons outils d’'implantation ?
e Une bonne structure de données est cruciale

e La complétion est comme une machine avec la structure de
données comme états et les regles de transition comme

transitions.
e Le contrble ou la stratégie nous dit comment invoquer les regles,
e La boite a outils contient les composants de la procédure, ils

peuvent étre réutilisés
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La construction d’une bonne complétion (suite)

e Lefficacité est obtenue par des optimisations de haut niveau,
e La lisibilité rend le programme facile a matitriser,

® Les optimisations de bas niveau sont obtenues au niveau de la

boite a outil,

e Quand on aura obtenu un programme raisonnablement efficace,
le programme CAML pourra servir de documentation pour une

Implantation rapide.
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