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Gal, amant de la reine, alla, tour magnanime,
Galamment de l'aréne, a la tour Magne, & Nimes.

Correspondance de Post et indeécidabilité de la terminaison

Etant donné un alphabet A4, un ensemble {(a1,61),...,(an, Bn)}, o 1 € A* et f5; € A*,
est appelé un probleme de correspondance de Post. Une holorime est formée

— d’un mot w € A*,

— et d’une suite (i1,...,7,) € [1.n]1 tels

w:ail...aip:ﬂil...ﬂip.

>

LA POSTE

1. Les problemes de correspondance ci-dessus :

i oo | B i oo | B

11010 | 101 17101 10

21 00| 000 21 11011

31101 | 10 31011101
1 2

ont-ils une holorime ?
2. Et ceux 1a?

i oo | B i oo | B

1(011 1 1000 0

2 1 0 2 0111

3 0] 011 3| 11 0

41 10001 4| 101|100
3 4



Fait : Le probleme de correspondance de Post (ou PCP) est indécidable, a partir de deux
éléments dans A.

Autrement dit, il n’y a pas d’algorithme avec

— entrée : un PCP sur deux lettres,

— sortie : le probleme a une holorime ou le probleme n’a pas d’holorime.

3. Donner une famille systémes de récriture tels que chaque systéme Rp soit associé a un
probleme de correspondance de Post P avec la propriété que le systeme Rp ne termine
pas si et seulement si le probleme P a une holorime.

4. En conclure que le probleme de la terminaison des systemes de récriture est indécidable.

5. Est-ce que 'on pas démontré I'indécidabilité d’une propriété plus faible que la terminaison
d’un systeme de récriture ?

La fonction de Sudan

La fonction de Sudan (inventée en 1927 par Gabriel Sudan, un mathématicien roumain qui
fut un étudiant de Hilbert) est une ancétre de la fonction d’Ackermann-Peter. C’est la fonction
a trois arguments entiers naturels suivante :

Fo(z,y) = z+y

Froyi1(z,0) = =z
Foi(z,y+1) Fo(Fogi(z,y), Fuy(z,y) +y+ 1)

1. Associer a cette fonction un systéeme de récriture. On veillera a définir aussi les fonctions
auxiliaires.

2. Prouver la terminaison de ce systéeme de récriture.

L’ordre de décomposition

On note  une liste de termes. La liste des termes & la position p est définie comme suit :

~ ftVe2t,

~ ftVip2t;Vp.

Par définition, un chemin p de t est une position terminale dans Pos(t), c’est-a-dire une
position telle que p1 ¢ Pos(t).

La décomposition élémentaire de t a la position p est définie par

edec(t,p) = (t(p),tV p).
La décomposition composite le long du chemin p est définie par
pdec(t,p) = {edec(t,q) | ¢ < p}.
La décomposition du terme t est définie comme
dec(t) = {pdec(t,p) | p chemin de t}.

On suppose que l'on s’est donné un ordre < sur la signature X, dit précédence, auquel on
ajoute x#f (x est incomparable avec f) pour x € Var et f € 3. L’ordre de décomposition
s’écrit <4 et est défini comme le plus petit ordre qui satisfait les conditions suivantes :



— L’ordre <4 sur les décompositions élémentaires est défini par

(f,8) <eq (9,1) si et seulement si (f<g) V(f=gnrs<l®i).

— L’ordre <4 sur les décompositions composites est défini comme I’extension aux ensemblesﬂ
de lordre <.4.

— L’ordre sur les décompositions <4 est défini comme ’extension multiensemble de I'ordre <.

— L’ordre de décomposition <4 est défini par s <4t si et seulement si dec(s) <ge. dec(t).

1. Montrer que si ¢, = fsalorst V p=5.

2. Posons ¥; £ {suc, +,0} avec les arités habituelles et la précédence suc < +. On pose
t1 £ suc(z) +y et to = suc(z +y).
Donner pdec(ty,11), pdec(t1,2), dec(s), ainsi que pdec(ta, 11), pdec(ta, 12) et dec(ts).
Comparer t1 et to par <.

3. Montrer que si la précédence < termine, l'ordre <, termine.

4. Montrer que <4 contient <j,,, autrement dit que s <ypo t = s <gt.

5. Comparer x * h(x * y) et h(h(x) * y) par <jp, et <4 pour une précédence ou h et * sont
incomparables.

6. L’ordre de cloture est 'ordre <. défini par
s <.t si set seulement si pour toute précédence < totale qui contient < on a s <y, .

Montrer que <. contient <.

7. Montrer les inclusions suivantes d’ordre :

4C@C<W—BC<IPOC<,1C<C

ou < est 'ordre sous-terme et les autres ont été soit définis en cours, soit définis plus haut.
Montrer par des contre-exemples que toutes les inclusions sont strictes.

!Cas particulier des multiensembles.



