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Exercice 1

1. On peut envisager deux sytémes de récriture (au moins). Le premiere est infini
O+z — =z
s(x)+y — s(z+y)
Fo(z,y) — z+y

n>0{ Froi1(z,0) — =z
- Fn+1(xay+1) - Fn(Fn+1(xay)aFn+1(xay)+y+1)

Le second introduit un trosieme parametre.

O+ — =
s(z)+y — s(@+y)
F(s(n),z,0) — =
F(s(n),z,y+1) — F(n,F(s(n),z,y), s(F(s(n)z,y) +y))

2. Par exemple !, on prouve la terminaison du premier systéme par un RPO, avec I'arité

So={0,1}, T1={s}, Te={+}u|JF. Tiz=0.
n>0

et la précédence ...F;1 1 > F; > ...>Fop>+>s>1>0..

La premiere et la quatrieme inégalité proviennent de la propriété de sous-terme. La deuxiéme provient
de + > s et de {s(z),y} >rpo.muir {z,y}. La troisitme de Fy > s.
La derniere inégalité provient de F,,+; > F), et de

Fopi(z,y+1) > Fupa(r,y)
Fn+1($7y+1) > Fn+1(x7y)+y+1

De ces deux inégalités, la premiere vient de {z,y + 1} >rpomue {2, y} et la deuxieme de F,4q1 > +,
de Fo1(x,y + 1) > y (sous-terme), F,, ;1 > 1 et de la premiere de ces deux inégalités.
Exercice 2
1. Preuve du si : On a

(PRQAP % P) == (PRQAPSP) == (3Q Q32Q AP RrQ)

1Des méthodes plus sémantiques, sont bien siir, acceptées.



3.

4.

Preuve du seulement si : On prouve d’abord le résultat quand 7 = v, & savoir si PR Q et P = P’ alors
il existe Q’ tel que Q@ = Q' et P’ = @Q'. On fait cela par récurrence sur n quand P(=)"P’.
Pour le cas général, on le voit sur le diagramme.

P:>P14Q>P2:>P'

Q > Qi Qy >

1 1

Notons que la proposition converse affirme que R ™" est une simulation faible. On voit que RUR™" est
une simulation symétrique, donc ® UR ™! est incluse dans la réunion des simulations symétriques, &
savoir ~.

1

RURT" est symétrique, mais rien dit que R le soit.

(a) Considérons la relation s définie comme <~ U =. On voit que si PsQ et P = P’  alors
Q5 -3 P On prend donc Q' = P et on a Q = P’ et P'sP’. Donc s est une simulation
faible. Donc aussi s C ~.

D’autre part, P <~ 7.P, donc Ps7.P, donc P ~ 1.P.

(b) Tout d’abord on remarque que = est une simulation faible symétrique. Donc =C= et donc = est
réflexive.

Considérons la relation (= | &) définie par T} (= | ~)T5 si T} est de la forme P|R et T5 de la forme
QlSet P~Qet R~ S.

Cette relation est symétrique par construction.

C’est une simulation faible, en effet si T} (~ | ~=)Th et Ty = T} cela signifie que T} = P|R, que
Ty = Q|S avec P~ Q et R~ S et que T/ = P'|R’ avec P % P’ et R 2, R’ pour un certain a
(on peut inverser le role de a et a). Comme ~ est un simulation faible, on sait qu’il existe Q' avec
Q% Q et P'~Q etilexiste &' avec S 5 S’ et S ~ S donc il existe Q'S avec Q|S T Q'|S
et P'|R (~|=~)Q'|S".

(c) a+71.bs%a+b, alors que 7.b =~ b.

Il s’agit de montrer que «~ U = est une simulation faible, ce qui a été montré & la question 3(a). Donc
d’apres la question 2.

On fait une démonstration par induction sur la relation —.

Hypothése : P = Q et P 5 P,

Conclusion : Il existe Q' tel que Q = Q' et P/ = Q.

Servons nous de dessins. En fait on va montrer le résultat plus fort, a savoir que :

si p—%s p alors P— %5 — pr
I ﬂ
Q =% >qQ Q sz B iz QF

Si l'on fait @ = 7, on voit que — est localement confluente. Le dessin suivant montre le schéma
d’induction.
P HT. P/l _ $ E— Pl

Q s s oS i QF
! N
R o> o S s R



On peut invoquer ’hypothese de récurrence sur le rectangle du dessous, parce que P — Q et sur le
rectangle de droite parce que P = P”. Le carré en haut & gauche est la confluence locale.
Il faut aussi vérifier :

L,
R ot > o> RY

Le carré en haut & gauche est I’hypothése. Le carré en haut & droite est la confluence de - conséquence
par le lemme de Newman de la confluence locale et de la terminaison. Le trapeze est 'hypotheése de
récurrence.

. On a vu que <~ U = est un simulation faible, donc sa cloture transitive et réflexive < est aussi une
simulation faible.

On a vu que = est aussi une simulation faible.

Comme la relation = est confluente, la relation <= U = est symétrique. C’est une simulation faible.
Donc d’apres la question 2, (<= U =) Ca. Donc —+Ca puisque —C (<= U =).
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