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Rappel

Lo = UiZO L Roo = UiZO I;

E, = Uizo ﬂjZi E; R, = UiZO ﬂjZi R;



Petite histoire d’'une preuve



Les preuvesde a = b

Considérons les preuves equationnelles possibles de I'égalité de deux

termes a = b.

Au niveau (Fyq, Ry) (avec Ry = ()) c’est une preuve complétement

par identités.




alors qu’au niveau (E@-, Ri) pour un 2 quelconque, c’est une preuve

hétérogene.
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Car certaines identités ne sont plus présentes et il faut les remplacer

par des réécritures.



Les preuves de a = b (suite)

En fait ce qu’on souhaite c’est une preuve complétement par

réécriture (une preuve en vallée).



Début

Milieu

Fin




Il faut montrer que pour tout couple tel que a =g, b, il y a une preuve

de réécriture dans R, c’est-a-dire qu’il existe un c tels que

O —> ¢ <——
Rw Rw

Il faut donc voir comment les preuves se transforment.

Pour cela, on transforme chaque étape de preuve en une étape de
preuve plus simple et on montre en se servant d’'un ordre noethérien

adéquat que le processus de transformation termine.



Un ordre sur les preuves



Le colt d’'une preuve

Une preuve ou les termes intermédiaires sont a1, ...k, k11, ...Gp

est associée au multiensemble {{a1 £1 as, ...,ar L a1, ...}
Chaque £ représente soit

— e —,

On va attribuer a chaque preuve un codt.
Auparavant on attribue un colt a chaque étape élémentaire.

Le colt d’'une preuve est le multiensemble des colts de chacune de

ses étapes élémentaires.



Le colt d'une etape élémentaire

Le colit d’'une étape élémentaire a £ b est un triplet (M, [, 7).
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Le colt d’'une paire (suite)

On attribue les colts de la fagcon suivante :
® siay £ api1 estdelaforme ayp = agy1,lecottest ({ar,ar+1}}, -, )%

® siap £ apy1 estdelaforme ar — ag1,lecodtest (fag J},1,7), oul est
le membre gauche de la regle de réécriture employée et 1 est le membre droit de

la regle de réécriture employée.

® siay £ api1 estdelaforme ay «<— a1, lecodtest (farr1},1,7), o0l
est le membre gauche de la regle de la réécriture employée et r est le membre

droit de la régle de réécriture employée.

2_ signifie gu’on n’attache pas d’'importance a ce champ.
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La comparaison des couts de paires

Pour la premiére composante (M), c’est I'extension multiensemble de

I'ordre sur les termes.
Pour la deuxieme composante ({), c’est I'ordre d’enchassement.
Pour la troisieme composante (1), c’est I'ordre sur les termes.
Ainsi

e |'ordre sur les codlts termine.

e |'ordre sur les preuves termine.
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'ench assement

La relation d’enchassement B> (en anglais encompassment) est
définie par
s

sl et seulement si

dp € Pos(s) -do € Sub(T'(X,V)) - s, = 0o(t)

> N9 est=.
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&> est la relation B M ~4 (ol ~ est le renommage des variables), elle

termine.
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Lordre sur les preuves

L'ordre sur les preuves s’écrit :

77>(j73/

Deux preuves sont équivalentes si elles prouvent la méme identité.
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Décroissance des preuves

Chaque transition fait décroitre les preuves.

Si la transition est Delete. Si cette transition affecte une étape
ar £} api1 de la preuve alors cette étape disparait et le codt de la

preuve diminue.
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Décroissance des preuves

Si la transition est Compose.

A — k41
I3 +

© @]

vV

Ak+1
oo\/R

cout(ar, — ar+1) = (ar}, s, t) > cout(ar — ¢) = ({ar }, s, u) parce que

{ar} = far} . s = sett > v,

et

cout(ar — ary1) > cout(c «— apy1) parce que far } > {ars+1}
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Décroissance des preuves

Si la transition est Simplify.
a Ak4+1
k—— N +

4

AW

cout(ar = ag41) > cout(ar = c) parce que {ar,ar+1} > {ar,c}

et

cout(ar = ag41) > cout(c «— ap41) parce que {ar, arp+1 > {ars+1}
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Décroissance des preuves

Si la transition est Collapse.

A — k41
- +

© @]

k41

e\ Je-

cout(ar, — ar+1) = (dar}, s, t) > cout(ar — ¢c) = ({ar }, !, r) parce que
{ar} = {axr}, etoubien ou bien s® [ oubiens = lett > r.

et

cout(ar — ar+1) > cout(c = ar41) parce que Jar } > {c,art1}-
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Décroissance des preuves

Si la transition est Orient.

ak:a/kn 1
= -+

oo

W

ap — Apa11
n +

o

cout(ar = ag41) > cout(ap — ap1) parce que {ar, art+1 f > {ar }.
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Décroissance des preuves

Comment décroitre un pic ? ar_1 ? a ? Ak+1

o O

Sans nuire a la généralité, on peut supposer que le pic est un pic

dans R, soit ap_q <o Ak~ Gkl

w w

Sinon ce pic disparait par I'une des transitions Compose ou Collapse

déja vues.
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Décroissance des preuves

Comment décroitre un pic ?

Deux cas :
1. il s’agit d’une paire critique de R,

2. il s’agit de deux regles qui s’appliguent sans superposition.
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Comment décroitre un pic ?

Pour le cas 1, grace a I'équité, on sait qu’une transition Deduce va

s’appliquer tot ou tard et

Ak—1 41
Fos +

et on remarque que {ar } > {ar_1,ax11}
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Comment décroitre un pic ?

Pour le cas 2, sans le besoin d’aucune transition cette preuve a,

a I'étape 1, une preuve d’'un colt moindre.

ag

£\
ap—1 Holie k41

En effet, { ax J} domine toutes les étapes de réécriture de

*k b S
Ap—1 —> C <—— Gjy1.
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Théoreme :

Le controle de la complétion est supposé équitable.

Si il existe une preuve P dans F, U R
qui n’est pas une preuve de réécriture
alors il existe dans FE., U R, une preuve P’

équivalente & P telle que P >~ P’.
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Théoreme :

Le controle de la complétion est supposé équitable.

Si il existe une preuve P dans F, U R
qui n’est pas une preuve de réécriture

alors il existe dans FE., U R, une preuve P’

équivalente & P telle que P >~ P’.

Par les résultats précédents, si la preuve P n’est pas une preuve par

réécriture, elle peut-étre réduite.
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Corollaire:

Le controle de la complétion est supposé équitable.

e Siil existe une preuve P dans F o, U R

alors il existe une preuve de réécriture equivalente dans R,,.
e R est canonique, c-a-d est confluent, terminant et interréduit.

e Si R, estfini alors le probleme du mot dans £ est décidable.
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