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‘ Lordre prefix I

Lordre prefix est défini sur les mots de A* par.

o prefix (3 si et seulement (3y € A*) ay = G.



‘ Domaine d’'un arbre enracin é étiquet € I

NY = (N — {0})* les suites finies de naturels positifs.

Un domaine d’arbre est un sous-ensemble fini non vide D de N7 tel

gue :
-peD & qprefix p = qge D
-peD & jeENy, & <1 = p) €D

REMARQUE : | Tout domaine contient le mot vide.




‘Arbre enracin € étiquet & I

Un arbre étiqueté par A est une application : D — A :

— T'(€) est la racine de l'arbre.

— D est le domaine (ou I'ensemble des positions) de I’ noté
Pos(T).

— T'(p) s'appelle I'étiquette a la position p.

— Sip € Pos(T) et (Vi € Ny)pt & Pos(T), alors p est une
feuille de 1.



Soit T'1" tel que Pos(TT) = {¢,1,2,21,22,221,222} et:

€ — +
l—x
2+— +
21 — y
22 — +
221 — 2
222 — 2z



S\
N\



‘ Sous-arbre .

est le sous-arbre a la position p défini par T|p(q) = T(pq)
oul Pos(T|p) = {q | pq € Pos(T)}.

1]

p

EXERCICE : Décrivez Pos(TT|92) et TT|9.

FAIT  (T1p)1q = Tipg-



‘ Remplacement I

T[U]p est le remplacement du sous-arbre de I’ a la position p par

I'arbre U, on le définit par
Pos(T[U],) = {q € Pos(T) | ~(pprefix q)}U{pp"|p" € Pos(U)}

et
.

T'(g) si ~(pprefix q)

1TU =
[ ]P(Q) < U(p/) Si qg= pp/ avec p/ - POS(U)

\



ExercIce : Soit UU =TT |TT]s;.
— Quevaut UU(212)?
— Dessinez UU.

RESULTATS :
- T[U[V]glp
- TIU V]

TULp Vg
T[V]4[U], si p et g sont étrangers®

4p et q sont dits étrangers, si p n'est pas préfixe de g et si ¢ n'est pas préfixe de p.



‘ Sous-arbre d’un remplacement I

— Sip et ¢ sont étrangers, alors (T'|U],) |, = 1},
- (T1U]p)jppr = Uppr-
= (TU]pp ) 1p = (Tip) U]



‘ Signature I

Une signature est une famille d’ensembles (X, ), eN.

2:U2n

neN

Si f € X, f estditdarité n.

>0 est 'ensemble des constantes.
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‘ Termes '

Soit X un ensemble dit ensemble des variables.

Quelques définitions :
* Un X -terme sur X est un arbre t étiqueté par 22 U X, tel que

— Sit(p) € X alors p est une feuille.
— Sit(p) € X, alors
—pn € Pos(t) (donci <n & 1©€ Ny=pi € Pos(t))
—etp(n+1) & Pos(t).
* T'(X, X)) est 'ensemble des >-termes sur X .
*Var(t)={x € X | (dp € Pos(t)) t(p) =z}

FAIT : Sit(p) € X alors p est une feuille.
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‘ >.-algeébres I

Une Y-algébre est un couple A = (A, ¥4) ou

A est un ensemble dit support de I'algébre,

A=) 5
neN

et fAESA: A" - A
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‘ >.-algebres libres I

T'(3, X') munie des opérations d’enracinement est une algebre.

Sity...t, sontX-termessur X et f € X,
on définit le terme f(¢1,...,t,) obtenu
en enracinant f surtq, ..., t,, par
— Pos(f(t1,...,tn)) ={e} UU,_, tPos(t;)
- [, s ta)(E) = f
= f(t1s -, ta)(ip) = ti(p).

On dit que T'(32, X)) est I'algebre libre sur X .
T(X) =T(%,0) estralgébre initiale.
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‘ Alg ebre initiale et induction structurelle I

Pour prouver une propriété (Vt € T'(X)) P(t) dans une algébre

initiale 7°(32) on utilise I'induction structurelle.

(Vn e N)(Vf e X,)(Vt1 € T(Y))...(Vt, € T(X))
(Niey P(t:) = P(f(t1, - tn)))

(Vt € T(X)) P(t)
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‘ Alg ebre initiale et induction structurelle I

Autrement dit :

Pour vérifier une propriété sur toute I'algebre initiale,
il faut vérifier que pour chaque opérateur f d’arité n
la propriété se transpose des termes ¢;

vers le terme f(t1, ..., ).
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‘ Alg ebre initiale et induction structurelle I

Par exemple,
si Yo = {nil}, 3 = {-},%; =0 pouri=1oui> 3,

I'iInduction structurelle est

P(nil) A
(th,tg = T(nil ) ))(P(tl) N\ P(tg) — P(tl ' tg))
(Vt € T'(nil & -)) P(t)
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‘ Morphismes I

Un morphisme ¢ : T'(3, X)) — A est une application telle que
- o(x;) = a;
— O(f(t1y s tn)) = FAP(E), o 0(tn)).
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‘ Substitutions, domaine, codomaine I

Soit X un ensemble dénombrable de variables.

* Une substitution est une application o : X — T'(3, X) qui est

I'identité presque partout (c-a-d sauf sur un ensemble fini).

*Onnote: Dom(o) ={x € X) |x # o(x)}

le domaine.
* On note :
Range(o U Var(o ={y € Var(o(z)) |z #
o(x)#x

le codomaine.
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‘ Substitutions, domaine, codomaine I

On étend o aT'(X, X') en une application & (souvent notée o).

- o(x) = o(z),
a 5-(f(t17 ---atn)) — f(a-(tl)a "'76(tn))'

Sub(T' (3, X)) est 'ensemble des substitutions.

19



‘ ldentit és et r éduction '

* Une identité g =~ d est un couple, c’est-a-dire un élément de
T(S, X) x T(Z, X).

* Soit £/ un ensemble d’identités, la contraction — est définie
par

§ ——= 1
E

(dg =~ d e E)(do € Sub(T(X,X)))(dp € Pos(s))

et
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‘ Systemes de r éécriture I

D’autres définitions :
— Une regle de réécriture est une identité g ~ d telle que
Var(g) 2 Var(d).
On écrit g — d.
— Un systeme de réécriture est un ensemble de regles de réécriture.
— Un redex de s est une instance (c’est-a-dire un sous-terme de s de
la forme o (g) pour o € Sub(T' (X%, X))) d'un membre gauche de
régle de réécriture g — d.
— Contracter le redex sy, a la position p,

c'est passer de s = s|o(g)|, at = s|o(d)],.
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