Réécriture

Unification

version du 4 novembre 2004 —09h 32



La probleme de I'unification

Jacques Herbrand



‘ Equation I

Le but de I'unification est de résoudre des équations.

Un probleme équationnel est un ensemble fini de paires ® de termes :

? ?
P = {81 = tl, N tn}

2 Attention il s’agit bien de paires et pas de couples!



‘ Equation I

Le but de I'unification est de résoudre des équations.

Un probleme équationnel est un ensemble fini de paires ® de termes :

? ?
P = {81 = tl, N tn}

? , .
s; = t; est une éguation

2 Attention il s’agit bien de paires et pas de couples!



‘ Convention '
)

Sit; dans s; = t; est une variable x;,
? ?
on écrira plutét x; = s; que s; = x; !

La variable isolée, si elle existe est toujours a gauche.



‘ Solution '

Une solution de P ou un unificateur de P est une substitution o telle

que

o(s1) =o(t1)

o(sn) = o(ty)
L'ensemble des unificateurs de P est noté U (P).

SiUd(P) # () on dit que P est unifiable.



‘ Exemple 1 '

Soit le probleme :

>k
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VRN




‘ Exemple 1 '

A\
A\

(= i(u) xu, yri(i(u) cu), z—i(u)}

Soit le probleme :
*
1 T

X

Les substitutions

{x— z*xu, y+—i(zxu)}  sontchacune des solutions.
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Le probleme :

>k

/N

‘ Exemple 2 '



‘ Exemple 2 '

Le probleme :
*
' Y Y

X

n’a pas de solution, car il faudrait que o (x) = i(o(x)).

Ce qui est impossible.



‘ Ordre sur les substitutions '

Lensemble Sub(T'(X,V')) est muni d’'un ordre S défini par
o < 7 sietseulementsi (dp € Sub(T'(X,V)) 7= po.

o est dite plus générale que 7.
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MGU

Lunificateur le plus général de P (ou mgu) est une substitution o telle

que
1. o est un unificateur de P, c-a-d o0 € U(P).

2. Sif e U(P)alorsa < 6.
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‘ Forme résolue '

?
Soit P un probleme contenant x = t.

? , . . .
x = t est en forme résolue dans P si x n'apparait nulle part ailleurs

dans P.

En particulier,
- x ¢ Var(t)
0
— et il n'y a pas d’autre équation de la forme x = s.

x est alors dite résolue.

Un probleme est résolu si toutes ses éguations sont en forme résolue.
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: ? ? ,
SiP={xy =ty,...,x, =t,} estrésoluy,

alorso = {x1 — t1,...,x, +— t, } estun mgu de P.

Onnote op

au lieude {xy — t1, ..., T, — tp}
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: ? ? ,
SiP={xy =ty,...,x, =t,} estrésoluy,

alorso = {x1 — t1,...,x, +— t, } estun mgu de P.

Démonstration :
o est un unificateur de P.
Pourl <i<mn,Var(t;)N{x1,....,x,} =0, car P estrésolu.

Il s’en suit que o (t;) = t;, carenpluspoury & {1, ...,y }
onac(y) =1y.

Donc nous déduisons o (x;) = t; = o(t;), ce qui prouve que o est

un unificateur de P.
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o est minimal.

Soit 7 un unificateur.

Onart(xz;) =7(t;) pour 1 < i <n.

Donc aussi 7(z;) = 7(o(x;)).

Siy € {x1,....,x,},alorso(y) =yetr(y) = 7(0(y)).

Donc 7 = 70, ce qui prouve que o est un unificateur minimal

(c’est-a-dire un mgu).

On notera qu’on aussi montré que o est le seul mgu, puisqu’en fait,

tout unificateur est comparable a o et plus «grand>» que lui.
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Unification par transformation
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‘ Transformations '

Chague transformation est écrite comme une regle d’inférence

Pavant

R

P, apres
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‘ Transformations '

| {u;u}UP
Supprime
P
)
Ul y ey Uy ) = [(V1, 0, Up) F UP
Decompose t(w - ) f(lfP )) J €2y
{ur =v1, .ty =V fUP
.,
r=vyUP
Elimine { }

{x 13 v} Uo(P)

? , ?
oll x = v n'est pas en forme résolue dans {x = v} U P

etx & Var(v)eto = {x — v}.
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‘ Succes et échec '

Si P est résolu, aucune régle ne s'applique (succes).

Ca n’est pas le seul cas d’arrét. Les autres cas sont des échecs.

— S’il existe une équation de la forme
?

flug, ooy ) = g(v1,...,v, ) avec f # g, on dit qu'il y a clash.
?
— S'il existe une équation de la forme x = v avec v € Var(o)

on dit qu'il y a un cycle.
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‘ Résoudre par transformation I

Si P’ est obtenu a partir de P par application de I'une des régles,
on écrit

Pe= P
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‘ Résoudre par transformation I

Si P’ est obtenu a partir de P par application de I'une des régles,
on écrit

Pe= P

Cette méthode a des liens avec I'élimination de Gauss.

On simplifie par Supprime et Decompose et on élimine par Elimine.
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‘ Exercice '

Appliguer les regles a:

>k

VANV AN
VAN
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Préservation des unificateurs : Si P = P’ alors U(P)

U(P").
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Préservation des unificateurs : Si P = P’ alorsU(P) = U(P’).

La seule difficulté est Elimine.
? ?
Posons P = {s1 = t1,..., 8, = tn}.

? ?
Supposonsz = v U P =z =vUo(P)
?
ol x = v n'est pas en forme résolue et x ¢ Var(v)

eto = {x — v}

Soit 7 telle que Dom/(7) N Range(T) = (0, alors 77 = T,

on dit que 7 est idempotente.
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On voit que si les unificateurs idempotents sont préserves,

alors tous les unificateurs sont préserveés °.

Soit 7 idempotente telle que 7(x) = 7(v),

— alors 7 = 70,

— et dans le probléme P, pour chaque 7 on a
7(s;) = 10o(s;) = 10(t;) = 7(t;).

Donc 7 € U(x = v U P) si et seulement si

TelU(x - vUo(P)).

Par conséquent U (x ZyU P)=U(x ZyU a(P)).

2En effet, un unifi cateur non idempotent est obtenu par renommage de variables a

partir d’'un unifi cateur idempotent.
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Correction : Si P = P’ et P’ est résolu alors mgu(P) = op.
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Correction : Si P = P’ et P’ est résolu alors mgu(P) = op.

On combine les deux lemmes précédents.
U(P) =U(P") donc mgu(P) = mgu(P’).

ormgu(P") = op:. c.q.f.d.
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Complétude : Si P est unifiable alors il existe P’ tel que
- P& P,

— P’ estrésolu.
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Complétude : Si P est unifi able alors il existe PP’ tel que
- P& P,

— P’ estrésolu.

Soit (P;) une suite telle que Py = Pet P; = Piy1.
On veut montrer gqu'il existe n tel que P, est résolu.

Si P; n'est pas résolu, alors
— si P; ne contient pas de variable x non résolue, il contient une équation
s = t décomposable, alors Decompose s’applique.
— si FP; contient une équation triviale x = x alors Supprime s’applique.
?
— si P; contient une équation non résolue x = t avec x ¢ Var(t), alors

Elimine s’applique.
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Complétude : Si P est unifi able alors il existe PP’ tel que
- P& P,

— P’ estrésolu.

Soit (P;) une suite telle que Py = Pet P; = Piy1.
On veut montrer gqu'il existe n tel que P, est résolu.

Si P; n'est pas résolu, alors

— si P; ne contient pas d’équation x - v non résolue, il contient une
équation s = t décomposable, alors Decompose s’applique.

— si P; contient une équation triviale x - x alors Supprime s’applique.

_ si P, contient une équation non résolue = = ¢ avec z ¢ Var(t), alors

Elimine s’applique.
Si P; n'est pas résolu et est unifi able alors le processus peut continuer.
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Complétude : Si P est unifi able alors il existe PP’ tel que
- P& P,

— P’ estrésolu.

Le processus s’arréte.

En effet, si I'on attache a chaque P; le triplet (1,7, ) OU
— N, estle nombre de variables non résolues,
— N ¢ estle nombre de symboles fonctionnels,

— et n. est le nombre d’équations.
Chague regle diminue cette quantité suivant I'ordre lexicographique.
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En effet,
La regle Supprime

— diminue le nombre de variables non résolues n,, (cas ou la
? . ,
suppression de x = x rend la variable x resolue),

— ou si elle ne diminue pas le nombre de variables non résolues,
elle diminue le nombre n ¢ de symboles fonctionnels (cas ou u
contient au moins un symbole fonctionnel),

— sinon elle diminue le nombre d’équations 71..
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La regle Decompose

— diminue le nombre de variables non résolues n,, (cas ou I'un des
? ? . ,
u; = v; estde laforme x = t et ou x est résolue),

— ou si elle ne diminue pas le nombre de variables non résolues, elle

diminue le nombre 7 ¢ de symboles fonctionnels.
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La regle Elimine

— diminue le nombre n,, de variables non résolues.
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L'unification peut étre exponentielle en la taille du probleme originel.

*

wl/*\* PN

/N N
S SN
N v
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Par un succession de Decompose on obtient la (forme triangulaire)

1 = o * I

Tp_1 = Ty *xTnp
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Puis par une succession de Elimine

r1 = (...((axa)*x(axa))...x ((a*xa)=*(ax*xa))...)
Tn—2 = (ax*xa)x*x(axa)
Tn—1 = (ax*xa)
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‘ Moralité .

Pour une bonne efficacité, il faut utiliser la regle Elimine de facon

paresseuse.

|l faut préférer
— une forme triangulaire

X1 — t(wg, ,$n)
Ln—1 — t(xn)
Ty = tn Var(ty,) =10

— 0u une représentation par pointeurs
qui ne sont que des manieres «indirectes>»

de représenter les fonctions.
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