Réécriture

La résolution

Il faut tenir a une résolution parce qu’elle est bonne,
et non parce qu’on l'a prise.
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La résolution en calcul propositionnel



En calcul des séquents, la coupure (ou cut) est la regle

ATHFA EZF A6
T'ZFA,O

ce qui donne aussi

A Ay,...,A By, ... B, Ch,...,CoF A Dy,...,D,

Ai, ... Am,Cy,...,Co b By,... ., By, Dq,...,D,



Le séquent

Al,....A, B, ... B,

s’interprete par
Al/\.../\AmiBl\/...\/Bn
ou encore

-A{V...V=A,,VB{V...VB,



Si on récrit cut dans cette interprétation

-AV-A;vVv...v—-A,,VByV...VB, A\/—lcl\/—l...\/ﬁcp\/Dl...\/Dq

-Ay,...V=A,VCy,...VC,VB1V...VB, VD V...VD,

ou encore si et W sont des disjonctions de propositions
—AV o AV W
RV




Si on récrit cut dans cette interprétation

-AV-A;vVv...v—-A,,VByV...VB, A\/—lcl\/—l...\/—lcp\/Dl...\/Dq

-Ay,...V=A,VCy,...VC,VB1V...VB, VD V...VD,

ou encore si ® et W sont des conjonctions de propositions
-AV ® AV WU
RV

La spécificité de la résolution (en calcul propositionnel) est que tous

les A; sont des variables propositionnelles.



La résolution

—AV P AV VU

RV
est apparentée a notre bon vieux modus ponens

car on peut I'écrire
A= AV WY
RV




Pour la résolution on travaille sur les propositions mises

sous forme normale conjonctive,

c’est-a-dire sous la forme de conjonction de disjonctions de littéraux.

Un litteral est
— soit une variable propositionnelle,

— soit la négation d’'une variable propositionnelle.



Une forme clausale est donc une expression de la forme

n

AV 4 \/ﬂBw

1=1 g=1
ou les Aij et les Bij sont des variables propositionnelles.
A; ;j estun littéral positif. — B, j estun littéral négatif.

* . =B ; est appelé une clause.
1 @]

Pi
Chaque \/;_, AV

Une forme clausale est donc vue comme un ensemble de clauses.

De méme, une clause peut-étre vue comme un ensemble de littéraux.



Une étape de résolution consiste donc
— aidentifier un littéral A dans une clause A V ®
— aidentifier son opposé — A dans une clause = A V V¥

et a fabriquer un résolvant ® V V.



La clause { A, B} etlaclause {—A, =B} ont deux résolvants
{A,—A}
et{B,-B}.

La clause {C'} et la clause {—=C'} ont un seul résolvant

la clause vide que I'on note L.
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La clause { A, B} et elle-méme ont deux résolvants :
{A,~A}
et {A4,-A}
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La clause { A, A} et elle-méme ont deux résolvants :
{A,~A}
et {A, —IA}

On n’a pas beaucoup progresse !
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La procédure de résolution consiste a enrichir un ensemble de

clauses par leurs résolvants jusqu’a ce gu’on engendre la clause vide.

Quand on ajoute le résolvant de @ et W,

on ne supprime ni ¢ ni V.

En effet, apres résolution, on doit obtenir un ensemble de clauses

logiquement equivalent.
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Quand on veut prouver une proposition,
— on prend sa négation
— on la met sous forme clausale,

— on prouve par résolution que cette forme clausale est contradictoire.
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donnée : S un ensemble de clauses

répéter
choisir ®; et ®5 qui ont un résolvant W.
S:=SU{v}

jusqua WV = [
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La mise en ceuvre de la procédure de choix est une clé de

I'implantation.

Cela correspond au parcours «astucieux>» d’un graphe.
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Le graphe de résolution d’'un ensemble & de clauses est un graphe

orienté sans cycle (DAG) étiqueté par des clauses
— dont les étiquettes des feuilles sont les clauses de &,
— chaque nceud est étiqueté par une clause P et est issu de deux

autres nceuds étiquetés par deux clauses ®; et 5, et P est un

résolvant de @ et ®s.

Si la racine du graphe sans cycle est étiquetée par la clause vide [

on dit qu’il s’agit d’'une réfutation par résolution de 'ensemble £.
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(4, B} {A -B) {-A, B} {-~A,-B)

L/

{ﬂA}



Une formule ¢ est insatisfiable s'il n’existe aucune interprétation J

telle que J Fx
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Si un ensemble £ de clauses admet une réfutation par résolution

alors il est insatisfiable
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Si une ensemble & de clauses est insatisfiable alors il admet

une réfutation par résolution.
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Si une ensemble & de clauses est insatisfiable alors il admet

une réfutation par résolution.

ldée de la démonstration :

On note I'analogie entre un séquent
Al’...’Aml_Blj...,Bn

ou toutes les propositions qui interviennent sont des variables

propositionnelles, et la clause

A1 V...V=A,, VB V....VB,
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Considérons l'arbre d’affectation des variables propositionnelles qui

définit toutes les interprétations.

On voit que chaque branche est recouverte par une affectation qui ne
satisfait pas I'une des clauses de £.

Si ce n’était pas le cas, £ serait satisfiable.
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Ainsi si I'on traduit cela en calcul des séquents, on voit que I'arbre
d’affectation des variables propositionnelles devient un arbre de
preuve en calcul des séquents,

— dont la racine est le séquent I,

— dont le feuilles sont des clauses de &.

Donc si £ est insatisfiable, il y a un arbre de preuve de - dans le

calcul des séquents ou I'on utilise que la regle de coupure
ATHFA EZEFAG
I''=FA 6

et ou I'on utilise comme axiome les difféerentes clauses de

I'ensemble &.
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Etant donné une arbre de preuve, on lui associe le graphe sans cycle

qui correspond a la fusion maximum des preuves des séqguents

identiques.
Par exemple
AFB A BF
- A, B BFA - B A, BF
- A Ab
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Etant donné une arbre de preuve, on lui associe le graphe sans cycle

qui correspond a la fusion maximum des preuves des séqguents

identiques.
Par exemple
A+ B (ABF)
- A B BFA - B (ABF)
- A At

On «fusionne» dans I'arbre de preuve les branches correspondant a

la méme sous-preuve. On crée un graphe de preuves sans cycle.
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Etant donné une arbre de preuve, on lui associe le graphe sans cycle

qui correspond a la fusion maximum des preuves des séqguents

identiques.
Par exemple
A-B (A BH)
BFHA - A, B - B o
- A Al
-

On «fusionne» dans I'arbre de preuve les branches correspondant a

la méme sous-preuve. On crée un graphe de preuves sans cycle.
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On montre qu’il y a une correspondance entre les arbres de preuves

du calcul de séquents et les graphes de résolution.

Autrement dit, si un ensemble de clauses est insatisfiable

il existe une réfutation par résolution.
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La résolution en calcul des prédicats du premier ordre
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Une formule est en forme prénexe,

— si elle ne contient aucun gquantificateur,

— ou bien si elle est de forme Q121 ... Q,z, B ol
— B est une formule sans quantificateurs,

- X1, ..., Ty SOnt des variables
—et@; € {V,3d}pouri=1,...,n.
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Pour toute formule P, il existe une formule W en forme prénexe
telle que ® < W,
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Mettre les formules suivantes en forme prénexe :

(mVzP(x)) = VyQ(y)
Vz(VyQ(z,y) = P(x))
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La Skolémisation ou mise en forme de Skolem consiste a supprimer

les quantificateurs de la fagon suivante.
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On considere le quantificateur le plus profond.

— Si ce quantificateur est un quantificateur universel, on le supprime

et on transforme la variable quantifiée en une variable libre.

Qix1...Qnr,VeP(xy,..., Ty, )
donne

Qi1 ...Qnr,P(x1,..., 25, 7).
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— Si ce quantificateur est un quantificateur existentiel, on remplace
toutes les occurrences des variables associées a ce prédicat par un
symbole de fonction qui dépend de toutes les variables quantifiées

universellement qui précedent.

Qrx1...QunxrydzP(x1,...,2,,T)

donne
Qix1 ... Qurn Pz, ... 20, f(2),...,25,))
oulesxj, ,...,x; sontles variables correspondant

aux guantificateurs universels.
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VaeidxoVesdes R(x,, xo, 23, T4)
donne

R(x1,9(x1), 23, f(21,23)).

Les fonctions f et g introduites s’appellent les fonctions de Skolem.

Petit truc

Lors de la mise en forme prénexe (qui précede a priori la
skolémisation), on doit éviter de «sortir» les quantificateurs
universels avant les quantificateurs existentiels, pour ne pas

augmenter inutilement I'arité des fonctions de Skolem.
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Une proposition est satisfiable si et seulement si sa forme skolémisée

est satisfiable.
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Un litteral est une formule de la forme

— soit P(tl, ooy tk),

— soit ﬁP(tl, . tk),

ou P(tl, Cees tk) est un atome, autrement dit /2 est un symbole de

prédicats et tq, ..., 1, sont des termes.

On écrira L(x1, ..., Ty, ) €t 2 L(21, ..., Ty

ot FV(L(x1,....xm)) ={x1, s Tm },

et ou L(wl, Cees :Izm) est un littéral positif ne commencant pas
par le signe —.
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Etant donnée une formule du calcul des prédicats, la mise sous

forme clausale consiste
1. a mettre la formule sous forme prénexe,
2. a skolémiser la formule prénexe,

3. a mettre la skolémisée sous forme clausale.

C’est la phase préparatoire a la résolution.
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La forme clausale de la formule

vz (VyQ(z,y) = P(x))

est la formule

P(x) vV =Q(x, f(x))
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Soit la proposition

Toute relation irréflexive et transitive est antisymétrique
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Sans tenir compte de la caractérisation de l'identité, cela s’énonce

par la formule

(Vo ~R(xz,x)) AN VyVzVu(R(y,z) N R(z,u) = R(y,u))))
= VoVw(R(v,w) A R(w,v) = (v=w))

dont la négation est

—[(Vx =R(x,z)) AN VyVzVu(R(y,z) N R(z,u) = R(y,u))))
= YoVw(R(v,w) A R(w,v) = (v=w))|
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qui a pour forme prénexe

JuIwVeVyVzvu —-[-R(z,z) N (R(y,z) N R(z,u) = R(y,u))]
= (R(v,w) A R(w,v) = (v=w))]

Cette négation a pour formule skolémisée

“l(=R(z,2) A (R(y,2) A R(z,u) = Ry, u))))
= (R(a,b) A R(b,a) = (a =b))]

ol a et b sont de nouvelles constantes.
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Puis elle a pour forme clausale

—-R(z,x) N (-R(y,z)V-R(z,u)V R(y,u))
A R(a,b) N R(b,a) N —=(a =b).

Elle correspond a I'ensemble de clauses

S ={-R(z,z), —-R(y,z)V-R(z,u)VR(y,u), R(a,b), R(b,a), —(a=0b)}.
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La regle de résolution s’appligue a des clauses.

Elle s’énonce ainsi :

ﬂL(%l,...,Q?m)\/(I) L/(yl,...,yn)\/qf
o(®)Vo(V)

ot o =mgu(L(x1,....,xm), L' (y1,..csYn)).

Autrement dit, o est l'unificateur le plus général
de L(x1,...,xm) €t L' (Y1, ..., Yn).
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Un exemple
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So = {-R(x,z), —-R(y,z)V-R(z,u)V R(y,u), R(a,b),
—(a =10b)}

avecoy = {y+—x, u+— x},

S1 = {-R(z,x), —-R(y,z)V-R(z,u)V R(y,u), R(a,b),
—(a=0b), —R(x,z)V-R(z,x)}

avec o2 = {x — a, 2z b},

So = {-R(x,x), —-R(y,z)V-R(z,u)V R(y,u), R(a,b),
—(a =0b), —-R(x,z)V-R(z,x), —R(ba)}

avec o3 la substitution identité,

Ss = {=R(z,z), —-R(y,z)V-R(z,u)V R(y,u), R(a,b),
—(a =0b), -R(x,z)V-R(z,x), —-R(ba), U}
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R(b,a),

R(b,a),

R(b,a),

R(b,a),



ﬂR(:U,Z) _'R(yaz) \4 _'R(Zvu) \4 R(yau)

N

—R(x,z)V " R(z,x) R(a,b)

\ /

—lR(b, a) R(b7 CL)

~_
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On remarque que I'on n'a pas utilisé les propriétés de I'égalité.

A la place de @ = b on aurait pu mettre n’importe quelle propriété.
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La stratégie qui consiste a toujours choisir la derniere clause produite

s’appelle la résolution linéaire.

La stratégie linéaire est compléte.
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Stratégie SLD
et

programmation logique
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Une clause qui contient au plus un littéral positif est appelée une

clause de Horn.

Une clause qui contient un et un seul littéral positif est appelée une

clause définie.

Aulieude A,V ...V—-A,VBonécrit B «— Ay,..., A,.

Une clause qui contient seulement des littéraux négatifs est appelée

un but.

Aulieude Ay V...V A, onécrit<— Aq,..., A,.
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Soit S' un ensemble de clauses de Horn composé d’un ensemble D
de clauses définies, et d'un ensemble {G'1, ..., G, } de buts.

Une SLD-dérivation est une suite de buts (No, ..., NV,) tels que
— Ny = G est'un des buts,
-siN; = « Alv*“ 7Ak:—17Ak:7Ak—|—17"' 7A’n
et s’il y a une clause définie A < B1,..., B,,, telle que o
est l'unificateur le plus général de Ay et A,
alors (cas m > 0)
Ni—|—1 — O-(Ala RN 7Ak—17 B17 SRR aBma Ak—l—h RN aAn)
ou (cas T = 0)

Ni_|_1 — O'(Al, ce. 7Al<:—17Al<:—|—17 c e ,An)
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Une SLD-réfutation est une SLD-dérivation dans laquelle NV,, = L.

La SLD-résolution est la méthode qui consiste a montrer qu’un
ensemble de clauses de Horn est insatisfiable en trouvant une
SLD-réfutation.

La SLD-résolution est compléete pour les clauses de Horn.
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La programmation logique est une méthode qui consiste
— a présenter des prédicats récursivement par un ensemble des
clauses définies avec le méme symbole relationnel en position de
littéral positif,
— a poser des questions par des buts.
Les clauses définies sans antécédents sont souvent vues comme

I’énoncé de faits (comme dans une base de données).
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PROLOG est donc un langage de programmation
ou les procédures sont des clauses définies,

ou I'appel se fait par unification, c’est-a-dire que I'on effectue une
unification (et pas seulement un filtrage comme en CAML) entre le

parametre de la procédure appelée et la valeur fournie par I'appelant.

La question est plutdt une contrainte a résoudre, que I'appelé identifie

avec les contraintes gu’il sait résoudre.
PROLOG fait donc partie des langages de résolution de contraintes.

PROLOG est lié aux langages d’interrogation de bases de données.
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Un exemple : la théogonie d’Hésiode
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mere(Mnémosyné,Gaia) <«—
mere(Rhéa,Gaia) «—
mere(Cronos,Gaia) «—
mere(Histié,Rhéa) «—
mere(Déméter,Rhéa) «—
mere(Héra,Rhéa) <«—
mere(Zeus,Rhéa) <«—
mere(Poséidon,Rhéa) «—
mere(Hades,Rhéa) «—
mere(Perséphone,Déméter) «—
mere(HEbE,Héra) <«—
mere(Ares,Héra) «—
mere(llithye,Héra) <«—
mere(Clio,Mnémosyné) <«—

mere(Calliope,Mnémosyné) <«—

pere(Mnémosyné,Ouranos) <—
pere(Rhéa,Ouranos) «—
pere(Cronos,Ouranos) <«—
pere(Histi€,Cronos) <«—
pere(Déméter,Cronos) <«—
pere(Héra,Cronos) <«—
pere(Zeus,Cronos) <«—
pere(Poséidon,Cronos) <«—
pere(Hades,Cronos) <«—
pere(Perséphone,Zeus) <«—
pere(HEbE,Zeus) <«—
pere(Ares,Zeus) <«—
pere(llithye,Zeus) «—
pere(Clio,Zeus) «—

pere(Calliope,Zeus) <«—

grand-pere(x, y) <— pere(x,z), pere(z,y)

grand-pere(x, y) <— mere(x,z), pere(z,y)

grand-mere(x, y) <— pere(x,z), mere(z,y)

grand-mere(x, y) <— mere(x,z), mere(z,y)

cousin(x,y) <— grand-pere(x,z), grand-pere(y,z)

cousin(x,y) <— grand-mere(x,z), grand-mere(y,z)

ancétre(x,y) «— pere(x,y)
ancétre(x,y) <— mere(x,y)
ancétre(x,y) <— pere(x,z), ancétre(z,y)

ancétre(x,y) <— mere(x,z), ancétre(z,y)



Simple a solution unique
«— mere(Clio,x)

«— mére(Persphone,x), pére(x,y), reponse(x)

Simple a solutions multiples
«— pere(x,Zeus)

«— grand-pere(Perséphone, x)
«— grand-pere(x, Zeus)

«— grand-pere(x, V)
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Solutions d’une relation (question non linéaire)
< cousin(x,y), pere(x,y)

«— oncle(x,x) sion a déja défini oncle.

oncle(x,y) <— grand-pere(x,z), pere(y,z)

oncle(x,y) <— grand-mere(x,z), mere(y,z)
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