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par Pierre LESCANNE e) 
Communique par J. F. PERROT 

Abstract. - The identities which are stable for power extensions of heterogeneous algebras are 
characterized by linearity and regularity properties. These results are used to study nondeterministic 
models ofabstract data types and the identities they satisfy. They constitute an adequateframeuiorkfor 
the study of algebraic sets in heterogeneous algebras. 

Resume. - Les identites stables pour les extensions ensemblistes dalgebres heterogenes sont 
caracterisees aI'aide des proprietes de linearite et de regularite. On applique cela aux modeles non 
deterministes de types abstraits et aux identites qu'ils satisfont et on definit les oarietes d'algebres 
stables pour les extensions ensemblistes. El/es constituent un cadre adequat pour I'etude des ensembles 
algebriques dans des algebres he terogenes. 

1. INTRODUCTION 

Classiquement, les modeles de types abstraits ne comportent que des 
operations deterrninistes, autrement dit, des operations qui aun uple de valeurs 
font correspondre au plus une valeur. Supposons que nous voulions accepter des 
modeles ou certaines des operations puissent etre non deterministes, c'est-a-dire 
ou certaines operations, quand elles sont appliquees a un uple de valeurs, 
puissent rendre une ou plusieurs valeurs ou meme pas du tout. C'est Ie cas par 
exemple des iterateurs en CLU [19]. Ainsi, puisque certaines operations peuvent 
produire un ensemble de resultats et du fait que les operations sont amenees ase 
composer, ilfaut etudier comment se comportent les structures algebriques et les 
identites, quand on passe des operations defmies sur les uples d'elements aux 
operations definies sur les uples d'ensembles. Ce genre de modeles de types 
abstraits ou si I'on prefere d'implantations de types abstraits avec operations 
non deterministes, intervient particulierement dans les bases de donnees, ou les 
requetes sont souvent des operations non deterrninistes, de laforme « un des... » 
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ou « choisir ». L'objectif de cet article est de caracteriser les axiomes licites dans 
les types abstraits admettant de tels modeles non deterrninistes. Cette 
caracterisation se fait a l'aide des proprietes de linearite (c'est-a-dire au plus une 
occurrence de chaque variable dans chaque membre) et de regularite (c'est-a-dire 
memes ensembles de variables dans chaque membre). Ces proprietes qui 
s'enoncent bien dans le cas des algebres homogenes (cf par exemple [5]) 
demundcnt dcrre approlondrcs dans le ca~ des 'llgcbre~ hc.erogcnes. 

Une autre motivation pour cette etude peut etre toute ditferente. On peut, en 
effet, vouloir faire sur les algebres heterogenes une theorie similaire ala theorie 
des langages sur le monoide libre, c'est-a-dire pouvoir definir des ensembles 
algebriques, plus petits points fixes d'un systeme d'equations. L'auteur [17] a 
montre l'interet d'une telle approche notamment pour etudier les langages ou 
ensembles de mots, l'ensemble de tous les mots etant muni de differentes 
structures algebriques, Pour fonder une telle theorie, il faut etre capable 
d'etendre les operations a l'ensemble des parties, et s'assurer que ces extensions 
verifient les memes identites, comme c'est Ie cas dans les monoides, II y aura ainsi 
des classes d'algebres dans lesquelles l'extension sera possible et d'autres OU elIe 
ne Ie sera pas. N ous esquissons dans la section 7, les premiers elements d 'une 
theorie des ensembles algebriques dans les algebres heterogenes. 

Dans [3], Benson a distingue deux facons d'envisager les « choix »des valeurs 
des parametres dans le calcul des fonctions recursives non deterministes, a savoir 
le choix aI'appel ou le choix aI'execution. II signale que ces deux methodes 
donnent en general des resultats differents, qui dependent des regles d'evaluation 
de I'arbre de calcul, autrement dit des axiomes du type abstrait dans lequel on 
travaille. Dans cet article, nous donnons des proprietes de ces axiomes pour 
lesquels ces deux methodes de calcul donnent les memes resultats, 

2. ETUDE D'EXEMPLES 

Avant de passer ades resultats theoriques, nous allons citer quelques exemples 
et etudier la maniere de « calculer » sur les ensembles de parties.. 

2 . 1. Les groupes 

Considerons les groupes defmis comme un type abstrait (fig. 1). Soit G> = <G; 
., - 1, E) un groupe. Posons : 

H • K = { h • k Ih E H et k E K } , 

E={E}, 

H-=T={h-1IhEH}, 
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On sait que <.9'(G);;-, -=1, E) et <.9'(G)- {(/)};;-, -=1,E) ne sont pas des 

groupes si G # { E }. Certes ;- est associative et E est bien un element neutre de ;-, 
mais on sait que si H est le support d'un sous-groupe non-trivial de (f alors : 

H;- H-=1=H# {E} =E. 

Comme no us le verrons plus loin, l'equation x. X-I = = x entre dans un cadre 
general d'equations qui ne se conservent pas par extension it I'ensemble des 
parties, en effet, elles contiennent deux occurrences de x alors que, pour pouvoir 
se conserver elle devrait n'en avoir qu'une. Par contre, les deux premieres 

equations s'etendent hien a l'ensemble des parties et font de (.'1 (G); ., E) et 

<.9'(G)-{(/)};;-, E) un monoide, 

2 .2. Les alqebres lineaires et les listes Ii double entree 

Dans [17], I'auteur a etudie un type abstrait, autrement dit une variete 
d'algebres heterogenes, appelees algebres lineaires. Ces algebres interviennent 
dans l'etude des langages lineaires d'ou elles tirent leur nom. lei nous proposons 
deux axiomatisations : l'une formalise les algebres avec operations unaires que 
no us appelons algebres lineaires, I'autre constitue la specification du type 
abstraitfile adouble entree ou deque, pour double-ended-queue comme Ie nomme 
Knuth [16] (nous proposons de I'orthographier deux-queues). Elles seront 
presentees ensemble car elles ont des similitudes. Notons que ces algebres 
lineaires n'ont aucun rapport avec l'etude des espaces vectoriels, rna is plutot 
avec le concept de linearite telle que les theoriciens des langages l'utilisent. Ce 
concept se rapproche de celui que no us utilisons plus loin et que nous avons 
emprunte it la litterature sur les extensions ensemblistes d'algebres et sur les 
systemes de reecriture, mais il a un contenu legerement different : en theorie des 
langages la linearite signifie qu'il y a une occurrence unique d'une variable au 
plus, dans les autres theories elle signifie qu'il y a une occurrence au plus de 
chaque variable. Ceci etant precise, les algebres lineaires ont ete choisies afm de 
montrer un exemple tres simple, sur lequel notre theorie peut s'appliquer. 

Figure 1. - Les groupes comme un type abstrait. 
Type Groupe : 

Operations : 
Groupe. Groupe ---> Groupe, 
Groupe- 1 ---> Groupe, 
E ---> Groupe. 

Axiomes: 
(x. y) .z= =x .(y .z),
 
E.x==x
 
x-l.x=~E. 
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2. 2 . 1. Les algebres lineaires 

Les algebres lineaires sont des algebres munies d'une constante ou operation 
nullaire notee VIDE, de v operations unaires notees A, B, , et de v opera-tions 

unaires, associees aux precedentes, notees A, E, , avec les axiomes 
suivants : 

A(VID)= =A(VID), 

pour tous les operateurs A et : 

A(B (x)) = =B (A (x)), 

pour toutes les combinaisons d'operations A et B. Les premieres equations ne 
contiennent pas de variables, les secondes contiennent une occurrence de x dans 
chaque membre. Ainsi, comme nous le prouverons, l'extension d'une algebre 
lineaire a l'ensemble de ses parties est encore une algebre lineaire. 

2.2.2. Les listes adouble en tree 

lei les operations sont constituees d'un symbole nullaire, 

VID ---+ Deux-queues
 

d'une operation externe a gauche,
 

Alph 0 Deux-queues ---+ Deux-queues, 

et d'une operation externe adroite, 

Deux-queues e Alph ---+ Deux-queues. 

On y adjoint des observateurs 

GAUCHE (Deux-queues) ---+ Alph, 

DROITE (Deux-queues) ---+ Alph. 

Les axiomes affirment, d'une part, l'equivalence des operations externes a 
droite et agauche sur VID : 

a 0 VID= = VID e a, 

d'autre part une forme d'associativite sur les operations a droite et a gauche, 

ao(xeb)= =(aox)eb, 

et les proprietes des observateurs, 

GAUCHE (aox)= =a,
 

DROITE (xeb)= =b.
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On remarquera que les identites ne contiennent qu'une occurrence de chaque 
variable au plus dans chaque membre, ainsi les identites sont-elles dites lineaires, 
D'apres les equations, on s'apercoit que l'ordre d'application des operations est 
indifferent, une notation : 

a l oaz · · .an o x . b1 .bz·· .b m , 

sans parentheses en rend bien compte. 

2 . 3.	 La conditionnelle 

Une conditionnelle sur un ensemble est une fonction : SI Baal ALORS Base 
SINON Base -4 Base qui verifie les equations: 

SI VRAI ALORS x SINON y= =x,
 

SI FAUX ALORS x ALORS y= =y.
 

On remarquera que si 1'0n etend la conditionnelle sur les parties de l'ensemble 
par: 

Si b ALORS X SINON Y= {SI b ALORS x SINON y I XEX, yE Y}, 

les equations ne sont valables que si X et Y ne sont pas vides. En effet, pour Y 
vide, on a d'une part, par la premiere identite, 

SI VRAI ALORS X SINON Y = X, 

et d'autre part, par la definition de l'extension ensembliste. 

SI VRAI ALORS X SINON Y={X!XEX, yE0} =0, 

ce qui est contradictoire. 

2.4. Les ensembles 

Soit (f une algebre du type ENS[Alph, Boon, c'est-a-dire verifiant les equations 
de la figure 2. On montrera dans la suite que (f' est un modele des memes 
equations, au (f' est caracterisee par : 

Ens\!. =.0;> (Eus\!) - { 0 }, 

Alp~,=Alp~ 

et: 

Baal If' = (l} (Bool\!,)- {0 }. 
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Figure 2 

LjU 

Type LI1S[Alph] ou Alph a une operation EQ(Alph, A/ph) : 
Operations: 

VIDE -. Ens, 
AJ(Ens, Alphv -. Ens, 
PR ?(Ens, Alph) --+ Bool. 

Axiomes : 
PR'!(VIDE, a)= =FAUX 
PR?(AJ(e, a), b)= =SI EQ(a, b) ALORS VRAI SINON PR?(e, b) 

De plus, les operations sont definies par: 

VIDEIt, = {VIDEIt }, 

AJIt,(E, x)= {AJI.f(e, X)ICEE}, 

VRAII.f'= {VRAII.f}, 

FA UXI.f' == { FA UXIf}, 

Si B ALORS X SINON Y",.= {Si h ALORSy SINON YIf IhE B, XE X, yE Y}, 

EQIf·=EQIf· 

Dans lalgebre iruuale (ou une autre] considerons l'ensemble algebrtque L des 
elements non VIde qui ne conriennent qu'un element donne de Alph, disons A. 
L es: solu.ion de lcqua.ion : 

L = AJIf, (VIDEIf' A) V AJIf, (L, A), (* ) 

autrement dit tout element de L eontient A, en effet utilisons l'equation (*), pour 
faire un raisonnernent point fixe, et les identites pour faire les raisonnements 
intcrmediaires. D'apres l'equation : 

PR ?IS:' (L, A) = PR ?dAJIS:' ({ VIDEIf }, A) V AJIf (L, A)], 

et par la definition de l'extension ensem bliste, 

=PR ?1f,(AJIf,({VIDEIf}, A), A)vPR ?1f,(AJIf,(L, A), A) 

par l'equation de PR ?, 

= SI EQIS:' (A, A) ALORS VRAIG" SINON PR ?If' ({ VIDEIS:}, A) 

v PR t; (AJIt, (L, A), A) 

or evidernment EQIS:' (A, A) = VRAIIf, done: 

= { VRAIIS: } v PR ?IS:' (AJIS:' (L, A), A) 
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et, comme on n'a utilise aucune propriete de VIDE, par un calcul exactement 
similaire au precedent, on obtient : 

= {VRAI<r } u { VRAI<r } = {VRAI<r }. 

lVlUUl:oLl:o:> [,<UN UloU,KMINISII:S VI: TYPbS AHSIKAITS 

En fait, les equations se comportent bien vis-a-vis de la sorte Ens, 
la suite de 1'exemple montre qu'il n'en est pas de meme vis-a-vis de la 
sorte Alph. Supposons maintenant qu'on introduise une operation non 
deterministe CHOISIR (Ens) --> Alph. Calculons PR ? (CHOISIR (e, e)) ou 
e = AJ (AJ(VIDE, A), B). Si on fait la preuve en examinant toutes les va leurs 
possibles de CHOISIR (e), c'est-a-dire A et B, on obtient VRAI. Mais si tout 
d'abord on reduit 

PR ? (CHOISIR (e), e) 

en 

SI EQ(EXTre), B) ALORS VRAI SINON PR ?(AJ(VIDE, A), CHOISIR (e)) 

et si 1'on admet, comme 1'y autorise la semantique de l'appel par choix a 
l'execution que nous avons choisie, que CHOISIR (e) n'a pas partout la meme 
valeur dans cette equation, on peut obtenir VRAI ou FAUX. Cela nous conduit 
directement a etudier les extensions ensemblistes puisque CHOISIR est une 
operation de Ens --> 2I'(Alph). 

3. EQUATIONS ET EXTENSIONS 

3 . 1. Equations lineaires et equations Iineaires et requlieres 

Les groupe~, les algebres lineaires, les conditionnelles et les ensembles 
permettent d'examiner trois familles d'equations. La premiere est celle des 
equations lineaires dont le paradigme est l'equation de la conditionnelle : 

SI VRAI ALORS x SINON Y= =X. 

Elle ne contient qu'une occurrence au plus de chaque variable dans chaque 
membre, ici x et y seulement a gauche et x a droite. 

La deuxieme famille est celIe des equations lineaires et regulieres representee 
par l'equation : 

(x. y) .z= =x.(y .z). 

Ces equal Ions sont lineaires ei l'ensemble des variables qUI appararssen: a 
gauche (ICl ;.Y, y, z} ) esi idenuque it celui des variables qui apparaissen. it drc.i.c. 
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La troisieme famille est constituee des autres equations. Leur modele est 
l'equation des groupes : 

x- l ex= = e. 

Les premieres equations s'etendent par passage a I'ensemble des parties non 
vides, les secondes s'etendent par passage aI'ensemble des parties ycompris la 
vide, les troisiemes ne s'etendent pas en general. 

3 .2. Presentation informelle des resultats sur les extensions 

Tout d'abord, nous definirons les C T-extensions qui sont des extensions, a 
l'ensemble des parties non vides, des operations des algebres; ces extensions ne se 
font pas sur toutes les sortes, mais seulement sur quelques unes qui forment 
l'ensemble T. Les PT-extensions sont des extensions al'ensemble des parties y 
compris la partie vide. On aurait pu sous l'hypothese que T et T' soient disjoints, 
defmir des CT-PT'-extensions; cela aurait alourdi inutilement les definitions 
sans que des exemples en justitient I'introduction. Dans la suite de cet article 
nous examinons comment des identites vraies dans une algebre le s'etendent asa 
C T-extension et a sa P T-extension. Ces conditions sont : 

1. une identite sur ~ est verifiee sur C T~, si elle est Tvlineaire, c'est-a-dire si 
toute variable de sorte dans T apparait au plus une fois dans chaque membre. 

2. une identite sur ~ est verifiee sur PTA si elle est T-lineaire et T-reguliere, 
c'est-a-dire si toute variable qui apparait dans un membre apparait une et une 
seule fois dans I'autre. 

Ensuite, nous definissons Ieconcept de systeme d'equations. Cela nous amene 
a la notion de plus petit point fixe ou de solution. 

4. C-EXTENSION ET P-EXTENSION D'UNE ALGEBRE 

4 . 1. Ensembles stables de sortes 

Soitm une F-algebre heterogene [2] dont l'ensemble des descripteurs de sortes 
est S. 

DEFINITION 1 : Une partie T de S est dite F-stable (ou stable s'il n'y a pas 
d'ambiguite sur F) si pour toute operation f E F de profII SOl' ... , SOn --+ SO, 
SOET implique que pour tout iE[l. .. n], SOiET. • 

Autrement dit les elements de So dans T ne sont obtenus qu'a partir 
d'elements de So dans T et d'une operation f 

Exemple 1: Si Fest I'ensemble {VID, 0, e, GAUCHE, DROITE} des algebres 
lineaires, seuls les ensembles {Alph, Lin} et (/) sont stables. 
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Exemple 2 : Dans Ens[Alph), les ensembles 0, {Alph } et {Ens, Bool, Alph} 
sont stables. 

Ensemble 3 : Dans les algebres homogenes, ou il n'y a qu'une seule sorte So, 
{So } et 0 sont stables. 

4.2. P-extension d'une alqebre 

DEFINITION 2 : Soit m une algebre avec S comme ensemble de descripteurs de 
sortes et F comme ensemble d'operations, soit T un ensemble tel que S - T soit 
F-stable. On appelle PT-extension une algebre notee PTm dont l'ensemble des 
sortes est: 

SOpT2r =SO'l( si So¢:T 

SOpT'lr = &' (Sa'll) si SOET 

et l'ensemble des operations est defmi ainsi pour toute operation f: 

SOl' ... , SOn ~ So, 

fp T'll (X I , ... , X n)= {f'll (x l , ... , xn)!SOi¢:T => Xi=Xj et SOi ET => XiEXd. • 

Puisque S-Test stable, onremarque que sif'(So.. ., ., San) ~ So avec So eT 
alors fPT'll (Xl' ... , X ) E SO'l(, ce qui montre que la definition est correcte vis-a-visn

des sortes S - T. 

Exemple 4 : Dans la section 2.4, G: est une P {Ens, Boot}-extension de G:; en 
effet S - { Ens, Bool} = {Alph } est stable. 

Remarque 1 : Si T = 0, la PT-extension obtenue est une fausse extension 
puisqu'aucune sorte n'est etendue, Dorenavant Ie lecteur pourra s'imaginer T 
non vide. 

Remarque 2 : On remarque que f(X I' ... , Xn)= 0 si et seulement si il existe 
i E [l ...n) tel que SUi E T et Xi = 0. Cette remarque permet d'introduire la 
definition 3. 

4.3. C-extension d'une alqebre 

DEFINITION 3 : Si S - T est stable, une CT-Exlension de I'algebre m est une 
algebre heterogene CTm dont les sortes sont : 

SOcm=Sam si So¢:T 

SOCT17; = &' (Sam)  {0 } si So E T 
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et oufest detini comme dans les PT-extensions, compte-tenu de la remarque 2 ci
dessus, cela est bien correct. • 

Remarque 3, Convention de notation: Quand w appartient aP (F, X (0) c'est-a

dire que west un terme sur F et X <0 = { X <0, sisES } (les notations sont empruntes 
a Gratzer [12]) w sera plus souvent note w (x l' ... , X n) au Xl' ... , X n 

appartiennent a U X <0, s- Dans la suite, nous conviendrons que S est l'ensemble 
SES 

des sortes, TIe sous-ensemble de S sur lequel se fait 1'extension et que tout mot w 

sera note w(x 1' ...• x,,: .1"1' ...• ,,/,). avec XI' ... , .v., tous differents apparte

nant a U X <0, et Y1' ... , Yp tous differents appartenant a U X <0, S'S 

lET ,¢T 

5. PROLONGEMENT DES IDENTITES ET VARIET'ES C-STABLES 

Le probleme qui se pose est Ie suivant : si ~ est une famille d'identites, simest 

une algebre neterogene totale modele de ~, dans quel cas CT'11 est-elle un 

modele de E.. ? Dans la section suivante on se posera la meme question pour les 
P-extensions. Pour cela, nous avons besoin de definir la linearite dans Ie cas des 
algebres heterogenes, Auparavant, nous allons definir Ie concept de nombre 
d'occurrences comme un morphisme d'algebres, 

DEFINITION 4, N ombre d'occurrences :Soit m(F, X 0,) l'algebre heterogene libre 

des termes sur F et Xi<}' considerons l'algebre 9t = <N, F91 ) definie ainsi 
N =(N)SES au Nest l'ensemble des entiers naturels, et si f(SOl' ... , SOn) ~ So 

n 

alors f91(X1 , •. " x n ) = LXi' par consequent, si g( ) ~ So alors g91=O. Les 
i~l 

applications cri(X <0, s) ~ N telle que cri(xi) = 1 et cri(Xi') = 0 si i =f- j se prolongent 
en un unique morphisme oc: m(F, X (0) ~ 9t. oci (w) s'appelle Ie nombre 

d'occurrences de xi dans w. • 

DEFINITION 5, Linearite : Un mot est Tslineaire si pour tout iEN et pour tout 

sET, ocf (w) ~ 1, autrement dit chaque variable de X to, " ou sET, a au plus une 
occurrence dans w. • 

DEFINITION 6 : Une identite est T-lineaire si vet w sont Tvlineaires. • 

Exemple 5, Cas du type abstrait Ens [Alph] : Considerons l'identite, 

PR ?(AJ(e, a), b)= =SI EQ(a, b) ALORS VRAI SINON PR ?(e, b) 

elle est Tvlineaire si T ne contient pas Alph, en effet b apparait deux fois dans Ie 
membre droit. • 



Le support d'un mot est I'ensemble des variables efficaces de ce mot, c'est-a
dire l'ensemble des variables qui apparaissent dans la decomposition du mot en 
ses operations elementaires, 

r(w)= {XE U X",. s Iocf(w»O}. 
SES 

Remarque 4: Si l'on ecrit w (Xl' ... , Xn ; Yl' ... , Yp } on suppose que 

rcW)~{XI' ... , Xn , Yl' ... , Yp } . 

DEFINITION 7, Complexite d'un mot comme un morphisme d'algebres : La 
complexite d'un mot est defini en terme d'un unique morphisme vers une algebre 

particuliere. Considerons l'algebre (f = <C, FI; >ou C=(NLs et pour chaque 

t~(XI"'" xn)=l+ Ix,. Soit Cs : X"'.s ....... N tel que c,(x)=O pour XEX",.,.
 
i=l 

alors I'unique morphisme de III (F, X",) vers ([ prolongeant c est note comp. 
comp (w) s'appelle la complexite de w, son utilisation est Iondamentale dans les 
preuves par recurrence. • 

LEMME 1 : Si w =f(w I' ... , Wn)EP (F, X",) et si west T-lineaire alors k #-h 
impliquen t 

rcwk ) n rcwd nUX",. s=0. 
SET 

Demonstration: evidente. • 

LEMME 2: Si S' est F-stable, si w appartient aux termes de s'l!(F. x.) pour s' E S' 

alors r (w) es t indus dans U X"'. S' 

SES' 

Demonstration: evidente, • 

PROPOSITION 1 : Si west T-lineaire alors 

wcnr(X I , , X n : Yl····' Yp ) 

={W~dXI' ... , xn; Yl' J·r,)iliiE[l ... n), XiEXi} 

Demonstration: Si comp(w)=O et w=xf alors dans l'algebre CT'll, WCH 1 

represente la i-ieme projection proj' sur la sorte 'll s c'est-a-dire : 

WCT'11 (Xl' ... , X n : Yl, ... , Yp)=Xj 

= {projf(X I, ... , X n; Yl' ... , Yp)lliiE[l. .. n], XjEXd 

(ou Xj = xf = proji (x l' ... , Xn ; Yl, ... , Yp ) ) . La deuxieme egalite provient du fait 

que Xi n'est pas vide. 
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Si comprwjc-O et w e-f'(w ., ... , Wm), montrons que si Z appartient au membre 
gauche, il appartient au membre droit et reciproquement. En effet, 

ZEwcr'ldX I, ... , Xn; Yl, ... , Yp ) 

si et seulement si 

zEfcndwcnl,dXI, .", Xn; Yr, .,., Yp ) , ... , 

WCT'lI,m(X I, ""Xn;YI, ... , Yp ) 

si et seulement si 

3(ZI' ... , zm), Z=f'l1(ZI"'" zm) 

et 

ViE[l ... m]ZjEWcr'l1.i(XI, ""Xn; Yl ' .··,Yp ) · 

Par l'hypothese de recurrence cela est equivalent a 

3(ZI' ... , zm), Z=f'l1(ZI,"" zm) et ViE[l. .. m], 

3(x l , ... , xn), zj=w'l1.dx l,···, Xn ; Yl, ... , Yp ) 

et VjE[l. .. n], XjEXj . 

Puisque west T-lineaire, d 'apres Ie lemme 1, si k est different de h et si une 
variable Xi apparait dans Wb el1e n'apparait pas dans Wh , autrement dit on peut 
intervertir VEi[l. .. m] et 3(x l , ... , x ) , c'est-a-dire que chaque choix de xjn 

n'est fait qu'une fois pour toutes les composantes, il est done independant 
de la composante i de f. La derniere assertion ci-dessus est equivalente a 

3 (Zl' ... , zm), Z=f'l1(ZI"'" zm) et 3(x l , ... , xn), 

ViE[l. .. m], Zj=W'l1,i(XI, ... , Xn ; Yl, ... , Yp ) 

et VjE[l. .. n], XjEX j 

qui est equivalente a 

3 (Xl' ... , xn ) , 3 (Zl' ... , zm), Z=f91(ZI,"" zm) 

et 

v i e ]l ... m]z;=w'l1,;(x l , ""Xn;YI' "',Yp ) et VjE[l, ... ,n], XjEXj 

qui est equivalente a 

3(x l , ... , xn), Z=W91(XI, ... , Xn; Yl' ... , Yp ) et VjE[l, ... , n], XjEXj 
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c'est-a-dire 

ZE{W~,(XI' ... , Xn ; YI' ... , Yp)IVjE[l. .. n], XjEXj}.• 

La proposition 1 est liee aux proprietes de confluence [14] ou de Church 
Rosser [22]. Si west Tvlineaire, la valeur de Wdans CT'II est independante de la 
maniere dont on la ca1cule, qu'on ca1cule cette valeur en parallele, point par 
point, et qu'on fasse la reunion des resultats obtenus ou qu'on ca1cule cette 
valeur sur les ensembles, on trouve le me me resultat, En d'autres termes aussi, 
elle etablit sous quelle condition le choix a l'appel coincide avec le choix it 
l'execution au sens de Benson. Comme le remarque Shafaat [23] dans Ie cas des 
algebres homogenes, elle est it la base des resultats qui vont suivre sur les varietes 
C-stables. 

THEOREME 1 Si V= =W est une identite T-lineaire, si V~I=W'll alors 

VCT ~, = W CT ~I" 

Demonstration: D'apres la proposition 1, 

venl(X I, ""Xn:YI' .....1'1') 

={V~I(.\I' ... , Xn : .1'1' .... )"I'!X;EX, pour iE[I ... n]1 

et 

wC1~dXl' ... , X n; YI' .,., Yp ) 

=~W~I(X" ",XI1 : )" I - ...•.I'I'!X,EX, pour iE[I ... n]l 

et puisque pour chaque x I' ... , x, on a 

v'll(XI, ... , Xn : YI' ... , Yp)=W~I(XI' ... , Xn ; YI' ... , .vI') 

alors 

vendX I, ... , X n; YI' ... , Yp )= WeH'(XI' ... , X n; YI' ... , Yp ) · • 

DEFINITTON 8 : U ne variete V d'algebres heterogene est CT-stable si pour toute 
algebre 'II de V, CT'II est une algebre de V. • 

COROLLAIRE : Soit ~ une famille d'identites T-lineaires alors la oariete des 

algebres modeles de ~ est CT-stable. 

Demonstration: Soit 'II un modele de~, alors pour toute identite v = =W de §. 
on a v'll = W'll done puisque l'identite est lineaire Yr-r-n = Wenl done CT'II est un 

modele de E. • 
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6. VARIETES P-STABLES 

Nous etudions dans ce paragraphe, le probleme du prolongement des identites 
d'une algebre, a la P-extension. 

PROPOSITION 2: Si west T-lim?aire et si r (w) nUX ro, s = {Xl' ... , X n } alors : 
sET 

WpT'lI (Xl' ... , X n ; Yl' .. " Yp) 

= {W (Xl' ""Xn;Yl' ... ,Yp);ViE[I. .. n],XiEXj}. 

Demonstration: Si pour tout iE[I. .. n] X(#0, alors le resultat est vrai, 
d'apres la proposition 1. Si l'un des Xi est vide, le deuxieme membre de l'egalite 
est vide. 11 reste amontrer qu'alors WPT'lI (X l' ... , Xn ; Yl' ... , Yp)est vide. En 
etTet par recurrence, si W= xi alors n = 1 et Xl = 0 ainsi 

wPTIl(Xl; ,,,,Xn;Yl' ... ,Yp)=Xl=0. Si comptwjc-O, alors 
m 

w e-f'(w.. ... ,wm ) et r(w)nUX""s=Ur(wj)nUX",.s' Soit j tel que 
SET i= 1 sET 

XjEr(Wj) alors wj se met sous la forme Wj(x~, ... , x~; Yl, ... , Yp) ou 

{x~, ... , x~}=r(Wj)n U X",.s alors WpT91.j prend la valeur 0 sur les valeurs 
SET 

X~, ,X~ qui sont des composantes du vecteur Xl' "',Xn et ainsi 

fPT'l1 ( , W j (X~, "', X~; Yl, ... , Yp), ... )=0.• 

Nous detmissons la regularite dans le cas des algebres heterogenes, 

DEFINITION 9 Une identite V= =w est Tvreguliere SI 

r(v)n U x""s=r(w)n U X""s· 
sET sET 

Exemple 6 : L'equation PR ?(VIDE, e)= = FAUX n'est pas {Alph}
reguliere, 

THEOREME 2: Si V=W est une identite Tvlineaire et Tvreguliere et si V'l!=W'l! 
alors VPT91=Wpn r. 

Demons tra tion Puisque r(v)n U x",.s=r(w)n U X"',S, d'apres la 
sET sET 

proposition 2, 

VPT'l!(X l, ""Xn;Yl' "',Yp) 

={ V91(Xl, ... , Xn; Yl, ... , Yp)IXiEXj pour iE[I. .. n]} 
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et de merne pour W 

Wpnl(X1, ... , X n ; Yl' ... , Yp) 

={ W~I(Xl' ... , Xn ; Yl' .", Yp ) !"Xi EX; pour i s j l . .. n]} 

ainsi puisque V'l.l = W'l.l on a VPT'l.l = WPT'l.l' • 

DEFINITION 10: Une variete Vest PT-stable si pour toute algebrest de V, PT ~ 

appartient a V. 

COROLLAIRE : Si §. est une famille d'identites T-lineaires et T-regulieres alors la 

oariete des algebres modeles de §. est PT-stable. 

7. LES ENSEMBLES ALGEBRIQUES 

Dans ce paragraphe, nous nous placerons dans une variete CT -stable, notee 

V. Soit X={x1 , ... , xn } un sous-ensemble fini de U X""s' Un systeme 
SET 

d'equations est une application E qui a chaque variable Xi fait correspondre un 
ensemble fini de polynomes ou classes d'equivalence de termes, note E [xJ, et 
inclus dans P(V, X)" c'est-a-dire dans l'ensemble des termes de la sorte s, si Xi 
appartient aX",. S (pour etre coherent nous devrions la noter s~(v. Xl)' 

Exemple 7 : Dans la variete des algebres lineaires, 

x=A(A(B (x))) u A(A(B(VID))) 

est une equation, remarquons que cette equation est exactement la meme par 
exemple que 

x=A(B (A(x))) u B (A(A(VID))) 

compte tenu des identites des algebres lineaires. • 
n 

L'extension de E en une application X CTP(V, X)'k ~ X CTP(V, X)'k> OU 
k=! k~l 

sk est la sorte de Xk' sefait en deux temps. Dans un premier temps, on applique la 
liberte de l'algebre ~ (V, X) pour etendre E en un unique morphisme d'algebres 
heterogenes de ~(V, X) vers CT~(V, X) [2,18], c'est-a-dire en une famille 
d'applications qui conservent la structure d'algebre heterogene, 

Es: P (V, X), ~ &' (P (V, X))s - { CD } 

pour sET, puis on etend E, en 

CTE s : &' (P (V, X),) - { CD } ~ &' (P (V, X),) - { CD } 
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pour SET. Dans un second temps, on utilise CTEs pour defmir I'application E : 

n 

X CTP(V, X)sk --. X CTP(V, xj.. 
k~1 k~l 

Un point fixe de E est un n-uple d'ensernbles Y=(Y 1 , ... , Yo), tel que 
Y =E(Y). 

PROPOSITION 3 : E est une application <r-continue de X CTP(V, X)sk dans 
k~ 1 

X CTP(V, X)sk' 
k~l 

Demonstration : La definition de E, par 

Es(Y 1 , ... , Yo)=UES ( { Yl } ' ... , {Yo}), (la reunion etant prise sur les Yi 
appartenant a YJ, fait naturellement de E une fonction v-continue. • 

7.1. Solution dans Ie cas des varietes P-stables 

Dans Ie cas ou la variete est P-stable, on fait la meme construction que plus 

haut en remplacant les C par des P, E s'etend de X CTP(V, X)sk dans lui-
k~ I 

meme, Ainsi E(0, ,0) a un sens et en iterant cette application on obtient la 
suite (0, ... , 0)~ ~B(0, ... , 0)~ ... qui converge et a pour borne 
superieure ou reunion Ie plus petit point fixe de I'equation Y = E (Y). 

Exemple 10 : Dans Ie type Ens[Nat]' l'equation L=AI(VID, 
SU. SU .ZERO) v AI (L, SU. SU .ZERO) peut-etre construit par iteration a 
partir de 0, L o= 0 , Lj={AI(VID,SU.SU.ZERO}, 

L2={AJ(VID, SU.SU.ZERO), AJ(AJ(VID, SU.SU.ZERO), SU.SU. 
ZERO)}. etc. 

7.2. Solution d'un systerne C-acceptable dans les varietes C-stables 

Puisque la variete est C-stable, E ne s'etend pas forcement a 0, ainsi la 
construction du plus petit point fixe ne peut debuter sur 0. Mais nous allons 
imposer a E une propriete que verifie la piupart des systemes d'equations 
couramment utilises. 

DEFINITION 11 : Un systerne est C-acceptable si pour chacune de ses variables 
x, E[xJ n P(V, X), est non vide. • 

Autrement dit tous les membres droits contiennent des constantes. Notons B, 
d'ensembles des E[xJ n P(V, X); et Ble n-uple, (13 1 , ...• Bn ) . 
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LEMME 4: Pour tout ti-uple Y dans X PTP(V, X)sb on a E(Y)2B. 
k~l 

Demonstration: Elle decoule directement de la definition de B. • 

<, 

LEMME 5 : Si Y est un pointfixe de KPTP(V, X)sk' Y2B. 
k~ 1 

Demonstration : Si Y est un point frxe Y 2 E (Y)or d'apres le lemme 4, 
E(Y)2B. • 

On itere E sur B et on obtient la proposition suivante : 

PROPOSITION 4 : U EO (B) es t le plus pe ti t poin t fixe de E. 
n~O 

Demonstration: Notons que si Y est un point fixe, U EO(B)~Y, en effet, 
n~O 

d'apres le lemme 4, B 2 Y et done par recurrence si EO (B) ~ Y alors 
E''" 1 (B) ~ E (Y) ~ Y et done la reunion des E" est incluse dans Y. Reciproque

ment par coniinuite de E, on voit que E(U EO(B))= U EO(B), or d'apres le 
n~n n~l 

lemme 4, U EO(B)2B, done U E" (B)= U E"(B). • 
n~O n~l n~O 

8. BIBLIOGRAPHIE ET CONCLUSION 

Le calcul sur les parties d'un groupe, appelees complexes, remonte au debut du 
siecle, Van der Waerden, par exemple, les utilise pour introduire les classes de 
congruences et les sous-groupes distingues dans son livre M oderne Algebra [25]. 
Tous les travaux sur les extensions ensemblistes que nous allons citer portent sur 

I 

les algebres homogenes, aucune etude n'ayant ete faite sur les algebres 
heterogenes. Le plus ancien article, anotre connaissance, sur les P-extensions 
dans une algebre quelconque est du aGautam en 1957 [10]. Fuchs [8, 9] pose le 
probleme de l'extension des equations ades algebres ordonnees. L'etude la plus 
complete concernant la stabilite des identites est certainement celie de Bleichner, 
Schneider et Wilson [5] qui prolonge celle faite en [4]. Les C-extensions 
apparaissent comme le cas ou l'algebre aetendre est trivialement ordonnee, mais 
les techniques de demonstration ne sont pas fondamentalement differentes. 
Wand dans sa these [26] caracterise, independamment des autres travaux, les 
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varietes C-stables et P-stables. Shafaat [23] quant a lui, expose une reciproque 
assez forte du corollaire du theoreme 2 sous la forme suivante : « Si une variete 
P-stable est une famille de modeles d'un ensemble d'equations L, elle est une 
famille de modele d'un sous-ensemble de L d'equations lineaires et regulieres » 
CourcelIe et Raoult [7] et Goguen, Thatcher, Wagner et Wright [11] 
s'interessent aux problemes de continuite et de completion pour un ordre 
quelconque compatible avec les operations de l'algebre, sans prendre en compte 
les identites. II est interessant de constater que la linearite apparait des que l'on 
veut prouver des proprietes de confluence dans les reecritures paralleles [14], en 
effet ce que nous faisons apparait assez fortement lie a ce genre d'approche. 
Benson [3]fait une etude et une classification des passages de parametres dans les 
calculs non deterministes, C'est 1'une des meilleures syntheses sur Ie sujet. Sur les 
types abstraits non deterministes, nous citerons pour memoire les travaux de 
Subrahmanyam [24] et Kapur [15]. L'etude de Marchand [20] peut etre 
consideree comme une application des ensembles algebriques tels que nous les 
definissons. Cet article est une reprise d'un des chapitres de la these de 
l'auteur [18]. 

En temps que methode de passage de parametres. Benson recuse Ie choix a 
l'execution, c'est-a-dire Ie calcul sur les parties d'une algebre, ille considere non 
intuitif et s'adresse aux concepteurs de langages de programmation non 
deterministes pour qu'ils evitent de l'implanter. En effet, imaginons un seul 
instant la surprise du programmeur si lors d'un appe1 de l'iterateur « elements» 
d'un tableau, en CLU, par exemple, 

for i : int 'in array [T] $ elements (M) do 

if i mod 2 = 0 then M [i] : = M [i]+ 1 end 

end 

les differentes occurrences de la variable produite (ici i) pouvaient correspondre a 
des valeurs differentes. Nous considerons que l'ideal serait de se placer, dans des 
types abstraits ou choix al'appel et choix al'execution coincident. Mais ce n'est 
pas toujours possible. Aussi dans notre conclusion, nous voudrions nous 
adresser, quant anous, aux concepteurs de types abstraits non deterministes, 
afm qu'ils sachent que parfois, les deux methodes de passages de parametres ne 
donnent pas les memes resultats, II semble alors indispensable qu 'ils verifient s'ils 
ne sont pas dans cette situation. Si c'est Ie cas, il faut qu'ils connaissent quel type 
de passage de parametres leur langage implante et qu'ils considerent avec 
circonspection les preuves fondees sur des raisonnements equationnels. 
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