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Type de la sémantique concréte

La sémantique concréte d'un programme est de type

L— PV —2Z)

» une fonction qui a chaque point du programme (dans L)
» associe un ensemble d'états possibles de la mémoire

» une fonction qui & chaque variable (dans V)
» associe sa valeur en mémoire (dans Z)

OOOOO
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Abstraire la sémantique concréte
Rappels sur la sémantique concréte

—wF SHEEA 2/56
Exemple
X=x—2
ox = rand(0, 12);;y = 42; 4 3
while 5(x > 0) {
X =x—2 y=y+4 x >0
sy =y+4
}s
0 1 2 5
x = rand(0, 12) y = 42 x <0
Ry=V—=2Z (V={x,y})

R, = {f € (V= Z)| f(x) € [0,12]}

Ry = {f | f(x) € [~1,12], f(y) € [42,66] N 4Z + 2,2f (x) + f(y) € [42,66]}
Rs = {f | f(x) € [1,12], f(y) € [42,66] N 4Z + 2,2 (x) + f(y) € [42,66]}
Ry = {f | f(x) € [-1,10], f(y) € [42,66] N4Z + 2,2f (x) + f(y) € [38,62]}
Rs = {f | f(x) € [~1,0], f(y) € [42,66] N 4Z + 2,2f (x) + f (y) € [42,66]}


http://perso.ens-lyon.fr/pierre.roux/vas_2013_2014/

Abstraire ? oui mais quoi ?

Abstraire la sémantique concréte

La sémantique concréte est incalculable, on veut la simplifier.
Abstractions relationnelles ou non Mais que simplifier ?

» L est fini et on veut savoir ce qui se passe en chaque point
= on le garde a I'identique

> V est fini et on s'intéresse a toutes les variables
= on le garde a l'identique

» 7 (et donc I'ensemble des fonctions V — Z) est infini
= C'est ici qu’on va abstraire

WP MR g5 . A N

Comment abstraire P(V — Z)7 Deux petits dessins valent mieux que de longs discours
Exemple précédent au point de programme 2 (invariant de boucle)

y non relationnel y relationnel
Deux grandes solutions . .
> Abstraire P(V — Z) en V — P(Z) puis P(Z) en un D* o
» non relationnel : les valeurs de x et y sont indépendantes 00
> cette semaine
> Abstraire P(V — Z) directement en un D cees
» relationnel : certaines combinaisons de x et y sont impossibles
+ plus précis
— plus compliqué et plus colteux -1 12, X X
» la semaine prochaine e
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Abstractions non relationnelles
Signes

ooooo

Domaine des signes, meilleure abstraction

T
N AWT) =%
(= 0) = [0, 400
\_]_/ (L) =0
Question

Toute partie S de Z (i.e. S € P(Z)) admet elle

une meilleure abstraction dans ce domaine ?

Rappel (meilleure abstraction)

Une partie S de Z admet une meilleure abstraction si I'ensemble
{Srt e D! ‘ SCrxy <Sﬁ)} a un minimum.

Réponse J

onera
WP 2N 956

Domaine des signes
Définition
Treillis des signes (D*, C¥)
T
<0 >
1

0

T) =
Y(<0) =]~ 00,0]
7(=0) = [0, o0
(L) =

Question

L’ordre CF ci dessus est il correct par rapport a I'ordre C sur P(Z).

Rappel (correction de I'ordre abstrait par rapport au concret)

L’ordre CF est correct par rapport a I'ordre C si ~ est croissante

Vxﬂ,yﬂ e D,

X CF yf = () Cy(yh)

Réponse

10/56

Domaine des signes, meilleure abstraction (suite et fin)

Définition

On corrige en ajoutant un élément

T
VEEERN
<0 =0
NS
0
\
L

(T) =Z

(< 0) =]~ 00,0]
¥(=0) = [0, +ocf
v(0) ={0}
(L) =0

Remarques
> +y reste croissante.

> On a bien une correspondance de Galois avec

T
<0

a(S)=< >0
0
1

sids,s’ €5,s<0,5 >0

siVs € §5,s <0AdseS,s<0
siVs€ S5,s>20Adse 5,s>0
siS={0}

siS=10

y
—~ rr ——— 12/56



Abstraction non relationnelle

D’une abstraction D* de P(Z),
on déduit une abstraction D, de P(V — 7Z),
en procédant point & point :
» Di =V — D
» x* T8 yF si pour tout v € V, x*(v) CF y¥(v)
> Yor (Xﬁ> = {p e(V—=2Z) | VveV,p(v)ery <xﬁ(v))}
> () = v a({p(v) | p € D)
> Tor=vi=>T
> lypy=v— L1
> XUy = v X () UF ()
> Xy = v X () T ()

Domaine des signes, opérations arithmétiques abstraites
<0 sin<0
»n*=a({n})=¢ =0 sin>0
0 sin=20
1L siny > np
0 sint=n=0

> randﬁ(nl,ng):a([[nl,ng]]) =< <0 sinonsin, <0
>0 sinonsing >0
T sinon
> xF 4y Za({X+y ’ x €y(x"),y Ev(yﬁ)}) =
+4 T <0 20 0 L
T T T T T L
<0l T <0 T <£0 L
>0|T T >0 >0 L
0 |T €0 >0 0 L
1 L L 1 1 L

Syntaxe de notre langage (rappel)

Styntaxe
stm = v = expr; | stm stm

| if (expr > 0) { stm } else { stm }
| while (expr > 0) { stm }

expr ::= v | n | rand(n, n)
| expr + expr | expr — expr | expr x expr | expr/expr

v € V, un ensemble de variables

n € Z (on ne manipule que des entiers)

V.

rand(ny, ny) représente le choix aléatoire d'un entier entre n; et ny
(sert & simuler une entrée).

Domaine des signes, opérations arithmétiques abstraites
(suite et fin)

Exercice

Compléter la table de la soustraction abstraite

41T <0 =0 0 L
=

<0
>0




Sémantique abstraite, expressions

Sémantique des expressions : [[e]]gE - (V — DF) — DF

IV (o) = p(v)

[}, () =

[rand(ny, m)]% (p) = rand?(ny, n2)
[es+ell () =[all + el
Remarque

Ca se calcule trés bien.

Sémantique abstraite, commandes
Sémantique des commandes : [[c]]% (V= DY) = (V= DY

v = el () = p |v = [elfy o]

e > O, (v) :{ p[vr o) o[t tooD] sie=v
P sinon

Remarque

Ca se calcule toujours aussi bien.

Graphe de flot de controle (rappel)
On étudie les graphes de flot de contréle des programmes.
Définition
Un graphe de flot de contréle (L, A) est composé d'un ensemble de

points de programme L, d'un point d'entrée 0 € L et d'arétes
ACL x comx L avec:

com = v = expr | expr >0
Exemple
ox = rand(0, 12) ;;y = 42; X=x—2
while 2(x > 0) {
3X =X — 2;
sy =y +4; y=y+4 x >0
}s
0 1 2 5
x = rand(0, 12) y =42 x <0

Sémantique abstraite, programme
Sémantique des programmes : [(L, A)]* : L — (V — DF)

C'est la plus petite solution (au sens de |'ordre abstrait Eflr)

du systéme
RE=VT
Ri= i [cIE(RD) I'#0
(I,c,INeA
Remarques

> Une telle solution existe (c.f. théoréme de Knaster-Tarski).

» Ca semble un peu moins évident a calculer.




Sémantique abstraite, calcul effectif

Théoréme

Si S est un treillis complet, f une fonction croissante sur ce treillis
et si la suite (f"(L)),cy est stationnaire

3N, ¥n > N, (L) = V(L)

alors sa limite est le plus petit point fixe de f

Ifp f = FN(1)

Démonstration.

» V(L) est un point fixe : F(FV)(L) = V(1) =fV(L);
> et c'est le plus petit : soit y un point fixe (f(y) = y),
L C y donc par croissance de f, f(L) C f(y) =y
et par récurrence immédiate FN(1) C y. 0
—wF SnEL 21/56
Exemple de calcul du point fixe abstrait
ox = rand(0, 12);;y = 42; A X=X—2 3
while 2(x > 0) {
3IX = X — 2;
sy =y +4; y=y+4 x>0
}s
0 1 2 5
x = rand(0, 12) y =42 x <0
R§i+1 = lor #0 gl 42 §3
i+1 i+1 / R R R R
L A g (L) (0 (D (L7
RET =R [y o> 0] U, 1] (L) (30T) (20,T) (30,7)
R [y R () 4 (> 0)] 2| (L,1) (=0,20) (T,>0) (T,>0)
g1 it i 3 (L) (3020 (20,30 (30,50
Ry =Ry [XH Ry () > 0] 4] (L, L) (T,z0 (T,20) (T,>0)
R =R s R gtz ST D (020 (2020 (<020
RET =R [ RET <]
WP _SMEEA 935

Sémantique abstraite, calcul effectif (suite et fin)

» L — (V — DF) est un treillis complet (car D en est un).

» La fonction F¥: (L — (V — D%) = (L — (V — DY)

0 — Tpur
FARY =4 11— o Lell (RAD)
(I,c,l")eA

est croissante et calculable.
» Donc si la suite <Fﬂn (L— J_nr)>
on a une méthode de calcul de la gémantique abstraite :
1. On part de Rﬁo =L — 1.

2. on calcule RnkJr1 = Fﬁ(Rﬁk> :

3. on retourne en 2 jusqu'a atteindre un point fixe.

est stationnaire,

Correction et terminaison

Théoréme (correction)

La sémantique abstraite est une sur-approximation correcte
de la sémantique concréte : pour tout / € L, on a

RI C Yor (R}j)

Propriété (terminaison)

Le calcul du point fixe par itérations termine.

Démonstration.
DF est fini donc L — (V — Dﬁ) également

est stationnaire.

donc la suite croissante (Rﬁn>
neN




Domaine des constantes

Définition
Treillis des constantes (D¥, =)

T
| | N
Abstractions non relationnelles Y R R | 0 1 2 LT 40
Constantes \\\ i ///
T) =%
v(n) ={n}
(L) =10 )
Remarque

L’ordre CF ci dessus est correct par rapport a l'ordre C sur P(Z).

P =R o556 W == 26/56

Domaine des constantes, meilleure abstraction Domaine des constantes, opérations arithmétiques abstraites

nt=a({n}) =n

v

T sin<nm

Remarque » rand*(ny, m) = a[ny, m]) =< m sin =

On a bien une correspondance de Galois avec L sim>nm
T sicard(S) > 2 s iyt =a ({x+y [xertd)y enih)}) =

a(S)=< n siS={n}

1 siS=90 T sixﬁ:Touyﬂ:T

s ni + no sixﬁ:nletyﬁ:nz

L sixﬁ:J_ouyﬁ:J_

| 4

NNNNNNNNNN
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Exemple de calcul du point fixe abstrait

oX = rand(O, 12) 1y = 15; X=X-—-Y
. 6 be————"—"14
wh|Ie2(i>0).{ y=y+8
3y =y /2;
X=X —y; x <0 y=y/2
sy =y +38;
o 0 1 2 3
x = rand(0, 12) y =15 x>0
Rgl:+1 _ Tn'r / Rlﬁo Rlul R’u2
Rf’: = Rg{: [x — T] 0 (L) (LD (LN
Ao, i v
Rg [Y’_’Rs )+ 8] 3| (L,1) (T,15) (T,15)
R§;+1 = R§i+1 4 (J-rJ-) (T77) (T77)
i i i 5 1,1 T,7 T,7
R{T =R [Y — R} +1(y)/”2] 6 EJ_,J_; ((T, 15)) ((T, 15))

i+1 i+1 i+1 i+1
RET =R [xm RYT 0 - RYT )]
i+1 i+1
REH _ gt
6 2

WP MR 9956

Le treillis des constantes n'a pas de chaine croissante infinie

A
V

\

|

‘ z

|

/
w
=
~
[
o

Correction et terminaison

Théoréme (correction, pareil que pour les signes)

La sémantique abstraite est une sur-approximation correcte
de la sémantique concréte : pour tout / € L, on a

Ri € Yor <R}j>

Propriété (terminaison)

Le calcul du point fixe par itérations termine.

Démonstration.

D* est infini mais n’a pas de chaine strictement croissante infinie

donc L — (V — Dﬁ> non plus donc la suite croissante (Rﬁn>
est stationnaire.

Remarques

» Le domaine des constantes est souvent appelé Kildall.

> |l est utilisé en compilation pour faire du constant folding.

» Démo GCC.

» Le domaine des constantes est en fait
le domaine des singletons de P(Z).

» Sur le méme principe, on peut construire pour un n € N

quelconque un domaine « ensembles d'au plus n éléments ».



Abstractions non relationnelles

Intervalles

Domaine des intervalles, meilleure abstraction

Remarque

On a bien une correspondance de Galois avec

avec n1 = minS et np = max S

o(9) :{ %?17”2]] siS=10

DDDDD
WP SMERA 3556

Domaine des intervalles

Définition
Treillis des intervalles (DF, CF)

]] - OO., +OO[[

[[_17 1]]
[-1, 6]] I[O, 1]
[[—1, —/1]] I[O7 O]T E[l, 1]]
>~
1

V(] = 00, +00[) =] — 00, 400
(] —o0,n]) =] —o00,n]
A +ooD) = [n+oe] Remarque
v([n1, n2]) = [, n2] L'ordre est correct. )
(L) =0 |

Domaine des intervalles, opérations arithmétiques abstraites

n*=a({n})=[n,n]

ni,n sim <n
rand*(n1, n2) = o([ny, n2]) = { E_l ? si ni > ni

v

v

v

Xty =a({xty ’ x €90y €nl)}) =

[a+c,b+d] avecx! =[a,b] et y* = [c,d]
1 sixﬁ:J_ouyﬁ:J_



Domaine des intervalles, opérations arithmétiques abstraites

(suite et fin)

Exercice
» Donner la soustraction d'intervalles.

» Donner la multiplication d'intervalles.

Correction et terminaison

Théoréme (correction, encore le méme)

La sémantique abstraite est une sur-approximation correcte
de la sémantique concréte : pour tout / € L, on a

RI € Yor (R}i)

37 /56

Remarques

» De maniére générale, ca ne termine pas!
Car le treillis a des chaines croissantes infinies (ex. ([0, n]),cx)-

» Et quand bien méme ¢a termine, ¢a peut étre long...

Exemple de calcul du point fixe abstrait

oX = rand(O, 12),1y = 42; 4 X=X —2
while >(x > 0) {
3X =X — 2;
sy =y +4; y=y+4 x >0
}s
x = rand(0, 12) y =42 x <0
Rgi+1:_|_

REY Z RE [ 0,12]]

R = RET o a2, a2]) L, LR R RE
RE' [y RE () + 14,41 °
M [, +oo] :
RETH = R [x o RET () 8 [[2,2]]] 5
Rgiﬂ _ R§i+1 [x = Rgiﬂ(x)
e, OH] WP SNERA 3556

Accélération de convergence

On va donc intercaler entre chaque itération un élargissement
(widening en anglais) qui va empécher de suivre des chaines
croissantes infinies en « sautant » plus haut.
Définition (élargissement)
Un élargissement v est une opération binaire (V : D x D — D¥)
vérifiant

> xE yE xELEyE CF xBuyt,

> pour toute suite (xg) , la suite croissante
neN

o= %
il _ o
Yishn = YiVXig

est stationnaire.




Elargissement, illustration

R = F*" (1) = lfp F?
{

X
R = Fﬂ(Rﬁl) = F(1)

1
R = Fﬂ(Rﬁ") = F¥(1)

{

RO = |
F* stationnaire

Remarque : Ifp F* CF R

On s'arréte avec Rf =

fp F* =]

R = R'VF*(R)

Ifp F*

R = Rﬁ(lvFﬁ(Rﬂl)
R = Rﬁ("vFﬁ(Rﬂ")

(
R = |

F* non stationnaire, élargissement

R*VF*(R*) donc F*(R*) C* R* donc
{x ‘ Ff(x) C* x} 2

i /56

Exemple d'élargissement (suite et fin)

Exercice

Reprendre le calcul précédent en remplacant I'equation de Rg par

R§I+1

(ca devrait s’arréter aprés trois étapes).

= RE e (R Iy o (420 U5 R [y = RE (1) + {8)])

Résultat
Aprés calcul on obtient :

Exemple d’élargissement

Si les bornes de |'intervalle sont stables, on les conserve,

sinon on les remplace par cc.

Définition _
[a, b] six* = [a,b],y* = [c,d],c>a,d<h
[a, +o0[ six* = [a, b],y* = [c,d],c > a,d > b
xfvyf = J—o0,b]  six*=[ab],y*=[c,d],c<ad<b
—o0,+00[ six* =[a,b],y* =[c,d],c<ad>b
y* sixt =1
\ Xﬁ si .yj:1 =1
Exemple

> [0,2]v]0,1] = [0,2]
> [0,1]v[0,2] = [0, +oo[

(V n'est pas symétrique)

Exemple de calcul du point fixe abstrait

ox = 12;
while 1(x > 0) {

»x=x—1;

}s

R§i+1 -
RETY Z REG L (RETY [xos [12,12]] L5,
RS’ [y > RE () —# [1,1]])
R§i+1 _ Rfiﬂ [X . Rfiﬂ(x)
¥ ] —o0,0]]

—wF _oures
2
x=x—1
x>0
1 3
x =12 x <0
40 g1 #2 i3
1| R® RY RFY R
0
1
2
3
4
5
WP _omeea



Regagner de la précision Rétrécissement, illustration

» L’élargissement permet au calcul de terminer. R* = R'VF*(RY)
» Mais entraine une perte de précision. ) Remarque : Ifp F# C* RY
» On peut en regagner un peu par des itérations descendantes. R¥' = RE A F*(RY) On part de R Jf 1fp Ft
o ) J donc par croissance de F¥,
Définition (rétrécissement)
Un rétrécissement (narrowing en anglais) A est une opération 1 FE(R*) 2F F* (lfp Fﬁ> = Ifp F*
binaire (A: D x D — DF) vérifiant R — Rt A Fn(Ru’)
> Vxﬁ,yﬁ, It yﬁ N yti Cf Xt donc par propriété du rétrécissement A,
» pour toute suite <xu>neN, la suite décroissante Rﬁfl —RiA Fﬁ(Rﬁ) ¢ 1p FE.
lfp F*
yg — Xg Finalement, par récurrence immédiate,
P :  Jltp FL.
Vit Yi & X, [ R* JlfpF )
10 _
est stationnaire. ) RU"=1
WP SNERA 5 ke WP 2MA 4656
Exemple de rétrécissement Exemple de rétrécissement (suite et fin)
Pour garantir la convergence, on ne raffine que les bornes infinies. Exercice
Raffiner le résultat du calcul précédent avec le rétrécissement
. 3.
Définition (i.e. partir du point fixe R}i et itérer en remplacant V. par Ay
[a,d] six* = [a,+oo[,y" = [c,d] dans les equations).
foA [e,b] six* =]—o0,b],y* = [c,d] ‘
Xt Ayt = g 4
[[Cad]] SI X :]]—OO,+OO[[,y :[[Cad]]
X >non Résultat
Aprés calcul on obtient :
R _
0
Exemple Ri —
;=
> [0, 4o & [0,1] = [0,1] Rg =
» [0,2] A J0,1] =[0,2] Rg =

W SNERA k6 —SHEA~ s /56




Limitations du narrowing et élargissement a seuil

ox = 12; 2
while 1(x #0) { x=x-1
x=x—1; x#0
13
0 1 3
x =12 x =0

» Méme avec le narrowing, on ne peut pas trouver x > 0.

> Alors que le domaine des signes y parvient.

» On peut améliorer |'élargissement :
au lieu de passer directement d’une borne positive & —oo,
on s'arréte d'abord a 0.

» Clest 'idée de I'élargissement a seuil : on peut ainsi utiliser
n'importe quel nombre fini de constantes comme seuils.

» Encore faut il avoir le bon seuil (si on avait utilisé —1 ici,
on n’aurait pas obtenu I'intervalle [—1,12]).

Exercice : analyse en arriére

On avait défini la sémantique abstraite des gardes comme

ﬂe>on%p={”[mp(ﬂ M a([L,+0c])| sie=v
p

sinon

Comment faire pour x —4 > 07

On va utiliser une analyse en arriére des expressions :
partant du résultat de |'expression,
on en déduit les valeurs possibles des variables.

Exercices

Exercice : analyse en arriére (suite)

Sémantique en arriére des expressions :
[e]l* : (V — D) x DF — (V — DY)

[Vl (o, ) = plv = p(v) 117 (v)

L sinfrmfr=1
p sinon

[]5(o. 1) -{

1 sirand*(ng, m) Mt r= 1
p sinon

[rand(m, m)]V¥(p, r) = {

[er + e2¥(p, r) = [aili¥(p, n) iy [V (p, r2)

avec (r1,12) = +4* ([}, (o), [l (). 1)

onN

A

50/56



Exercice : analyse en arriére, arithmétique

Exemple

Dans le domaine des signes :
+1%(>0,>0,<0) = (0,0)
(six>0,y>0etx+y<0alors x=y=0)

4

Exemple

Dans le domaine des intervalles :

+5([0,2], [3.8] . [4,7]) = ([0.2] . [3,7])

Exercices

» Donner la table de +]* pour le domaine des signes
(tout au moins une partie, la table ayant 125 entrées).

» Définir —|* pour le domaine des intervalles.

/D‘?‘ onERA
=

Exercice, analyse en arriére (suite et fin)

Exercice
> Avec la sémantique en arriére des expressions, définir une
sémantique abstraite pour les gardes plus précise.
» Puis calculer cette sémantique dans le domaine des intervalles
pour la garde x + y < z avec p(x) = [1,10], p(y) = [3,10]
et p(z) = [3,5].

53 /56

Réponse

55 /56

Exercice : analyse en arriére, arithmétique (suite et fin)

Réponse

/M? onERA
=

Exercice : domaine des congruences

Exercice

» Concevoir un domaine abstrait non relationnel
pour les congruences
(exemple : x est congru a 2 modulo 4 : x € 4Z + 2).

> Analyser avec le programme du premier exemple :

x = rand(0, 12); y = 42;

while (x > 0) {
X=X—2;
y=y+4;
}

54 /56

ONERA
/); _OnNERA
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