Modélisation stochastique et apprentissage statistique 19 décembre 2023

— Classification supervisée —
Probléeme : une inégalité exponentielle pour les k£ plus proches voisins

CADRE DE TRAVAIL

e Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires sur R? x {0,1}. On note u la loi (4 densité) de X et, pour tout
z € R%, n(x) =P(Y = 1|X = z). On note g* la régle de classification définie par

g*(x) =1 sietseulement si 7(x) >

N |

R* désigne son risque défini par R* = P(¢*(X) #Y).

e On se donne n répétitions (X;,Y;)1<i<n, de méme loi que (X,Y). Elles sont indépendantes et indépendantes de
(X,Y). Il s’agit d’un jeu de données d’entrainement a partir duquel on cherche a apprendre une régle de prédiction
de Y lorsqu’on observe X.

e Pour tout z € R%, on note (X iy (), Y(5)(z))1<i<n la permutation des données telle que

X (@) — 2] < [ Xzy(2) =2l < - <[ Xmy (2) = 2]].

e Soient v, 1 > -+ > vy, > 0 tels que Z?:l vp,; = 1. La régle de classification des plus proches voisins est définie
comime

N =

gn(x) =1 sietseulement si n,(z) > =, ou n,(x)= ZUMY(Z-) (x).
i=1

On note R(gy) son risque donné par R(g,) = P(gn(X) # Y|(X:,Yi)1<i<n)-
e On suppose qu’il existe une suite (ky,),>2 et a > 0 tels que

1. 1<k, <n;

2. ky, —> o0 et %—>0;

3. v =0si1>ky;

4. kpvna < a.

OBJECTIF : Etudier le comportement de R(g,) — R* lorsque n tend vers l'infini.

PARTIE 1

—_

. En une ligne, que dire de R(g,) — R*?

[\

. Montrer que

P(gn(X) # Y|(Xi, Yi)1<i<n, X) =1 — [y, co)=130(X) + Lgg, (x)=03 (1 — 0(X))] -
3. Montrer que
P(gn(X) # Y[(Xs, Yi)1<i<n, X) — P(g"(X) # Y[X) < 20(X) — 11y, (x) 20 (X)) -

4. En déduire que
Rlga) = B <2 [ na(a) = n(a)ln(da).



ParTIE 11

5. Justifier I'existence de (wy, ;(x))1<i<n tel que
n
M () = an,Z(x)Yz
i=1

6. En une ligne, justifier I'existence de p,,(z) tel que

k

w(B(@, pp(@)) = —=.

Désormais, on note

i=1

ParTIE II1

7. On note Hy, (z) = || X(x,)(x) — z|. Justifier que
n
Un(ﬂ?) = Z wn,z(x) }/l lB(:z:,Hkn (m))(Xz)
i=1

8. Montrer que |n%(x) — nn(x)| < Z,(z), ou
Zax) = 3 i 1B, pu(@)] = B, pu(a))],

ou ., désigne la loi empirique des X;.

9. On rappelle que la variance de la loi binomiale de paramétre (m, p) est mp(1 — p). Montrer, via I'inégalité de

Jensen, que
@

EZ.(z) < T

PARTIE IV

On admet que E|n,(X) —n(X)| tend vers 0 quand n tend vers I'infini sous les conditions de I’énoncé (estimateur
des plus proches voisins de la fonction de régression).

Soit € > 0.
10. Montrer via l'inégalité triangulaire que, pour n assez grand, on a
€

Ejrn (X) = n(X) < 55-

11. A nouveau via I'inégalité triangulaire, montrer que

P ( [ tnta) = i)t = 2) < P( - 5)

P (‘/R 7o (@) = () llde) = E/Rd s (2) = ()| p(de)

| Zu@tdn) € | Z,(@n(aa




PARTIE V
On note hy (X1, Y1,..., Xn, Ya) = ni(2).
12. Justifier que
(1, Y1y oy Ty Un) — P (T, Y1y e e s i1y Ui 1y Ty Yoy T 1y Yik Ly« > Ty Yn)| < %.
13. Justifier que si

/ /
|hw($17y17 e 7:En7yn> - ha:(whyh ey Li—15Yi—15 L5, Yy Ti15 Yit15 - - - 7xn7yn)| > 07

alors z; € B(z, pn(z)) ou z} € B(x, pp(x)).

14. Justifier que
kn,

x; € Bz, pp(x)) siet seulement si  u(B(z,||z; — z|) < —.
n

15. On admet qu'il existe une constante v4 (qui ne dépend que de d) telle que

p({oert s ubolo - ol < 22 1) <t

En déduire que

2074
/d |ha (1,91, T Yn) — ha (B1, Y15 o T 1y Yim 1 T Yy Tig 1, Yi Ly - - - > Ty Y) | po(dir) < ——.
R
PARTIE VI
On admet l'inégalité de McDiarmid suivante. Soient Uy, ..., U, des variables aléatoires indépendantes & valeurs

dans A C R. Soit g : A™ — R une fonction mesurable telle que

lg(z1, .y 2n) — g(@1, o T, Xy i1, -y )| < i,

pour certaines constantes ¢; > 0. Alors

2t2
P(lg(Ui,...,U,) —Eg(Uy,...,Up)| >1t) < 2exp <712> .

D i1 G
€
> —
> 5)

16. Appliquer I'inégalité de McDiarmid pour majorer

? (| L o) = st - | i) -t

en fonction de n, €, o et 4.

17. On admet que le terme

g -

admet exactement le méme majorant. Conclure en donnant un majorant de

[ Znotdn) —€ | Z,(@n(d)

Rd

P(R(gn) — R* > €).

BonNUs : Ou a-t-on utilisé 'hypothése que X est a densité?



